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Vorrede. 

Dem  Schlußbande  meines  Werkes  glaube  ich  wiederum  eine  Vorrede 
mitgeben  zu  müssen. 

Vor  allem  möchte  ich  das  nun  vollendete  Werk  mit  dem  Wunsche  hinaus- 
schicken, daß  es  ihm  gelinge,  insbesondere  bei  uns  in  Deutschland  der  reinen 
Geometrie  mehr  Bearbeiter  zuzuführen,  und  wiederhole  damit  fast  genau  die 
Worte,  welche  kürzlich  in  einem  Briefe  an  mich  geschrieben  wurden. 

Von  der  Gefahr,  daß  die  reine  Geometrie  in  den  Hintergrund  gedrängt 
werden  könnte,  hat  Schröter  schon  1866  in  der  Vorrede  der  ersten  Auf- 
lage der  Steinerschen  Vorlesungen  gesprochen.  Damals  schien  es  noch  nicht 
notwendig,  denn  jene  Zeit  rechnen  wir  heute  noch  zur  Blüteperiode  der 
Geometrie.  Aber  Schröter  hat  doch  richtig  vorausgesehen.  Das  Steiner- 
Schröter  sehe  Buch,  Schröters  eigene  Bücher,  ja  selbst  Reyes  ausgezeich- 
netes Buch,  trotz  der  wachsenden  Auf  lagenzahl,  und  die  Gesammelten  Werke 
Steiners  haben  es  nicht  verhindern  können,  daß  wir  uns  heute  „in  einer 
der  reinen  Geometrie  wenig  geneigten  Zeit"  befinden.  Auch  Darboux,  der 
selbst  nicht  reiner  Geometer  ist,  hat  1904  in  einer  Eede  auf  dem  Kongreß 
in  St.  Louis,  welche  nachher  als  Etüde  sur  le  developpement  des  methodes 
geometriques  erschienen  ist,  bedauernd  darauf  hingewiesen,  daß  die  Zahl  der- 
jenigen, welche  die  reine  Geometrie  fördern,  sich  merkwürdig  veriingert  hat 
und  daß  darin  eine  Gefahr  liege,  gegen  welche  man  sich  voi*sehen  müsse. 
Man  solle  nicht  vergessen,  fügt  er  hinzu,  daß,  wenn  die  Analjsis  heute 
Untersuchungsmittel  besitzt,  die  ihr  früher  fehlten,  sie  dieselben  zum  großen 
Teile  den  durch  die  Geometrie  eingeführten  Vorstellungen  verdanke. 

Sollte  es  auch  der  Ungunst  der  Zeit  zuzuschreiben  sein,  daß,  wie  es 
scheint,  Cremonas  gesammelte  Schriften  nicht  erscheinen  können? 

Großen  Hoffnungen  kann  ich  mich  nicht  hingeben;  ich  habe  wenigstens 
durch  meine  Lehrtätigkeit  und  dieses  Buch  das  meinige  getan. 

Probleme,  welche  noch  der  Erledigung  harren,  gibt  es  genug. 

Die  Geometrie  auf  der  allgemeinen  Fläche  4.  Ordnung  z.  B.  ist  so  gut 
wie  unbekannt.  Man  fängt  etwas  mehr  an,  sich  wiederum  mit  metrischen 
Eigenschaften,  welche  die  projektive  Geometrie  beiseite  geschoben,  zu  be- 
schäftigen. Seit  langer  Zeit  sind  die  transzendenten  Gebilde  vernachlässigt, 
die  vielleicht  in  der  Praxis  wichtiger  sind  als  die  algebraischen. 

Eine  eigentümliche  Gruppe  von  Problemen  ist  die,  welche  Hirst  ge- 
legentlich porismatische  Probleme  genannt  hat:  an  verschiedenen  Stellen 
meines  Buches  werden  sie  berührt;  es  sind  Probleme,  welche,  obwohl  die 
richtige  Anzahl  von  Bedingungen  vorliegt,  doch  keine  Lösung  haben,  so- 
lange diese  Bedingungen  voneinander  unabhängig  sind.  Ein  tieferes  Ein- 
gehen in  sie  und  eine  zusammenfassende  Theorie  ist  wohl  erforderlich. 

Und  das  „Gespenst"  des  Imaginären  ist  im  Grunde  immer  noch  da. 
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rV  Vorrede. 

Im  Anhang  dieses  Buches  werden  zwei  noch  zu  verbessernde  Beweise  be- 
sprochen für  Sätze,  auf  welche  eine  ausgedehnte  Theorie  aufgebaut  worden 
ist.    Usw. 

Eine  Arbeit  ferner  anderer  Art,  die  freilich  weniger  verlockend  sein 
mag,  zu  der  ich  in  diesem  Werke  und  auch  an  andern  Stellen  manche  Bei- 
träge geliefert  habe,  muß  vorgenommen  werden:  die  sorgfältige  Durchsicht 
wenigstens  der  wichtigeren  Schriften  des  letzten  Jahrhunderts  in  bezug  auf 
ihre  Richtigkeit  und  Entfernung  der  Fehler.  Sie  sind  ziemlich  zahlreich 
und  entsprechen  nicht  unserer  als  „unfehlbar"  angesehenen  Wissenschaft. 
Wie  diese  Arbeit  zu  organisieren  sei,  ist  mir  auch  noch  unklar;  aber  man 
muß  diese  Aufgabe  ins  Auge  fassen  und  hätte  es  vielleicht  tun  müssen  vor 
den  Zusammenstellungen,  die  man  in  der  letzten  Zeit  ins  Werk  gesetzt  hat 
und  bei  denen  zu  befürchten  ist,  daß  die  Fehler  in  sie  vielfach  übergegangen 
sind.  — 

Ich  habe,  vor  allem  im  letzten  Bande,  vorgezogen,  zahlreiche  Beispiele 
und  Anwendungen  zu  geben,  und  bin  mit  Absicht  weniger  auf  allgemeine  und 
schwer  übersehbare  Fälle,  so  wie  andererseits  auf  subtile  Spezialitäten  ein- 
gegangen. Das  ist,  denke  ich,  wohl  auch  am  richtigsten  für  ein  Lehrbuch, 
wie  es  mein  Werk  der  Hauptsache  nach  sein  soll,  wenn  es  auch  manche 
monographischen  Abschnitte  enthält. 

Der  Standpunkt  der  Selbständigkeit  ließ  sich,  je  weiter  fortgeschritten 
wurde,  nicht  ganz  festhalten.  Z.  B.  in  dem  Abschnitte  dieses  Bandes  über 
die  Cremona sehen  Verwandtschaften  im  Räume  mußte  ich,  um  doch  die 
interessanten  Verwandtschaften,  bei  denen  das  eine  Gebüsche  aus  allgemeinen 
Flächen  3,  Ordnung  besteht,  vorführen  zu  können,  eine  gewisse  Kenntnis  der 
Eigenschaften  dieser  Flächen  voraussetzen,  deren  Beweis  unmöglich  noch  in 
dies  Buch  aufgenommen  werden  konnte.  Ich  habe  auf  mein  eigenes  Buch 
über  die  kubischen  Flächen  verwiesen,  freilich  auf  meine  1867  erschienene 
Jugendarbeit,  in  welcher  ich  manches  besser  wünschte.  Auch  auf  meine 
Liniengeometrie  mußte  ich  vielfach  verweisen,  wenn  auch  da  mehr  zur  Be- 
stätigung erhaltener  Resultate. 

Sollte  diesem  Werke  eine  neue  Auflage  beschieden  sein,  so  wird  die 
Sorge  für  sie  wohl  einem  andern  zufallen;  diesen  bitte  ich,  meine  Vorrede 
zurdritten  Auf  läge  der  St  einer -Schrot  er  sehen  Vorlesungen  (1898)  zu  lesen. 

Auf  die  Ausarbeitung  des  von  mir  in  den  Mitteilungen  der  Verlagsbuch- 
handlung angekündigten  Buches  über  die  kubische  Raumkurve  muß  ich  wohl 
verzichten.  Dieselbe  ist  in  diesem  Werke  reichlich,  aber  doch  nicht  vollständig 
vorgenommen.  Diese  interessanteste  aller  algebraischen  Raumkurven  verdient 
eine  zusammenhängende  und  möglichst  erschöpfende  Darstellung. 

Am  Schlüsse  zw^eijährigen  Zusammenarbeitens  spreche  ich  dem  Teubn er- 
sehen Verlage  herzlichen  Dank  aus  für  vielfaches  Entgegenkommen,  vor  allem 
aber  dafür,  daß  mir  in  dieser  Publikation  ermöglicht  worden  ist,  eine  das 
Werk  durchziehende  Zusammenstellung  eines  beträchtlichen  Teils  meiner 
Lebensarbeit,  in  der  meine  Arbeiten  mit  denen  anderer  verwoben  sind,  zu 
veröffentlichen. 

Breslau,  Juli  1909.  R.  Sturm. 
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Eindeutige  (Cremonasche)  Verwandtschaften  höheren  Grades 
zwischen  zweistufigen  Gebilden. 

§  109.    Hauptelemente  und  Relationen  für  ihre  Anzahlen. 

Wir  haben  schon  wiederholt  Beispiele  von  solchen  eindeutigen,  780 
aber  nicht  mehr  linearen  Verwandtschaften  kennen  gelernt,  insbesondere 
vom  2.  Grade.  Bei  der  ebenen  Korrelation  ergab  sich  eine  quadratische 
(überdies  involutorische)  Verwandtschaft  solcher  Punkte,  welche  doppelt 
konjugiert  sind,  und  die  duale  der  doppelt  konjugierten  Geraden 
(Nr.  307);  ferner  führten  die  Büschel  oder  Scharen  von  Korrelationen 
zwischen  zwei  Feldern  zu  einer  quadratischen  Verwandtschaft  zwischen 
Punkten,  bzw.  Geraden,  welche  in  allen  Korrelationen  eines  Büschels, 
einer  Schar  konjugiert  sind  (Nr.  430).  Beim  tetraedralen  Komplexe 
tritt,  jedem  Paare  von  Gegenelementen  des  Tetraeders  zugeordnet,  eine 
quadratische  Verwandtschaft  auf  zwischen  den  Punkten  eines  Feldes 
und  den  Ebenen  eines  Bündels  (Nr.  239),  die  man,  weil  ungleichartige 
Elemente  in  Beziehung  stehen,  eine  reziproke  Verwandtschaft  nennen 
kann  (Nr.  262).  Sie  hat  überdies  die  Eigenschaft,  daß  durchweg  ent- 
sprechende Elemente  inzidieren;  wegen  dieser  Analogie  zum  Nullraum e 
hat  man  derartige  Verwandtschaften  Nullverwandtschaften  (Null- 
systeme) genannt  (§  144).  Sclmeidet  man  den  Bündel  mit  der  Ebene 
des  Feldes,  so  ergibt  sich  die  ebene  quadratische  Nullverwandtschaft, 
welche  aus  einem  Dreiecke  ABC  ^  ahc  sich  so  ergibt,  daß  ein  Punkt  X 
und  eine  durch  ihn  gehende  Gerade  x'  einander  zugeordnet  werden, 
für  welche  gilt: 

X{A,  B,  C,  x)  7\  x\a,  h,  c,  X). 

Bei  zwei  kollinearen  Flächen  ergeben  sich  quadratisch  verwandte 
Bündel,  wenn  ihre  entsprechenden  Punkte  aus  zwei  beliebigen  Punkten 
auf  ihnen  projiziert  werden  (Nr.  503,  506). 

Zu  einer  V^erwandtschaft  5.  Grades  hat  uns  das  Problem  der 
ebenen  Projektivität  geführt  (Nr.  228). 

Die  quadratische  Verwandtschaft  geht  wohl  zurück  bis  auf  Ab- 
handlungen von  Plücker  und  Magnus  im  Journal  f.  Mathem.  Bd.  5 
und  8  und  auf  Steiners  Systematische  Entwickelung  (1832)  Nr.  59. 
Man   hielt    sie    eine  Zeitlang   für   die   einzige   eindeutige  nicht  lineare 
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Verwandtscliaft.  Cremona  erkannte,  daß  man  durch  Wiederholung 
quadratischer  Verwandtschaften  zu  höheren  gelangt,  und  hat  die  Grund- 
lagen der  Theorie  dieser  höheren  eindeutigen  Verwandtschaften  ge- 
schaffen^), welche  deshalb  auch  nach  ihm  benannt  werden;  wenn  auch 
Jonquieres  einen  wichtigen  Spezialfall  schon  vorher  in  einer  Schrift 
erkannt  hat,  die  erst  später  bekannt  wurde. 

Die  Beispiele  haben  uns  schon  verschiedene  Fälle  zugeordneter 
Elemente  vorgeführt.  Erwähnen  wir  gleich,  daß  bei  den  nicht 
linearen  Verwandtschaften  mit  den  primären  Elementen 
nicht  zugleich  auch  die  sekundären  in  Verwandtschaft 
kommen;  sind  z.  B.  die  Punkte  eines  Feldes  und  die  Geraden  eines 
andern  in  Verwandtschaft  gesetzt,  so  stehen  nicht  auch  die  Geraden 
des  ersten  und  die  Punkte  des  zweiten  in  Verwandtschaft,  vielmehr 
entsprechen  jenen  von  Geraden  erzeugte  Kurven  höherer  Klasse,  diesen 
(ihren  Strahlenbüscheln)  durch  Punkte  erzeugte  Kurven  höherer  Ord- 
nung, die  gleich  jener  Klasse  ist,  wie  wir  bald  erkennen  werden^). 
781  Wir   wenden    unsere   Aufmerksamkeit    zunächst    den    Verwandt- 

schaften zwischen  zwei  Punktfeldern,  als  den  anschaulichsten  und 
auch  von  Cremona  zu  Grunde  gelegten,  zu.  Wertvoll  wird  der 
fundamentale  Satz  über  das  Geschlecht  (Nr.  163),  nach  welchem  zwei 
Kurven,  zwischen  deren  Elementen,  seien  es  die  Punkte  oder  die 
Tangenten,  eine  (in  beiderlei  Sinne)  eindeutige  Beziehung  besteht, 
von  gleichem  Geschlechte  sind.  Daher  entsprechen  in  einer 
Cremonaschen  Verwandtschaft  den  Geraden  des  einen  Feldes 
Kurven  vom  Geschlecht  0,  unikursale  Kurven  im  andern. 
Wir  brauchen  aber  noch  einige  andere  Sätze  aus  der  Theorie  der 
höheren  ebenen  algebraischen  Kurven,  die  hier  nicht  bewiesen  werden 
können: 

1.  In  der  Formel  für  das  Geschlecht  ist  ein  r-facher  Punkt  mit 
Xr(r—1)  Doppelpunkten  äquivalent  anzusehen.  Die  Kurve  zerfäUt^ 
wenn  das  Geschlecht  negativ  wird  (vgl.  Nr.  163). 

2.  Eine  Kurve  n^^""  Ordnung  ist  durch  ^^^(^  +  3)  gegebene  Punkte 
eindeutig  bestimmt;  dabei  zählt  ein  gegebener  r-facher  Punkt  für 
i-r(r -\-  1)  einfache  Punkte. 

3.  Unter  den  nn  Schnittpunkten  zweier  Kurven  der  n^"^  und  der 
^'ten  Ordnung  (Nr.  161)  zählt  ein  Punkt,  welcher  der  einen  r-fach^ 
der  andern  r'-fach  angehört,  für  rr    gemeinsame  Punkte. 

Eine  Cremonasche  Verwandtschaft  heißt  n^^"^  Grades^ 
wenn  w-mal  entsprechende  Punkte  X  und  X'  auf  gegebene 
Geraden    l    und   V    des    einen    und    andern   Feldes    zu    liegen 

1)  Cremona,  Memorie  deirAccademia  di  Bologna  Ser.  II,  Bd.  2,  S.  621^ 
Bd.  5,  S.  3  (1863,  1865);  Giornale  di  Matematiche  Bd.  1,  S.  305,  Bd.  3,  S.  269,  363. 

2)  Das  ist  in  der  ersten  Zeit  der  Betrachtung  nicht  linearer  Verwandt- 
schaften nicht  immer  klar  erkannt  worden. 
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kommen.  Das  bedeutet  dann  sowohl^  daß  die  einer  Gerade  l 
des  ersten  Feldes,  als  daß  die  einer  Gerade  V  des  zweiten 
korrespondierende  Kurve  n^^^  Ordnung  ist.  Die  Verwandt- 
schaft ist  also  in  beiderlei  Sinne  vom  nämlichen  Grade,  im  Räume 
wird  es  anders  sein. 

Betrachten  wir  zunächst  nur  die  Geraden  V  des  zweiten  Fel- 
des Z'  und  die  ihnen  entsprechenden  Kurven  w*®'  Ordnung 
C„  im  ersten  T,  die  ein  doppeltes  unendliches  System  bilden. 
Die  Eindeutigkeit  des  Entsprechens  der  Punkte  fordert,  daß  zwei 
Kurven  des  Systems  nicht  n^  bewegliche  Schnittpunkte  haben,  weil 
diese  sonst  alle  dem  einen  Schnittpunkte  der  beiden  korrespondieren- 
den Geraden  entsprechen  würden;  es  darf  nur  ein  beweglicher 
Schnittpunkt  bleiben;  die  übrigen  sind  allen  Kurven  des 
Systems  gemeinsam  und  heißen  die  Haupt-  oder  Fundamental- 
punkte. Nur  wenn  dies  angenommen  wird,  ist  Eindeutigkeit  zu 
erzielen. 

Die  Vielfachheit  dieser  Hauptpunkte  kann  sich  nicht  von  Kurve 
zu  Kurve  ändern;  denn  sie  müssen  für  jede  zwei  Kurven  für  n^  —  1 
gemeinsame  Punkte  zählen. 

Diese  Kurven  C„  zerfallen  natürlich  im  allgemeinen  nicht.  Wäre 
dies  nämlich  der  Fall,  so  würde  der  letzte  gemeinsame  Punkt  von 
irgend  zwei  Kurven  je  dem  einen  Bestandteile  angehören,  und  diese 
Bestandteile,  Kurven  niedrigerer  Ordnung,  würden  stetig  von  dem 
Punkte  durchlaufen,  der  einem  beweglichen  Punkte  auf  der  einen 
oder  andern  korrespondierenden  Gerade  entspricht,  also  diesen  Geraden, 
d.  h.  beliebigen  Geraden  entsprechen.  Es  handelte  sich  dann  um  eine 
Verwandtschaft  niedrigeren  Grades.  Aber  in  dem  doppelt  unendlichen 
Systeme  kommen,  wie  wir  sehen  werden,  oc'^  zerfallende  Kurven  vor. 

Ein  w-facher  Punkt  bringt  eine  Kurve  w*®''  Ordnung  zum  Zerfallen 
in  n  durch  ihn  gehende  Geraden;  also  ist  w  —  1  die  höchste  Vielfach- 
heit eines  Hauptpunktes.  Besitzt  eine  Kurve  w*®^  Ordnung  einen 
r-fachen  und  einen  /-fachen  Punkt,  bei  denen  r  -\-  r  ^  n,  so  gehört 

die  Verbindungslinie   ganz   zu   ihr;    daher  kann  es,  sobald  r  >  —  ist, 

höchstens  einen  r-fachen  Hauptpunkt  geben,  insbesondere  höchstens 
einen  (n  —  1)- fachen,  wofern  w  >  2. 

Wenn  also  unter  den  Hauptpunkten  sich  x^^  einfache, 
x^  doppelte,  .  .  .  x^.  r-fache,  oc„_^  (m  —  l)-fache  befinden,  so 
muß  sein: 

x^  +  4x,-\-'"  +  r'x^  +  . .  .  +  (w  -  iyx,_,  =  n'-  1 
oder  kürzer: 

1)         ^r^x^  =  n^-l. 

Das  Geschlecht  0  der  nicht  zerfallenden  Kurven  muß  ferner  schon 

1* 
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durch  die  gemeinsamen  vielfachen  Punkte  zu  stände  kommen;  denn 
einem  weiteren  vielfachen  Punkte  einer  Kurve  müßte  ein  ebenso  viel- 
facher auf  der  Gerade  entsprechen^  was  nicht  möglich  ist.  Wir  werden 
sehen,  wie  durch  zerfallende  Kurven  weitere  Doppelpunkte  ermöglicht 
werden,  die  dann  umgekehrt,  weil  durch  die  Hauptpunkte  das  Ge- 
schlecht 0  schon  erreicht  wird,  das  Zerfallen  bewirken. 

Die  allein  durch  die  Hauptpunkte  hervorgebrachte  Uni- 
kursalität  der  Kurven  fordert: 

2)         ^-hr{r  -l)x^  =  i(n  -  l)(n-2). 

Wird  die  verdoppelte  2)  von  1)  abgezogen,  so  ergibt  sich: 

3)         ^rx.^  =  d(n  —  1), 

und  die  Addition  von  2)  und  3)  liefert: 

4)         2i-r{r  +  l)x^  =  in(n  +  3)  -  2. 

Daraus  folgt,  daß  die  Hauptpunkte  schon  das  doppelt  unend- 
liche System  der  Kurven  C^  bestimmen,  und  daß  etwa  andere 
gemeinsame  Eigenschaften,  als  gemeinsame  Punkte,  die  an  sich  denk- 
bar wären,  zur  Festlegung  dieses  Systems  nicht  notwendig  sind;  bei 
mehrdeutigen  Verwandtschaften  kommen  solche  vor,  z.  B.  doppelte 
Berührung  mit  einer  gegebenen  Kurve  (Nr.  890).  Aus  dieser  Betrach- 
tung erhellt  aber,  daß  man  von  der  Formel  4)  nicht  ausgehen  kann. 

Weil  die  das  System  bestimmenden  Bedingungen  sämtlich  linear 
sind,  ist  es  ein  Netz;  jeder  weitere  Punkt  Ä  scheidet  einen  Büschel 
aus  (die  bestimmenden  Punkte  sind  mit  ^j^n(n  -|-  3)  —  1  Punkten  äqui- 
valent), der  dann  dem  Strahlenbüschel  um  den  korrespondierenden 
Punkt  Ä'  entspricht.  Zwei  Punkte  JL,  B  scheiden  eine  Kurve  aus, 
die  der  Gerade  Ä'B'  entsprechende,  sie  ist  die  den  Büscheln  (Ä)  und 
(B)  gemeinsame;  und  daraus,  daß  zwei  Büschel  des  Netzes  eine  Kurve 
gemeinsam  haben,  folgt  wiederum  seine  fächerförmige  Erzeugung  aus 
drei  von  seinen  Kurven. 

Bin  Netz  von  der  vorliegenden  Eigenschaft,  daß  jeder 
von  seinen  Büscheln  nur  einen  veränderlichen  Grundpunkt 
hat,  nennt  Cremona  ein  homaloidisches^). 

Heben  wir  hervor,  daß  die  vier  obigen  Relationen  1),  .  .  4) 
mit  zweien  äquivalent  sind. 

Aus  der  Geschlechtsformel  2): 

Ox^  -\-lx,^-^'dx^  +  ■'■  -\-  ^r(r  —  r)x^  -\ +  ln{ot  -  l)(n  -  2)x^_^ 

=  \{n—\){n-2) 

1)  Bei  den  räumlichen  Cremona  sehen  Verwandtschaften  werden  wir  mit 
Gebüschen  aus  solchen  Flächen  zu  tun  haben,  die  eindeutig  auf  eine  Ebene  ab- 
bildbar sind.  Für  eine  derartige  Fläche  hat  Sylvester  die  Bezeichnung: 
Homaloid  eingeführt. 


Relationen  für  die  Hauptpunkte.  5 

entnehmen  wir,  daß^  wenn  n  >  2,  nicht  alle  x^,  deren  r  >  1  ist,  Null 
sein  können,  ferner,  daß  a:„_i  >  1  negative  Werte  für  andere  x^.  er- 
fordern würde,  die  unzulässig  sind,  und  daß  ic^^_j  =  1  fordert: 

X^  =  X^  =  •  '  '  =  X^_2  ^^  ^'^ 

für  x^  ergibt  sich  dann  aus  3):  x^  =  2{n  —  1). 

Dies  führt  zu  einem  homaloidischen  Netze,  dessen  Kurven 
alle  einen  («  —  l)-fachen  und  2{n  —  1)  einfache  Punkte  ge- 
meinsam haben.  Die  entsprechenden  Verwandtschaften  sind  die 
oben  erwähnten  Jonquieresschen^)  und  werden  auch  nach  ihm  be- 
nannt; er  selbst  nennt  sie  isographische.  Die  Formel  1)  lehrt,  daß, 
wenn  ?^  >  1  (was  wir  ja  im  folgenden  voraussetzen,  da  w  =  1  die 
Kollineation  ist),  nicht  alle  x^  Null  sein  können,  also  Hauptpunkte 
vorhanden  sein  müssen,  darunter,  wie  oben  gefunden,  vielfache, 
wenn  n  >  2. 

Für  die  Formel  3)  werden  wir  später  auch  eine  geometrische 
Bedeutung  und  Bestätigung  erhalten. 

Es  liege  eine  unikursale  Kurve  n^^^  Ordnung  vor,  für  welche  gilt:  782 
«-1 
2-y\r-{-l)x,£^,n{n  +  ?>)-2, 

2 

71-1 

SO  wähle  man  auf  ihr  noch  Xj^  =  -^-«(w  -f-  3)  —  2  —^irix  +  l)^r  ®i°" 

2 

fache  Punkte  und  hat  dann  die  Grundpunkte  eines  homaloidischen 
Netzes,  zu  dem  die  Kurve  gehört;  denn  2)  und  4)  werden  erfüllt, 
also  auch  1)  und  3). 

Die  Erfüllung  der  obigen  Bedingung  durch  bloße  Doppelpunkte, 
von  der  Anzahl  -^(w  —  l)(n  —  2)  wegen  der  Unikursalität,  ist  nur  bei 
den  unteren  Ordnungen  bis  zur  fünften  möglich;  denn  sie  lautet  dann: 

3  .  -l-(>^  -l)(n-  2)  £  -^n(n  +  3)  -  2; 

es  ist  aber  -^-w(w  +  3)  —  2  —  3  •  -i-(w  —  l)(n  —  2)  =  —  (n  —  l)(w  —  5), 
also  negativ,  sobald  w  >  5  ist. 

Auch  bei  einem  Kurvenbüschel  kann  man  nur  in  den  unteren 
Ordnungen  erreichen,  daß  das  Geschlecht  aller  Kurven  0  ist  allein 
durch  Doppelpunkte,  die  sich  unter  den  Grundpunkten  befinden; 
denn  es  ist: 

4  .  -l^(n  -  l)(n  -2)-n^  =  n(n  -  6)  +  4, 

was  >  0,  wenn  n  ^  6  ist. 

Wir  wollen  jetzt  eine  wertvolle  Eigenschaft  beweisen,  die  für 
die  drei  höchsten  Vielfachheiten  gilt,  welche  bei  den  Hauptpunkten 
vorkommen. 


1)  de  Jonquieres,  Nouv.  Annales  de  Math.  Ser.  II,  Bd.  3  S.  97  (schon 
1859,  1860  wurden  Mitteilungen  der  Pariser  Akademie  gemacht);  Gioxnale  di 
Matematiche  Bd.  23,  S.  48. 
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Betrachten  wir  zunächst  einen  Büschel  von  Kurven  n^""  Ord- 
nung, in  welchem  diese  alle  vom  Geschlechte  0  sind,  und 
zwar  so,  daß  dies  Geschlecht  schon  durch  die  gemeinsamen 
Punkte  zu  stände  kommt.  Sei  dann  wiederum  x^  die  Anzahl  der 
gemeinsamen  r-fachen  Punkte,  so  haben  wir: 

2xy  =  <     ^2v(r  - 1)  =  ^{^  - 1)(^  -  ^l 

daraus  folgt: 

2x,r  =  ?>n-2,     ^2x,r(r  +  1)  =  -ln(n  +  3)  -  l.^j 
Wenn  nun  5,  t,  u  die  drei  höchsten  Vielfachheiten  unter 
den  gemeinsamen  Punkten  sind,  so  gilt: 

s  +  t  +  u^  n. 
Nach   diesen  Vielfachheiten   kommen  x„  ^;-fache  Punkte  usw.     Es  ist 


Die  erste  und  dritte  Formel  sind,  ausführlich  geschrieben: 

^2  _  ^^  _|_  4^^   _|_  .   .   .  _|_  ^2^^^  ^  ^^2  ^   ^2  ^  ^2^ 

^n  —  2  =  Xi  +  2x^-\ [-vx^  +  u  +  t-^s, 

oder: 

n^-{s  +  tf  +  25^  =  a;i  +  4a?2  +  •  •  •  +  ^^^,  -f  u\ 

3w  —  2  —  (5  +  0  =  ^1  +  2iC2  H V  vx^  +  u. 

Wir  multiplizieren  die  zweite  mit  u  und  ziehen  die  erste  ab;  die  links 
sich  ergebende  Differenz  sei  D.     Dann  ist: 

B  =  u[^n  -  2  -  (5  -f  0]  -  b^^  -  («  +  0'  +  2^^] 

=  (u—  l)x^  +  2{u  —  2)^2  H \-v(u  —  v)x^  =2r(u  —  r)x/^ 

r  =  1 

da  w  ^  r,  so  ist  diese  Summe  ^  0;  also  auch: 

D>0. 
Nehmen  wir  an,  die  Behauptung  sei  nicht  richtig,  vielmehr  sei: 

s  ^  t  +  u  =  n  —  y,       y>0'^ 
so  daß:  s  +  t  =  n  — u  —  y.     Ferner  ist:  st  =  u^  -\-  0,  wo  0 '^0,   =0 
nur,  wenn  s  =  t  =  u. 

1)  Nach  Cremonas  Satz  (Einleitung  in  eine  geom.  Theorie  der  ebenen 
Kurven,  Zusatz  zu  Nr.  88  im  Anhang),  daß  jeder  gemeinsame  /--fache  Punkt 
eines  Kurvenbüschels  n*^""  Ordnung  (r  — l)(3r  — 1)  von  den  3  (n  —  1)*  Doppel- 
punkten (Nr.  685)  absorbiert,  bleiben  bei  unserm  Büschel  noch  übrig: 

'3(n—  1)2  —  Zx^ir  —  l)(3r  —  1)  =  3 (n  —  1)-  —  ^Zx^r'  -f  2 Zx^r  -f-  Tx^ 

==3(^_l)2_3n2  +  2(3w  — 2)-f-IiC^  =  IiC^—  1 

Doppelpunkte,  also  einer  weniger  als  die  Anzahl  der  gemeinsamen  Punkte.    Die 
zugehörigen  Kurven  zerfallen. 


Die  drei  höchsten  Vielfachheiten.  7 

Setzt  man  diese  Werte  von  s  -{-  t  und  st  in  I)  ein,  so  ergibt  sich: 

D  =  w[3w  -2-(n-u-y)]-[n^-(n-u-  yf  -f-  2^^  +  2z] 

=  -  [2it  +  y{2n  -  3w  -  t/)  +  2^]  =  -  D^. 

Nun  ist  s-i-t-{-u-\-y  =  n,  also  3w  +  !/  ^  w,  umsomehr  <  2w;  femer 
1/^0,  daher  ist  der  zweite  Summand  von  Dj  ^  0,  also: 

D,>2{u  +  sy, 

das  kann  nur  0  sein,  wenn  u  =  0  =  0,  also  s  =  ^  =  ?i  ==  0. 

Das  würde  bedeuten,  daß  keine  gemeinsamen  Punkte  vorhanden 
sind.  Also  führt  die  Annahme  zu:  Z)j  >  0,  D  <  0,  was  dem  obigen 
Ergebnisse  D  ^  0  widerspricht.     Und  die  Behauptung  ist  richtig. 

Aus:  s-\-t  +  tt^n-\-l,   s^t^u  folgt: 

Die  höchste  Vielfachheit  eines  Grundpunktes  unseres 
Büschels  ist  daher  >     7"    • 

—        o 

Jeder  Büschel,  der  aus  einem  homaloidischen  Netze  herausge- 
nommen wird,  ist  von  dieser  Art.  Da  der  neu  hinzugekommene 
Grundpunkt  einfach  ist,  so  müssen  wir  uns  überzeugen,  daß  von  den 
drei  höchsten  Vielfachheiten  s,  t,  u  der  Hauptpunkte  eines  solchen 
Netzes  die  kleinste  u  nicht  0,  nicht  kleiner  als  die  des  hinzugekommenen 
Punktes  ist.  Wenn  w  ==  0,  so  hätte  das  Netz  nur  einen  s-fachen  und 
einen  ^fachen  Hauptpunkt,  und  es  wäre:  s^  -\-  f  =  n^  —  1. 

Aber  s  -}-  t  ^  n,  daher  s^  -{-  t^  ^  s^  -{-  (n  —  s)^, 

■^n^  —  2s(n  —  s): 
da    nun    5  ^  1,  ?*  >  s,    so    ist    2s(n  —  s)^2,    also    s^  +  t^^n^  —  2^ 
was  dem  Obigen  widerspricht.    Demnach  u  >  0.    Und  die  drei  höchsten 
Vielfachheiten   der  Grundpunkte  jedes  Büschels   des  Netzes   befinden 
sich  schon  bei  den  gemeinsamen  Punkten  des  Netzes. 

Folglich  gilt  auch  für  die  drei  höchsten  Vielfachheiten 
der  Hauptpunkte  eines  homaloidischen  Netzes: 

s  -\-  t  -{-  u^  n. 

Auch  hieraus  folgt,  daß  für  n  >  5  das  Netz  nicht  nur  doppelte  Haupt- 
punkte haben  kann. 

Den  Geraden  des  ersten  Feldes  entsprechen  ebenfalls  im  zweiten  783 
Kurven  n^^""  Ordnung,  und  es  besteht  auch  in  diesem  ein  homaloidisches 
Kurvennetz.  Es  seien  in  demselben  y^  die  den  Xj.  entsprechenden 
Zahlen;  so  liegt  die  Möglichkeit  von  zwei  verschiedenartigen 
Verwandtschaften  vor;  entweder  sind  die  einen  Zahlen  den  andern 
gleich  und  die  beiden  Netze  gleichartig,  oder  in  der  einen  Ebene 
haben    wir    andere  Zahlen    als    in    der  andern,    die  Netze  sind  un- 
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gleichartig.  Beide  Fälle  werden  sicli  als  möglicli  herausstellen,  der 
letztere  tritt  aber  erst  bei  n  =  Q  auf.  Für  die  zweite  Ebene  gelten 
also: 

1')  ^s'-V,  =  «^  -  1,      2')  2\sis  -  1)2/.  =  K»  -  1)(»»  -  2), 
aus  denen  folgen: 

30  2sy.  =  3(n  -  1),      4')  2is(s  -{-  1)^,  =  5-^(n  +  3)  -  2. 
Es    sind    daher    die    linksstehenden    Summen    in    1)   und  1'),    2)  und 
2'), einander  gleich. 

Suchen  wir  die  Lösungen  für  die  einfacheren  Werte  von  n  und 
benutzen  dazu  die  einfachsten  Gleichungen  2)  und  3). 

Wenn  n  =  2,  wird   2)   eine  Identität,   und   3)  reduziert  sich,   da 

n  —  1  =  ly  auf: 

%  =  3, 

die  einzige  Lösung,  so  daß  auch  2/i  =  3. 

Die  Kegelschnitt-Netze  der  quadratischen  Verwandt- 
schaft haben  in  jedem  Felde  drei  einfache  Hauptpunkte.  Man 
kann  den  einen  auch  als  (n  —  l)-fachen  Punkt  auffassen  und  sieht,  daß 
eine  Jonquieressche  Verwandtschaft  vorliegt. 

Bei  w  =  3  führen  3)  und  2)  zu:  x^  -\-  2x2=  Q,  ^2  ==  ^5  ^^^^  ^^ 
der  einzigen  Lösung:  x^^  1^  x^  =  4-^  daher  auch  ^g  =  1,  ^/i  =  4.  Die 
kubische  Verwandtschaft  hat  in  jedem  der  beiden  Felder  ein 
Netz  mit  einem  doppelten  und  vier  einfachen  Hauptpunkten 
und  ist  ebenfalls  eine  Jonquieressche  Verwandtschaft. 

Bei  n  =  4:  sind  die  beiden  Gleichungen: 

Die  beiden  Fälle  ^3  =  1,  0  führen  zu: 

J..         Xo    —    JL^       Xa    —    vJ,       Xi    O, 

bzw. 

JLl.        Xo  —  U,      Xa  —  Ö,      X-l    =  Ö. 

Hier  werden  wir  vor  die  Frage  gestellt,  ob  es  sich  um  zwei  ver- 
schiedene Verwandtschaften  mit  je  gleichartigen  Netzen 
handelt,  oder  nur  um  eine,  bei  welcher  die  eine  Lösung  dem 
einen,  die  andere  dem  andern  Netze  zugehört.  Das  erstere 
wird  als  das  richtige  sich  herausstellen,  und  die  erstere  Verwandt- 
schaft ist  dann  wieder  eine  Jonquieressche.  Beachten  wir,  daß  die 
erste  Lösung  zu  sieben,  die  zweite  zu  sechs  Hauptpunkten  führt. 

Wir  gehen  noch  einige  Schritte  weiter. 

Bei  n  =  5  haben  wir: 

x^  -\-  2X2  +  3^3  +  4x4^  ==  12,       X2  +  3iC3  -h  6x4^  =  6. 
Wir  wissen  schon :  rr^  =  1  gibt  x^  =  8,  die  übrigen  0.  ^) 

1)  Die  0  werdenden  sollen  weiterhin  nicht  mehr  genannt  werden. 


Das  zweite  Netz.     Die  einfacheren  Fälle. 


Also: 


bzw. 


I)     X4^  =  1,    x^  =  8. 
Bei  x^  =  0  kaDn  x^  =  ly  0  sein;  dies  führt  zu: 
II)     x^  =  1,   X2  =  3,   x^  =  3, 

III)     x^  =  6. 


Die  Zahl   sämtlicher  Hauptpunkte   in   den   drei  Lösungen  ist  9,  7,  6. 
Bei  M  =  6  sind  die  Gleichungen: 

x^  +  20^2  +  30^3  +  Ax^  +  hxr,  =  15, 
Wir  haben: 

I)       rTg  =  1,     Xj^  =  10. 

Wenn  iCj  =  0,  kann  ic^  =  1  sein,  aber  x^  muß  dann  0  sein;  daher: 

U)     x^^  =  1,   x^  =  4,    x^  =  3. 

Wenn  Xr,  =  x^  =  0,  so  darf  x^  nicht  >  3  sein,  weil  die  zweite  Glei- 
chung ein  negatives  x^  bewirken  würde;  ferner  rCg  =  1,  0  führen  zu 
negativen  Werten  von  x^-^  also  ist  nur  möglich:  x^  =  3,  2,  und  wir 
erhalten : 

XJLL )        X-^   =  öy      Xa   —   X,      X-i    =  rr, 

IV)     x^=  2,   x^  =  4,    Xj^  =  1. 

Wir  haben  daher  vier  Lösungen  und   in  ihnen  bzw.  11,  8,  8,   7 
Hauptpunkte.  — 

Wir  bestätigen: 

Summe  3, 


4, 
6, 


n  =  2,  s  =  t  =  u  =  ly 
n  =  3,  s  =  2,  t  =  u  = 
w  =  4,   s==3,    t  =  u  = 

s  =-t  =  u  =  2, 
n  =  bj   s  =  4,   ^  =  w  =  1, 
s  =  3,    t  =  u  ■■ 

s  =  t  =  u  ■■ 
w  =  6,   s  =  5,   ^  =  1*  =  Ij 
s  =  4,   t  =  u  = 

s  ==  t  =  u  =  3y 

S     =      t     =     Oy  U     =     2j 

Jonquieres'  Transformationen  vom  Grade  w: 

s  =  w—  1,    ^  =  i*=l,     Summe  ?i  +  1. 
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784  In  unseren  Figuren  haben  wir  es,  bei  anderer  Auffassung,   doch 

mit  linearen  Verwandtschaften  zu  tun;  die  Verwandtschaften 
zwischen  den  Geraden  des  einen  Feldes  und  den  ihnen  ent- 
sprechenden Kurven  n^"  Ordnung  im  andern  ist  Kollineation. 
Denn  Eindeutigkeit  der  Beziehung  liegt  vor;  und  bewegt  sich  die 
Gerade  linear:  in  einem  Büschel,  so  tut  es  auch  die  Kurve,  weil  zu 
den  festen  in  den  Hauptpunkten  liegenden  Schnittpunkten,  welche  für 
n^  —■  1  zählen,  der  dem  Scheitel  des  Strahlenbüschels  korrespon- 
dierende noch  hinzugekommen  ist;  wir  haben  einen  Kurvenbüschel 
^^ter  Ordnung,  der  offenbar  projektiv  zum  Strahlenbüschel  ist.  Wir 
würden  diese  Verwandtschaft  Korrelation  nennen,  wenn  den  Punkten 
des  einen  Feldes  Geraden  im  andern,  den  Punktreihen  jenes  also 
Tangentenkurven  in  diesem,  den  Strahlenbüscheln  dieses  aber  Punkt- 
kurven in  jenem  zugeordnet  wären. 

Von  der  Eindeutigkeit  der  Punktbeziehung  machen  die 
Hauptpunkte  eine  Ausnahme,  indem  jedem  Hauptpunkte  im 
andern  Felde  nicht  bloß  ein  Punkt,  sondern  alle  Punkte 
einer  Kurve  entsprechen.  In  der  Tat,  wenn  ein  Punkt  eine  Kurve 
des  einen  Netzes  durchläuft,  so  durchläuft  der  entsprechende  die  kor- 
respondierende Gerade,  und  da  jener  r-mal  durch  einen  r-fachen  Haupt- 
punkt geht,  sind  r  Punkte  der  Gerade  ihm  entsprechend;  weil  der 
Hauptpunkt  auf  aUen  Kurven  des  Netzes  r-fach  ist,  enthält  jede 
Gerade  des  andern  Feldes  r  ihm  entsprechende  Punkte;  es  entsteht 
eine  Kurve  r*®^  Ordnung,  welche  die  dem  r-fachen  Haupt- 
punkte entsprechende  Hauptkurve  heißt. 

Wir  führen  folgende  Bezeichnungen  ein.  Die  Geraden  der  beiden 
Felder  seien  Z,  l\  die  entsprechenden  Kurven  (7/,  0„.  Ein  r-facher 
Hauptpunkt  im  ersten  Felde  X  sei  H/^  die  ihm  entsprechende  Haupt- 
kurve r^^^  Ordnung  h^!,  ebenso  HJ  ein  s-facher  Hauptpunkt  in  T'  und 
\  die  ihm  korrespondierende  Hauptkurve  in  X.  Wir  haben  x^  Punkte 
JS^  und  Kurven  W  y^  Punkte  JET/  und  Kurven  h/^  so  daß  die  Zahlen 
x^  und  2/,  nunmehr  in  beiden  Feldern  ihre  Bedeutung  haben.  Deshalb 
ist  die  Unterscheidung  durch  Akzentuierung  vermieden. 

W^enn  l  durch  einen  H^  geht,  zerfällt  die  entsprechende  Netz- 
kurve C„'  in  die  Hauptkurve  hj,  die  dem  H^.  korrespondiert,  und  in 
eine  Kurve  (7^_^(w  —  r)*®^  Ordnung,  welche  die  eigentliche  korrespon- 
dierende Kurve  von  l  ist;  denn  sie  wird  von  dem  entsprechenden 
Punkte  eines  auf  l  sich  bewegenden  Punktes  durchlaufen.  Und  da 
bei  dieser  Bewegung  auf  l  auch  H^  überschritten  wird,  so  muß  es, 
im  Kontinuum,  auf  Cn-r  auch  einen  diesem  Punkte  entsprechenden 
Punkt  geben,  der  aber  andererseits  auf  h^'  liegt.  Dieser  Punkt  ist 
für  die  Gesamtkurve  0!^={h^,  Cn-r)  ein  Doppelpunkt,  der  zu  den 
gemeinsamen  vielfachen  Punkten  hinzugekommen  ist.  Jene  in  den 
Hauptpunkten  befindlichen  vielfachen  Punkte  repräsentieren  so  viele 
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Doppelpunkte^  daß  das  Geschlecht  0  sich  ergibt;  ein  weiterer  muß 
Zerfallen  bewirken,  wie  es  ja  auch  hier  eintritt.  Dreht  sich  l  um 
H^j  so  durchwandert  dieser  Punkt  die  Kurve  A/;  es  ist  ja  zu  ver- 
muten, daß  auch  diesem  Strahlenbüschel  ein  Kurvenbüschel  entspricht; 
geht  ja  durch  jeden  Punkt  von  Z'  nur  eine  dieser  Kurven,  weil  durch 
den  korrespondierenden  nur  ein  Strahl  l.  Wir  werden  dies  aber  noch 
ordentlich  beweisen. 

Es  werde  die  Bezeichnung  etwas  geändert.    Die  Hauptpunkte  in  785 
I,  deren  Anzahl  p  sei,  mögen  mit 

bezeichnet  werden,  so  daß  nun  die  Zeiger  nicht  die  Yielfachheiten 
angeben,  sondern  nur  unterscheidende  Zeiger  sind.  Vielmehr  seien 
die  Vielfachheiten,  unter  denen  sich  x^  mit  1,  x^  mit  2  gleiche, .  . . 
befinden: 

rj,  rg,  .  . .  r^; 

dies  sind  zugleich  die  Ordnungen  der  entsprechenden  Hauptkurven 
in  I': 

H^  ist  jetzt  Name  nur  eines  Hauptpunktes,  /i/  nur  einer  Hauptkurve, 
der  ihm  zugehörigen. 

Die  Hauptpunkte  in  Z',  deren  Zahl  er  sei,  seien: 

ihre  Vielfachheiten  und  die  Ordnungen  der  entsprechenden  Haupt- 
kurven: 

seien: 

Infolgedessen  sind  die  Formebi  1)  bis  4),  1')  bis  4')  in  Nr.  781,  783 
etwas  anders  zu  schreiben: 

t  k 

2i)    2ir,{r,  -  1)  =  :2is,(s,  -  1)  =  i(n  -  l){n  -  2), 

i  k 

3i)  J'n  =  3,  =  3(»-i), 

i  k 

4,)    2ir,(:r,  +  1)  =  2ks,(.s,  +  1)  =  in{n  +  3)  -  2, 

i  k 

^  geht  von  i  =  1  bis  ^  =  p,      ^  von  ^  ==  1  bis  Z;  =  (T. 

t  k 

Ferner  bedeute  a^.^  die  Vielfachheit  von  H.  auf  /i^  (die  auch  0 
sein  kann),  also  a^.^.,  was  im  allgemeinen  von  a.;;.  verschieden  ist,  die 
Vielfachheit  von  J?^  auf  h.y  a'.j,  diejenige  von  H!  auf  7^/.     Legt  man 
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wieder  durcli  JET^,  der  auf  \  aj^.-io^Qh  ist,  eine  Gerade  l,  so  triiFt  diese 
die  h.  noch  in  s^  —  a^^^  Punkten.  Der  l  entspricht  in  J.'  eine  Kurve 
Cj^j  welche  in  die  Hauptkurve  h^^  von  der  Ordnung  r^^  und  eine  Kurve 
Cn^r  zerfällt;  unter  den  Punkten  der  ly  welche  von  H^^  verschieden 
sind,  befinden  sich  die  eben  erwähnten  6'^  —  a^^;  ihre  entsprechenden 
müssen  auf  G'n-r  liegen;  aber  weil  sie  auf  /^^•  liegen,  so  entspricht 
allen  der  Punkt  1?/,  daher  ist  derselbe  ein  (5^  —  a^,^.)-facher  Punkt 
auf  Cn-r  ;  auf  der  vollen  Kurve  *^*®''  Ordnung  ist  er  ein  s^-facher; 
folglich  ist  er  auf  dem  andern  Bestandteil  hj^  von  der  Vielfachheit 
Si  —  (5j  —  cx^i)  =  ot^i-  Nach  der  obigen  Definition  ist  seine  Vielfach- 
heit auf  /^/  gleich  a^'^;  daher  ist: 

Die  Vielfachheit  eines  Hauptpunktes  des  einen  Feldes 
auf  einer  Hauptkurve  desselben  ist  gleich  der  des  Haupt- 
punktes des  andern  Feldes,  welchem  diese  entspricht,  auf 
der  Hauptkurve,  die  jenem  entspricht. 

Zwei  Hauptkurven  desselben  Feldes  können  nur  Haupt- 
punkte gemein  haben;  denn  jeder  entspricht  nur  ihr  Hauptpunkt^ 
ein  gemeinsamer  Punkt  ist  also  nicht  vorhanden;  einen  solchen  würde 
aber  ein  weiterer  Schnitt  fordern.     Also  gilt  in  Z,  bzw.  Z': 

5)     5^^^  =  ^a.,a,,,  /j  ^  ?; 

i 

k  k  ^ 

Ebenso  kann  eine  Hauptkurve  mit  einer  Netzkurve  keinen 
Punkt,  außerhalb  der  Hauptpunkte,  gemein  haben.     Folglich: 

6)     ^^5,==^r,a.,, 

i 

k  k 

Die  G^_  y  welche  einer  durch  H^  gehenden  Gerade  V  korrespondiert, 
hat  mit  der  \j  außer  Hauptpunkten,  noch  den  oben  besprochenen 
Punkt  gemeinsam,  der  ein  Doppelpunkt  der  vollen  C^  =  (hj^,  C'„_«  )  ist. 
Ein  H^,  auf  C^^  r^.-fach,  auf  \  a^^^fach,  ist  auf  C^^_^  (r.  —  a. J-fach. 
Daher: 

'^)     h{^  -  h)  =  ^a,,(r,  -  a,,)  +  1, 

i 

T)     r,(«-r,)=^a;,(*, -<,)  +  ! 

k 
k 

Aus  6)  und  7),  bzw.  6')  und  7')  folgt: 


Die  Hauptpunkte  auf  den  Hauptkurven.  13 

8)  s/+l=^a,a, 

i 

Aus  Ij),  6),  8)  folgt: 

d.  h.  zwei  Kurven  C„_^  ,  welche  zwei  durch  denselben  Haupt- 
punkt H^  gehenden  Geraden  V  korrespondieren,  haben  in 
den  Hauptpunkten,  durch  die  sie  gehen,  ihr  volles  Schnitt- 
punkte-System, und  alle  diese  Kurven  bilden  einen  Büschel. 
Nun  zeigt  sich,  daß  jener  weitere  Schnittpunkt  (/i^,  C„_^  )  die  Kurve 
hj^  einfach  durchwandert:  durch  einen  beliebigen  Punkt  von  \  geht 
eine  und  nur  eine  Cj^_  .  Dadurch  kommt  die  Punktreihe  auf  \  in 
eindeutige  Beziehung  zum  Büschel  der  V  um  J3"^.',  und  die  Kurve  er- 
weist sich  vom  Geschlecht  0. 

Alle  Hauptkurven  haben  das  Geschlecht  0. 

Dies  Geschlecht  0  führt  zu: 

K«i-l)(*l.-2)=^ia,,(a,,-l), 

i 

was  in  Verbindung  mit  8)  gibt: 

9)  3s, -l=^a.„ 

i 

ebenso: 

9')     3.,-l=^a;.,=.J'a,,. 

Aus  Sj),  9)  und  der  obigen  Formel  für  [n  —  5,)^  folgt: 

*(»  -  h){n  _  ,,  +  3)  -  1  =  2Wi  -  «»■)('•(  -  «a  +  1), 

womit    ebenfalls    ausgedrückt    ist,    daß   die   den  Geraden  T  durch  S"/ 
entsprechenden  Kurven  (7„_^    einen  Büschel  bilden. 
Sodann  ergibt  sich  aus  8)  und  9): 

10)     -J-s,(s,  +  3)=^Xa.>..,+  l), 

i 

10')    in(r,  +  3)=J'^a;,K,+  l) 
Diese   Formeln   sagen   aus,    daß    die  Hauptkurven  durch  die 


1)  Zu  diesen  Formeln  vgl.  Bertini,  Annali  di  Matematica  Ser.  H  Bd.  8, 
S.  244  §  2:  auch  G.  Jung,  Sülle  transformazioni  birazionali,  Rendiconti  delFIsti- 
tuto  Lombardo  1886:  Döhlemann,  Math.  Annalen  Bd.  39  S.  567. 


14  Vn.  §  109.  Hauptelemente  und  Eelationen  für  ihre  Anzahlen. 

auf  ilineii  gelegenen  Hauptpunkte  und  ihre  Vielfachheiten 
gerade  bestimmt  sind. 

Femer,  sie  sind  erfüllt  mit  weiteren  Doppelpunkten  von  Kurven 
des  betreffenden  Netzes;  daher  gehören  sie  zu  der  Jac ob i sehen  Kurve 
des  Netzes.  Weil  aber,  wegen  Formel  3^),  ihre  Gesamtordnung  gleich 
der  Ordnung  3(^—1)  der  Jacobischen  Kurve  ist  (Nr.  686),  so 
bilden  sie  diese  Kurve  vollständig. 

Die  Hauptkurven  eines  jeden  der  beiden  Felder  setzen 
die  JacobischeKurve  des  betreffendenhomaloidischenNetzes, 
den  Ort  der  weiteren  Doppelpunkte  von  Kurven  desselben, 
zusammen. 

Durch  die  Hauptpunkte  und  ihre  Yielfachheiten  ist  das  Netz 
festgelegt,  also  auch  die  Jac  ob  i  sehe  Kurve  und  jeder  ihrer  Bestandteile. 

Formel  9)  sagt:  Die  Summe  der  Vielfachheiten  der  auf  der  Haupt- 
kurve \  gelegenen  Hauptpunkte  jfiT  ist  3^^^  —  1,  die  dreifache  Ord- 
nung von  \y  vermindert  um  1.  Oder  wegen  des  obigen  Satzes: 
aj"^  =  aj^i'.  Der  5^- fache  Hauptpunkt  iT/  hat  auf  allen  durchgehen- 
den Hauptkurven  A/  die  Gesamt -Vielfachheit  3  5^,  —  1,  d.  h.  er  hat 
auf  der  Jacobischen  Kurve  des  Netzes  in  Z'  die  Vielfachheit 
35^  —  1.  Dies  entspricht  dem  allgemeinen  Satze,  daß  ein  Punkt,  der 
für  alle  Kurven  eines  Netzes  ^fach  ist,  auf  der  Ja co bischen  Kurve 
(3^  —  l)-fach  ist.  Die  vorangehende  Betrachtung  wurde  ohne  Be- 
nutzung dieses  (schon  in  Nr.  686  erwähnten)  Satzes  geführt. 

Wir  summieren  9)  über  alle  a  Hauptkurven  \  von  Z  und  9') 
über  alle  p  Hauptkurven  von  X'  und  erhalten: 


3^s^.-a=^^a,;t? 

k  k      i 

i  i      k  k      i 

Nun  ist,  wegen  3^): 

daher: 

(T  =  p. 

Die  Anzahl  der  Hauptpunkte  (oder  Hauptkurven)  ist  in 
beiden   Feldern   dieselbe^);    was    bei   gleichartigen  Netzen   selbst- 
verständlich, gilt  auch  für  ungleichartige. 
786  Aus  diesem  wichtigen  Ergebnisse  schließen  wir,  daß  bei  ?^  =  4,  5, 

wo  keine  zwei  der  ermittelten  Lösungen  dieselbe  ^x^  gegeben  haben, 
es  sich  um  zwei,  bzw.  drei  Verwandtschaften  mit  gleichartigen 
Netzen  handelt.     Also: 


1)  In  bezug  auf  einen  weitergehenden  Satz  vgl.  Clebsch,  Math.  Annalen 
Bd.  4  S.  490. 
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_  ^       (X^=l,  X^  =  8,       (x^  =  l,x.2  =  3,x^  =  ^,       I 
'^  ~  \yi=^,    yi  =  ^y       I  ?/3  =  1.    ^2  =  3;    2/i  =  1,        1 


Xn  —   JL«     X-t    —  O.  I    Xq  —  O.     X-t   —  O, 

1  2/3  =  1.   Vi  =  6,      I  1/2  =  3,   i/i  =  3; 

^3  ""^   J-?     ^2  '^^  *^7     '^1  ^^  ^1  I    '^2   ^^  ^? 

2/2  =  6- 

Die  Yerwandtscliaft  5.  Grades,  zu  der  das  Problem  der  ebenen 
Projektivität  geführt  hat,  ist  von  der  dritten  Art. 

Bei  ?^  =  6  müssen  die  Lösungen  I,  IV,  welche  ^x^  nicht  mit 
einander  gemeinsam  haben,  ebenfalls  zu  zwei  Verwandtschaften 
mit  gleichartigen  Netzen  führen. 

^^  _  g      f  ^5  =  1;  ^1  =  lö,       f  x^  =  2,  x^  =  4,  x^  =  1, 
12/5  =  1.  2/i  =  10,       1  2/3  =  2,  ^2  =  4,  1/1  =  1. 

Hinsichtlich  der  Lösungen  II,  III,  denen  beiden  ^x^.  =  8  zukommt, 
muß  nun  entschieden  werden,  ob  sie  zu  derselben  Verwandtschaft  mit 
ungleichartigen  Netzen  oder  zu  verschiedenen  mit  je  gleichartigen 
gehören. 

Die  Entscheidung  muß  dadurch  getroffen  werden,  daß  man  das 
einer  solchen  zweifelhaften  Lösung  entsprechende  Kurvennetz  vor- 
nimmt und  durch  die  Hauptpunkte  Hauptkurven  so  führt,  daß  sie 
durch  dieselben  das  Geschlecht  0  erhalten  und  vollständig  bestimmt 
werden,  daß  ihre  Gesamtordnung  3  (^n  —  1)  ist  und  ein  ^facher  Haupt- 
punkt auf  aUen  zusammen  (3^—  l)-fach  ist.  Zur  Bestätigung  dient, 
daß  zwei  dieser  Hauptkurven  oder  eine  Hauptkurve  und  eine  Netz- 
kurve,-außerhalb  der  Hauptpunkte,  keine  Punkte  gemeinsam  haben. 
Gehen  wir  also  bei  n  =  6  von  der  Lösung 

JLl.       Xi   —   J.,    X()  —  TCj    X-t    —  O 

aus,  welche  die  Hauptpunkte  des  Feldes  Z  charakterisiere,  so  daß 
vorhanden  sind:  ein  vierfacher  Hauptpunkt  Q,  vier  doppelte  D^,  Dg,  Dg, -D4, 
drei  einfache  S^j  S^,  S^.  Die  Ordnung  der  Ja co bischen  Kurve  ist 
15,  und  die  drei  Arten  von  Punkten  sind  auf  ihr  elffach,  fünffach, 
zweifach.  Die  obigen  Bedingungen  werden  erfüUt  (und  nur  erfüllt) 
durch: 

drei  Kurven  3.  Ordnung  Q^I)^I)^B^B^{S^S^,  S.,S,,  S^S^\ 

d.  h.  welche  sämtlich  zweimal  durch  Q  —  was  der  Exponent  aus- 
drückt — ,  einmal  durch  D^,  D,,  Do,  D4  und  bzw.  durch  S^,  S^', 
S^,  ^1;  ^1,  >S^2  gehen, 

einen  Kegelschnitt  QD^D^D^D^, 

vier  Geraden   Q{D^,  Dg,  Dg,  DJ. 

Damit  ist  gesagt,  daß  das  Feld  Z'  drei  dreifache  Hauptpunkte  T^',  T^\  T^\ 
einen  doppelten  D',  vier  einfache  5/,  S^',  S^\  S^'  enthält,  also  der 
Lösung 
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III    2/3  =  3,   y.2  =  h  2/1=4 

entspricht;    so    daß    diese    beiden  Lösungen    zu  einer  Verwandtschaft 

mit   ungleichartigen    Netzen    zusammengehören,  und   wir    bei  n  =  6 

nur  drei  Verwandtschaften  haben,  zwei  mit  gleichartigen 
und  eine  mit  ungleichartigen  Netzen: 

I,  I;     IV,  IV;     II,  III. 

Zu  B'  gehört  ersichtlich  der  Kegelschnitt  QD^B^B^B^  als  Haupt- 
kurve; wenn  wir  weiter  den  T^,  T<^,  T^  die  drei  Hauptkurven  3.  Ord- 
nung in  der  obigen  Reihenfolge  zuordnen  und  ebenso  den  S^,  .  -  .  S^' 
die  vier  Hauptgeraden,  so  ist  das  nur  Sache  der  Bezeichnung. 

Durch  diese  Hauptpunkte  in  Z'  haben  wir  die  Jacob i sehe  Kurve 
des  zweiten  Netzes,  über  deren  Bestandteile  uns  die  Hauptpunkte  von 
Z  unterrichten,  so  hindurchzulegen,  daß  sie  den  obigen  Bedingungen 
genügen,  insbesondere,  daß  die  Gesamtvielfachheit  der  drei  Arten 
Punkte  acht,  fünf,  zwei  ist;  sie  sind: 

die  Kurve  4.  Ordnung  T^^T^'^T^^B' S^ S^' S^ S^, 
die  vier  Kegelschnitte  T,' T^' T^ B\S^\  S,\  S,\  ^/), 
die  drei  Geraden  T/Tg',  Tg'T/,  T/Tg'. 

Die  Kurve  4.  Ordnung  gehört  zu  §,  der  erste  Kegelschnitt,  der  durch 
Si  geht,  gehört  zu  Dj,  weil  dieser  sich  auf  der  5/  zugehörigen  Ge- 
rade befindet  (Nr.  785),  und  T^  T^  zu  S^,  weil  S^  auf  den  beiden 
zu  Tg',  T3'  gehörigen  Kurven  sich  befindet;  usw. 

Die  Jonqui  eres  sehe  Verwandtschaft  w*®"  Grades  mit  einem 
{n  —  l)-fachen  Hauptpunkte  0  und  2n  —  2  einfachen  S^,  .  .  .  /S2«-2 
führt  zu  einer  Hauptkurve  {n—iy^''  Ordnung  0^~'^S^  ^2  •  •  •  ^^2^-2 
und  2n  —  2  Hauptgeraden  0(S^y  ^27  ■  •  -  ^2n-2)y  ^^  ^^^  ^^®  Netze 
gleichartig  sind.  Sind  die  zugeordneten  Hauptpunkte  0',  S-^\..  .S2„_2y 
so  ist  ersichtlich,  daß  zu  S^  die  Hauptgerade  O'/S/  gehört. 

Bei  der  zweiten  Verwandtschaft  w  =  4  sind  die  Hauptfiguren  in 
einem  Felde: 

drei  doppelte  Hauptpunkte  B^,  B^,  B^,  drei  einfache  S^^,  82^  S^, 

drei  Haupt-Kegelschnitte  B^B^B^iß^S^,  8^8 ^^  S^S^, 

drei  Hauptgeraden  B^B^,  ^3-^1?  -^1-^2; 

in  den  beiden  andern  Fällen  von  n  =  b: 

1)    ein  dreifacher  Hauptpunkt  1\  drei  doppelte  Dj,  B^,  B^,  drei 
einfache  /S'^,  ^Sg,  A3, 

eine  Hauptkurve  3.  Ordnung  T^B^B^D-^S^S^S^, 

drei  Haupt-Kegelschnitte  TB^B.,B,{S^,  5.,  ^3), 

drei  Hauptgeraden  T{B^j  D^?  ^3); 
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2)    sechs   doppelte  Hauptpunkte  D^,  .  .  .  D^j  sechs  Haupt-Kegel- 
schnitte, durch  je  fünf  gehend; 

endlich  bei  w  =  6  zweiter  Fall  (IV): 

zwei  dreifache  Hauptpunkte  T^,  T,2,  vier  doppelte  Dj,...!)^, 

ein  einfacher  S, 

zwei  Hauptkurven  3.  Ordnung  D^D^^JD^B^SiT^^T,,  T^T^), 

vier   Haupt-Kegelschnitte   T^T^{B^D^B^,  B.^B^B^,  .  .  .\ 

eine  Hauptgerade  T^T,. 

Die  Zuordnung  ist  leicht,  wie  oben,  festzustellen. 

Wir  wollen  noch  die  Verwandtschaften  betrachten,  bei  denen  im 
einen  Felde  a:„_i  =0  und  x^_2  =  1  ist.  Wenn  w  =  3  oder  4,  so  sind 
mehrere  (n  —  2)-fache  Hauptpunkte  möglich,  wenn  n  >  4,  nur  einer, 
und  neben  ihm  nur  doppelte  und  einfache.  Unsere  Formeln  liefern 
dann: 

Ä^„_2  =  i^   X2  =  yi      Ä,   x^  =  o. 

Nennen  wir  diese  Punkte  0,  7)i,  .  .  .  ,  Z)„_2?  ^u  ^2^  ^3- 

Die  Jacobische  Kurve  setzt  sich  zusammen,  wenn  n  gerade 
ist,  aus: 

drei  Kurven  -"-'  Ordnung  0^  "'d,  .  .  .  B,^_,(S,S,,  S^S^,  S,S^), 

einer  Kurve  C^-  1^'^'  Ordnung  0^  ~'^B^  .  .  .  D,,,^, 
n-2  Geraden  0{B^,  A,  .  . .  i)«.^); 

jedesmal  ist  es  möglich,  durch  einen  beliebigen  Punkt  einer  dieser 
Kurven  eine  zweite  Kurve  zu  legen,  die  sie  zu  einer  Kurve  des  Netzes 
vervollständigt,  für  welche  dann  der  Punkt  Doppelpunkt  ist.  Im 
zweiten  Felde  haben  wir  dann: 

^«  =  3>  2/«_  =  1,  ^1  =  ^  —  2; 
2  2 

bezeichnen  wir  diese  Hauptpunkte  mit  Ä^',  A^,  A^\  J5';  S^j...S'^_^ 
so  besteht  die  Jaco bische  Kurve  aus: 

n  n  n 

einer  Kurve    (w  -  2)*"  Ordnung  J./"^  "'^^'2  "'^^'T"   B'S^' . . .  S;^_,^j 

n-2  Kegelschnitten  Ä,'Ä^'Ä^'B'(S^\  .  .  .,  /S;,,^), 

drei  Geraden  Ä^Ä^',  A^A^,  A'^s? 

entsprechend    den    Werten    x^_,^  =  1,    x^  =  n  —  2,    x^  =^  '6    im    ersten 

Felde. 

Ist  aber  n  ungerade,  so  besteht  die  Jacobische  Kurve  des  ersten 
Feldes  aus: 

der  Kurve  0  ^  B^  ,  .  .  B^_^S^S2S^  von  der  Ordnung  ^^, 

Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.    IV.  2 


n  —  1 
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n— 3 

drei  Kurven  0    ^    D^  .  .  .D„_2(5i,  S^y  S^)  von  der  Ordnung  , 

n  —  2  Geraden  0(D^, .  .  .  i)„_2); 
so  daß  im  zweiten  Felde: 

Vn  +  l  =  1;     yn-t  =  '^^     2/l  =  ^  -  2. 

2  2 

Wenn  nun  Ä']  B^,  B^y  B^-^  ^i  -  -  -  ^n-2  ^i®  Hauptpunkte  sind,  so 
zerfällt  die  Jacobische  Kurve  in: 

«- 1       «— 8       n  — 3        w-3 

die  Kurve  Ä~^Bf^Bf^Bf^  S^  ...  .S;,^  von  der  Ordnung  n-2, 
n-2  Kegelschnitte  ÄB^'B^B^{S^, . .  .,  S'^_^), 
drei  Geraden  A\B^\  B^,  B^). 

Bei  n  =  4y  6  erhalten  wir,  wie  notwendig,  gleichartige  Netze: 

^2  =  ^2  =  1  +  2  =  3,    0^1  =  i/i  =  3  =  1  +  2; 
bzw. 

^3  ==  2/3  =   1;     ^2  =  ^2  =  3?     ^1   =  2/l   =  3; 

für  w  >  5  aber  werden  sie  ungleichartig. 

787  Wir  stellen  die  Anzahlen   der  Hauptpunkte  der  möglichen  Ver 

wandtschaften  bis  zum  9.  Grade  zusammen,  weil  sie  für  die  räum- 
lichen Cremonaschen  Verwandtschaften  notwendig  sein  werden;  wo 
die  y  fehlen,  sind  die  beiden  Netze  gleichartig. 

n  =  2:  x^  =  3. 

w  =  3:  X2  =  Ij  x^  =  4. 

n  =  4:  1)  iCg  =  1,  x^  =  65   2)  iCg  ==  3,  ^rj  =  3. 

n  =  b:  1)  x^^  =  1,  x^  =  8;    2)  x^  =  1,  x^  =  3,  x^  =  3;   3)  x^  ==  6. 

n  =  ß:  1)  Xr,  =  1,  x^  =  10;    2)  x^  =  2,   x^  =  A,   i«?i  =  1; 

3)  x^^  =1,  rrg  =  4,   i^i  =  3;   y^  =  3,   2/2  =  1?   Vi  =  4. 
w==J:  1)  a-g  =  1,  ^1  =  12;    2)  rc^  =  1,   x^  =  2,    x^  =  3,    x^  =  2; 

oj  rCg  ==  4,  X2  =  o'^ 

4)  ;r4  =1,  ^3  =  3,    a?!  =  5;    i/5  =  1,    2/2  =  Ö,    2/1  =  3. 

^2  =  8:  1)  iCy  =  1,  Xi  =  14;    2)  iCg  =  1,   x^  =  3,   iCg  =  2,   x^  =  3; 

3)  ^^  =  2,  ^3  =  2,   ^^2  =  3,    Xi  =  1;    4)  0^3  =  7; 

5)  0^4  =  3,  0^2  =  3,   a;^  =  3; 

6)  a^e  =  1,  0^2  =  6;    a^i  =  3;    t/^  =  3,    y^  =  1,    2/1  =  6; 

7)  Xr,  =  1,  ^^3  =  2,   rCg  =  5;   2/4  =1.   2/3  =  5,   2/1  =  2. 

n  =  9:  1)  a^g  =  1;  ^1  =  16;  2)  iTß  =  1,   x^  =  4,    ^2  =  1;   ^1  =  4; 

3)  ^5  =  1,  a^4  =  2,  ^3  =  1,  r^g  =  3,  iTi  =  2;   4)  rr^  =  4,  ä;^  =  4; 
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5)  X,  =  1,  ;r2  =  7,  x^  =  3;  1/5  =  1,  ij^  =  3,  t/^  =  7; 

6)  x^  =  l,  0:3  =  3,  x,^=4.,  rri  =  l;  1/5  =  1,  y^=\,  ?/3  =  4,  i/i  =  3; 

7)  a:5  =  l,  x^=l,  x^  =  'd,  ^2  =  3;  ^4  =  3;  2/3  =  3.  ^2  =  1,  2/1=  !•') 
Weil   (T  =  p,   so   läßt   sich  aus   den  Zahlen  a,;^.  eine  Deter- 
minante bilden,  deren  Vorzeichen  freilich  unbestimmt  ist,  weil  die 
Reihenfolge  doch  nicht  ganz  bestimmt  ist: 


A  = 


Ogi;    «22,  .  .  .  CXg^ 


^^17     ^Q2y   ■     ■    •   ^QQ 


wir  erheben   sie   ins  Quadrat,   mit  den  Zeilen  operierend,  so  daß  die 
Elemente  von  A^  werden  ^a^^a^^;  wegen  5')  und  S")  ist: 

r,^+  1,    )\r^,    ...    r^r^ 


Diese  Determinante  hat  die  Eigenschaft,  daß,  wenn  die  Summanden  1 
entfernt  werden,  eine  Determinante  entsteht,  welche  selbst  nebst  allen 
Unterdeterminanten  bis  zum  2.  Grade  verschwindet.  Sie  hat  dann^) 
den  Wert  1  +^r/;  also  n^  wegen  Ij).  Der  absolute  Wert  von 
A  ist  demnach  n.^) 

Einer  Kurve  m^^""  Ordnung,  in  Z,  entspricht  in  Z'  eine 
Kurve  von  der  Ordnung  wm,  weil  die  Zahl  ihrer  Begegnungspunkte 
mit  einer  Gerade  so  groß  ist  als  die  der  Schnittpunkte  jener  Kurve  mit 
der  der  Gerade  korrespondierenden  Kurve  n^^^  Ordnung.  Diese  Ord- 
nung erniedrigt  sich,  wenn  die  gegebene  Kurve  durch  Haupt- 
punkte geht,  durch  Ablösung  der  zugehörigen  Hauptkurven  in  ent- 
sprechender Vielfachheit. 

Durch  den  Hauptpunkt  Hj  von  der  Vielfachheit  r,  gehe  die  Haupt- 
knrve  h^  von  der  Ordnung  5^,  so  daß  cx^^  >  0.  Nun  sei  S  eine  Kurve 
von  derselben  Ordnung  s^,  die  sich  zu  den  Hauptpunkten  ebenso  ver- 
hält wie  h^,  außer  daß  sie  durch  H^  nur  (a,^  —  l)-mal  geht;  ihr  ent- 
spricht daher  eine  Kurve  S'  von  der  Ordnung 

______  =  W^m  -  ^^i^im  +  n  =  n 

1)  Cremona  a.  a.  0.;  Cayley,  Proc.  London  Math.  Soc.  Bd.  3  S.  143; 
S.  Roberts,  ebenda  Bd.  4  S.  130;  Dewulf,  Bulletin  des  Sciences  mathem.  Bd.  5 
(1873)  S.  206.  Vgl.  auch  die  in  Nr.  803  erwähnte  Abhandlung  von  Montesano 
über  homaloidische  Kurvennetze. 

2)  Baltzer,  Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten  §  5. 

3)  Clebsch,  Math.  Annalen  Bd.  4  S.  490. 
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wegen  6).  Auf  der  vollen  korrespondierenden  Kurve  von  der  Ordnung 
ns^  ist  II^\  zu  dem  die  h^  gehört,  s^^^-fach,  auf  der  a.^-mal  sich 
absondernden  A/  a,.^a;^  =  af^^-fach,  auf  V  nur  (a^^  -  l)a;^-fach,• 
also  ist  die  Vielfachheit  von  H'^^  auf  ß' 

i 

wegen  8)*,  hingegen  hat  H^    die  Vielfachheit: 

wegen  5). 

Wenn  also  ß^  in  X  in  der  Ordnung  und  in  der  Vielfach- 
heit der  Durchgänge  durch  die  Hauptpunkte  mit  der  Haupt- 
kurve h^  übereinstimmt,  mit  der  Ausnahme,  daß  sie  durch 
H^  einmal  weniger  geht  als  h^y  so  entspricht  ihr  eine  Kurve 
^\  welche  mit  der  Hauptkurve  h^,  die  diesem  H^  zugehört, 
in  der  Ordnung  und  der  Vielfachheit  der  Durchgänge  durch 
die  Hauptpunkte  übereinstimmt,  mit  der  Ausnahme,  daß  sie 
den  zu  \^  gehörigen  Hauptpunkt  ÜT^^  einmal  weniger  passiert. 

Diese  Kurven  ^  haben  den  Grad  der  Mannigfaltigkeit: 

weil  die  h^  vollständig  durch  ihre  Durchgänge  bestimmt  ist. 

Für  die  Hauptpunkte  J3^,  H^  gelte  r^.  >  r^;  beide  seien  auf  h^ 
gelegen;  so  ist  a^^^  ^  a^^^.  Wäre  nämlich  ct^^  <  a^^,  so  könnte  man 
unter  den  cx^'^i'n  Kurven  (^  noch  eine  bestimmen,  welche  durch  H,. 
nicht  bloß  a^^-mal,  sondern  (a^^  +  l)-mal  geht;  denn  das  bedeutet 
^km  +  1  weitere  Bedingungen;  dann  würde  sich  von  der  entsprechen- 
den ^'  r^^  Ordnung  nochmals  die  Kurve  h,^  r^^^  Ordnung  ablösen, 
was  nicht  möglich  ist. 

Von  zwei  Hauptpunkten  ungleicher  Vielfachheit  in  der 
Verwandtschaft  oder  als  Grrundpunkte  des  Netzes,  welche 
beide  auf  der  nämlichen  Hauptkurve  liegen,  kann  derjenige 
von  größerer  Vielfachheit  nicht  eine  kleinere  Vielfachheit 
auf  dieser  Hauptkurve  haben^). 

Die  Beispiele  in  Nr.  786  bestätigen  dies. 


§  110.    Beispiele  von  Cremonaschen  Verwandtschaften. 

788  JDie   Verwandtschaft   5.  Grades  beim  Probleme   der  ebenen  Pro- 

jektivität  (§  35)  ist  schon  erwähnt  worden  (Nr.  780,  786). 

Die  kubische  Raumkurve  R^  muß  wegen  ihrer  Eigenschaft, 
aus  jedem  außerhalb  gelegenen  Punkte  nur  eine  Doppelsekante  zu 
erhalten,  die  ihr  allein  von  den  Raumkurven  zukommt,  zwei  Felder 


1)  Bertini,  Rendiconti  dell'Istituto  Lombardo.     Juni  1880. 
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I,  Z'  in  Cremonasclie  Verwandtschaft  bringen,  wenn  die 
Spuren  der  nämlichen  Doppelsekante  einander  zugeordnet 
werden.  Es  liegt  die  Verwandtschaft  4.  Grades  mit  je  3 
doppelten  und  3  einfachen  Punkten  vor;  der  4.  Grad  folgt  daraus, 
daß  die  von  den  Punkten  einer  Gerade  (von  T.  oder  Z')  kommenden 
Doppelsekanten  eine  Regelfläche  von  diesem  Grade  erzeugen  (Nr.  203). 
Auf  ihr  ist  R^  doppelt,  und  es  ergeben  sich  die  Spuren  dieser  Kurve 
in  Z  und  Z'  als  doppelte  Hauptpunkte;  in  der  Tat  von  jeder 
geht  ein  Kegel  2.  Grades  von  Doppelsekanten  aus,  der  in  die  andere 
Ebene  den  zugehörigen  Hauptkegelschnitt  einschneidet.  Hauptgeraden 
sind  in  jedem  der  Felder  die  ganz  ihm  angehörigen  Doppelsekanten; 
ihre  Spuren  in  der  andern  Ebene  sind  die  einfachen  Hauptpunkte, 
zu  denen  sie  gehören. 

Es  seien  gegeben  eine  Fläche  2.  Grades  jP^,  zwei  Punkte 
OyO'  auf  ihr,  ein  Strahlennetz  [u,  v]  und  zwei  Ebenen  Z,Z'. 
Von  den  Schnitten  eines  Strahls  von  [u,  v]  mit  F^  wird  der 
eine  aus  0  auf  Z,  der  andere  aus  (7  auf  Z'  projiziert;  diese 
Projektionen  als  zugeordnete  Punkte  führen  zu  einer  Ver- 
wandtschaft 6.  Grades  und  zwar  der  zweiten  in  der  Auf- 
zählung von  Nr.  787.  Das  Liegen  von  0^0'  auf  F-  ist  für  die 
Eindeutigkeit  notwendig.  Eine  Gerade  in  Z  wird  aus  0  auf  F^  in 
einen  Kegelschnitt  projiziert;  die  Strahlen  des  Netzes,  welche  ihn 
treffen,  erzeugen  eine  Regelfläche  4.  Grades,  denn  4  Geraden  einer 
Regelschar  schneiden  den  Kegelschnitt.  Die  Projektion,  aus  (7  auf 
Z',  des  ferneren  Schnittes  6.  Ordnung  dieser  Fläche  mit  F^  gibt  die 
der  Gerade  entsprechende  Kurve. 

Die  beiden  in  0  sich  schneidenden  Geraden  g,  l  von  F^  treffen 
Z  in  den  dreifachen  Hauptpunkten;  denn  die  Regelschar  der 
Strahlen  des  Netzes,  welche  g  oder  l  treffen,  schneidet  F^  noch  in 
einer  kubischen  Raumkurve,  deren  Projektion  auf  0'  auf  Z'  die  dem 
gj.  oder  11.  entsprechende  Hauptkurve  3.  Ordnung  ist.  Die  Leit- 
geraden haben  4  Schnitte  mit  JP^;  es  sei  U  einer  von  ihnen,  auf  u, 
so  liefert  0  ?7  in  Z  einen  der  4  doppelten  Hauptpunkte;  die 
Ebene  Uv  schneidet  F^  in  einem  Kegelschnitt,  der  aus  0'  in  den 
entsprechenden  Hauptkegelschnitt  projiziert  wird. 

Der  zweite  Schnitt  des  aus  0'  kommenden  Strahls  von  [m,  v\  mit 
F^  gibt,  aus  0  projiziert,  den  einfachen  Hauptpunkt  in  Z;  die 
entsprechende  Hauptgerade  in  Z'  ist  die  Spur  der  Tangentialebene  von 
F^  in  0\  Man  bestimme  die  Hauptpunkte  in  Z'  und  bestätige,  daß  die 
Haaptkurven  in  der  in  Nr.  786  beschriebenen  Weise  durch  sie  gehen. 

Läßt  man  die  Ebenen  Z,Z',  sowie  die  beiden  Projektionszentren 
0,0'  zusammenfallen,  so  wird  die  Verwandtschaft  involutorisch; 
es  decken  sich  dann  auch  die  einen  Hauptpunkte  und  Haupt- 
kurven mit  den  anderen. 
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Das  ist  bei  durchweg  involutorischem  Entsprechen  not- 
wendig; denn  jeder  Punkt  hat  ja  in  beiderlei  Sinne  denselben  ent- 
sprechenden Punkt,  also^  wenn  er  Hauptpunkt  in  dem  einen  Sinne 
ist,  ist  er  es  auch  im  andern  Sinne  und  hat  beidemal  dieselbe  ent- 
sprechende Hauptkurve. 

Die  Berührungspunkte  der  F^  mit  Strahlen  des  Netzes  bilden  eine 
Kaumkurve  4  Ordnung;  die  Projektion  derselben  aus  0  auf  Z  ist 
eine  Koinzidenzkurve  der  involutorischen  Verwandtschaft. 

Zu  einer  Verwandtschaft  6.  Grades  mit  zwei  ungleich- 
artigen Netzen  kann  man  auf  folgende  Weise  gelangen.  Es 
seien  u,  v  zwei  windschiefe  Geraden  und  R^  eine  kubische 
Raumkurve,  welche  auf  einer  kubischen  Fläche  liegen,  und 
zwar  so,  daß  u  von  R^  einmal  getroffen  wird,  v  aber  nicht; 
dann  seien  in  zwei  Feldern  X,Z'  entsprechend  die  Schnitte 
X,X  des  Strahles  des  Netzes  [u,  v]  und  der  Doppelsekante 
von  R^,  welche  je  von  demselben  Punkte  der  kubischen 
Fläche  ausgehen.^)  Bewegt  sich  X  in  Z  auf  einer  Gerade,  so  be- 
schreibt der  Strahl  von  [w,  v\  eine  Regelschar,  welche  F^  in  einer 
Raumkurve  4.  Ordnung  2.  Art  schneidet;  die  an  einer  Gerade  von 
Z'  hingleitende  Doppelsekante  von  R^  beschreibt  eine  Regelfläche 
4.  Grades,  auf  welcher  R^  doppelt  liegt.  R^  begegnet  der  Regelschar 
einmal  auf  u  und  fünfmal  auf  der  Raumkurve  4.  Ordnung;  folglich 
wird  diese  von  der  Regelfläche  4.  Grades  außerhalb  R^  noch 
(4-4 — 2-5)-mal  getroffen.  Daher  liegen  6  mal  entsprechende  Punkte 
auf  einer  Gerade  in  Z  und  einer  Gerade  in  Z'. 

Hinsichtlich  der  Hauptpunkte  gilt  Folgendes.  In  Z  ist  die 
Spur  V  von  v  ein  vierfacher  Hauptpunkt,  die  Spur  ü  von  u  und  die 
Spuren  derjenigen  drei  auf  F^  gelegenen  Strahlen  von  \u,  v\,  welche  R^ 
einmal  treffen,  sind  doppelte,  endlich  die  Spuren  der  drei  Strahlen 
von  [«*,  ^],  welche  von  den  dritten  Schnitten,  mit  F^j  der  in  Z'  ge- 
legenen Doppelsekanten  von  R^  kommen,  sind  einfache  Hauptpunkte. 

In  Z'  sind  die  drei  Punkte  von  R^  dreifache,  die  Spur  derjenigen 
auf  F^  gelegenen  Doppelsekante  von  R^,  welche  weder  u  noch  v 
trifft,  ist  ein  doppelter;  ferner  gibt  es  drei  auf  F^  gelegene  Doppelse- 
kanten von  JR^,  welche  bloß  v  treffen,  nicht  w^  deren  Spuren  und  die 
Spur  der  vom  dritten  Schnitt  der  UV  kommenden  Doppelsekante  von 
R^  sind  einfache  Hauptpunkte. 

Andere  Voraussetzungen    über    die  Zahl    der   Schnittpunkte  von 


1)  Durch  das  Strahlennetz  \u^  v]  wird  die  kubische  Fläche  eindeutig  auf  Z, 
durch  die  Doppelsekanten  -  Kongruenz  von  JR'  eindeutig  auf  Z'  abgebildet:  Der 
dritte  Schnitt  jedes  Strahls  der  einen  oder  andern  Kongruenz  mit  der  Fläche, 
bzw.  der  Schnitt  mit  Z  oder  Z'  sind  entsprechende  Punkte.  Wir  kommen 
darauf  zurück. 
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Uy  V    mit    B^    (im    ganzen    6    Fälle)    führen    zu     andern    Verwandt- 
schaften. ^) 

Man  ersetze  R^  durch  ein  anderes  auf  F^  gelegenes  Dupel  uv 
von  windschiefen  Geraden  oder  u  v  durch  eine  andere  R^. 

Wenn  ein  Flächennetz  2.  Ordnung  vorliegt,  so  bestimmt 
jede  durch  einen  Grundpunkt  Ä  gezogene  Gerade  eindeutig 
eine  Fläche  des  Netzes,  auf  der  sie  liegt,  und  a)  eindeutig 
die  zweite  Gerade  auf  dieser  Fläche  durch  Ä,  b)  die  Gerade 
auf  ihr  durch  einen  zweiten  Grundpunkt  B  aus  derselben 
Schar,  c)  die  Gerade  durch  B  aus  der  andern  Schar.  Dadurch 
ergeben  sich  drei  Cremonasche  Verwandtschaften,  von  denen 
die  bei  a)  involutorisch  ist. 

Die  erste  können  wir  in  ein  anderes  Problem  umwandeln.  Die 
oo^  Grundkurven  des  Netzes  führen,  aus  A  projiziert,  zu  einem  Netze 
von  Kurven  3.  Ordnung  mit  den  Projektionen  der  7  andern  Grund- 
punkte als  festen  gemeinsamen  Punkten:  die  Projektionen  der  auf 
einer  Fläche  des  Netzes  gelegenen  Grundkurven  haben  noch  die  Spuren 
der  beiden  auf  ihr  gelegenen  Geraden  durch  Ä  gemein;  es  entsteht 
im  Kurvennetze  ein  Büschel  mit  diesen  beiden  Punkten  als  achtem 
und  neuntem  Grundpunkt,  von  denen  jeder  den  andern  (als  neunten 
assoziierten")  eindeutior  bestimmt.  Diese  ebene  involutorische  Verwandt- 
schaffc,  von  Geiser  zuerst  untersucht,^)  soU  später  (Nr.  824)  bei  den 
involutorischen  Verwandtschaften  besprochen  werden;  sie  ist  8.  Grades 
und  hat  7  dreifache  Hauptpunkte. 

Weil  im  Falle  b)  aus  den  beiden  Geraden  derselben  Schar  die 
Fläche  des  Netzes  durch  projektive  Büscbel  erzeugt  wird,  in  denen 
nach  den  übrigen  Grundpunkten  entsprechende  Ebenen  gehen,  der 
achte  Grundpunkt  aber  durch  die  sieben  übrigen  bestimmt  ist,  so 
haben  wir  das  Problem  der  ebenen  Projektivität,  von  zwei  Ebenen 
in  zwei  Bündel  übertragen,  für  fünf  Paare  Strahlen  und  die  sechsten 
abhängigen;  und  die  Verwandtschaft  ist  5.  Grades  mit  je  sechs 
doppelten  Hauptstrahlen  (Nr.  228). 

Der  Fall  c)  führt  zu  einer  Jonquieresschen  Verwandt- 
schaft 4.  Grades.^)  Für  einen  Strahl  a  von  Ä  bekommen  wir  den 
zugeordneten  h  aus  B  folgendermaßen.  Er  liegt  in  der  Ebene  (BÄ,  a) 
und  ist  die  dritte  Schnittkante  derselben  mit  dem  Kegel  3.  Ordnung, 
welcher  aus  B  die  den  a  in  A  tangierende  Grundkurve  r*  des  Netzes 
projiziert  und  deshalb  von  jener  Ebene  längs  BA  berührt  wird.  Denn 
die  durch  a  gehende  Fläche  des  Netzes  nimmt,  wegen  der  Berührung, 
die  genannte  Grundkurve  in  sich  auf  und  infolgedessen  die  Gerade  h 


1)  Math.  Annalen  Bd.  26  S.  304. 

2)  Journal  f.  Mathem.  Bd.  67  S.  78. 

3)  W.  Stahl,  ebenda  Bd.  95  S.  297:  Liniengeometrie  Bd.  II  Nr.  464. 
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welche  von  der  Fläche  zweimal  auf  r^  und  einmal  auf  a  getroffen  wird. 
Durchläuft  a  einen  Büschel  (A,  a),  so  liegen  alle  zugehörigen  r*  auf 
derjenigen  Fläche  des  Netzes,  welche  a  in  ^  berührt;  und  die  Kegel 
3.  Ordnung  haben  außer  den  Kanten  aus  B  nach  den  sieben  übrigen 
Grundpunkten  gemeinsam  noch  die  beiden  durch  B  gehenden  Ge- 
raden jener  Fläche,  bilden  also  einen  Büschel.  Derselbe  steht  in  pro- 
jektiver Beziehung  zum  Ebenenbüschel  von  BA-^  entsprechende  Ele- 
mente tangieren  sich  längs  BA-^  dadurch  wird  (Nr.  171)  diese  Gerade 
dreifache  Kante  auf  dem  erzeugten  Kegel  4.  Ordnung  der  Strahlen  6, 
die  den  a  von  {A,  a)  korrespondieren.  So  ist  der  vierte  Grad  der 
Verwandtschaft  erkannt,  sowie  die  Gerade  AB  als  gemeinsamer 
dreifacher  Hauptstrahl  beider  Bündel.  Zugehöriger  Hauptkegel 
3.  Ordnung  ist  der  Kegel  je  aus  dem  andern  Punkte,  welcher  die  ku- 
bische Raumkurve  projiziert,  die  von  AB  zu  einer  Grundkurve  er- 
gänzt wird. 

Die  einfachen  Hauptstrahlen  gehen  nach  den  sechs  übrigen 
Grundpunkten  des  Netzes.  Ist  C  einer  von  ihnen,  so  ist  dem  Haupt- 
strahle AC  die  Ebene  von  B  nach  ihm   als  Hauptebene  zugeordnet. 

Ein  weiteres  Beispiel  liefert  das  Problem  der  Kollineation 
für  zwei  sechspunktige  Gruppen: 

^l    -^2    ^3    ^4    ^5    ^6 

B^  B^  B^  B^  ^5  ^6 

wir  fanden  in  Nr.  457,  daß  die  korrespondierenden  Punkte  A,  B^ 
welche  nach  ihnen  kollineare  Bündel  senden,  zwei  Flächen 
2.  Grades  SIq^,  ^q^  erfüllen  und  sie  in  eindeutige  Beziehung  bringen. 
Projizieren  wir  daher  diese  Flächen  aus  je  auf  ihnen  ge- 
legenen (nicht  entsprechenden)  Punkten  51,  S3i  auf  beliebige 
Ebenen  A,  B,  so  müssen  sich  Felder  in  Cremonascher  Ver- 
wandtschaft ergeben.  Einer  Gerade  in  A  entspricht  auf  Sl^^  ein 
durch  51  gehender  Kegelschnitt  a^  und  diesem  eine  Kurve  11.  Ord- 
nung b^^  auf  S5o^  welche  aus  93^  ebenfalls  in  eine  Kurve  11.  Ordnung 
projiziert  wird.  Also  ist  die  Verwandtschaft  11.  Grades.  Die 
Hauptpunkte  in  B  sind  folgende:  Wir  haben  erstens  einen  einfachen, 
die  Projektion  des  Punktes  93,  der  dem  51  korrespondiert;  die  ihm 
entsprechende  Hauptgerade  in  A  ist  die  Spur  der  Tangentialebene  von 
5lo^  in  51.  Ferner,  jede  der  Raumkurven  B^^  auf  93o^  trifft  von  den 
beiden  Geraden  &',  h"  dieser  Fläche,  welche  in  93i  sich  schneiden,  die 
erstere  in  vier,  die  andere  in  sieben  Punkten,  sodaß  die  Spuren  von 
&',  h"  in  B  ein  vierfacher  und  ein  siebenfacher  Hauptpunkt  werden. 
Den  &',  h''  entsprechen  auf  %q^  eine  Raumkurve  4.  bzw.  7.  Ordnung, 
deren  Projektionen  sind  die  diesen  Hauptpunkten  zugehörigen  Haupt- 
kurven. Endlich  geht  jede  von  den  Kurven  h^^  durch  jeden  der 
Punkte  B^j..,Bq  dreimal,  sodaß  deren  Projektionen  dreifache  Haupt- 


es« 
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punkte  in  B  werden;  zugehörige  Hauptkurven  sind  die  Projektionen 
der  a/  aus  SC.     Wir  haben  also: 

^1=2/1  =  1.  ^3  =  2/3=  ^y  ^4  =  2/4=  1.  ^7=2/7  =  l-O 
Zu  Beispielen  von  reziproken  Cremonaschen  Verwandt-  789 
Schäften  zwischen  den  Punkten  und  den  Strahlen  eines  Feldes 
führen  einige  der  Bündel  von  kubischen  Raumkurven,  welche 
durch  XPunkte  und  5— \  Doppelsekanten  bestimmt  werden.^) 
In  Nr.  206,  372,  462  ist  festgestellt  worden,  daß  durch  X  gegebene 
Punkte  und  6  —  X  gegebene  Doppelsekanten  eindeutig  eine  kubische 
Raumkurve  bestimmt  wird,  außer  wenn  X=4  oder  X=0  ist.^)  Im 
ersteren  dieser  beiden  Ausnahmefälle  gibt  es,  bei  beliebiger  Lage  der 
gegebenen  Elemente,  keine,  in  andern  sechs  Kurven.  Von  den  sechs 
Bündeln  sind  daher  drei,  nämlich: 

(^1   A^  A^  A^  ^5),      (^1   ^2  »3  «4  «5)7      {A   «2  «3  »4  «5) 
so  beschaffen,  daß  jeder  Punkt   sowohl  als  jede  Gerade,  als 
Doppelsekante,  eindeutig  eine  Kurve  im  Bündel  bestimmt.*) 
Bei  («1  «2  «3  «4  «5)  sind   die  beiden  Zahlen  1  und  6.     Dagegen   sind 
die  beiden  übrigen  Bündel: 

(^j  ^2  A  A  «5).    (A  A  A  0^4  «^5) 

von  anderer  Art.  Beim  ersteren  bestimmt  wohl  jeder  Punkt  eine 
Kurve,  dagegen  ist  nicht  jede  Gerade  Doppelsekante  einer  Bündelkurve; 
vielmehr  erzeugen  die  Doppelsekanten  aller  Bündelkurven  den  tetrae- 
dralen  Komplex,  der  zu  A^  A^  A^  A^  gehört  und  in  dem  sich  a^  be- 
findet, infolge  der  bekannten  auf  die  Ebenenbüschel  ihrer  Doppelse- 
kanten bezüglichen  Eigenschaft  der  kubischen  Raumkurve;  und  jede 
Gerade  dieses  Komplexes  ist  für  oo^  Kurven  des  Bündels  Doppelsekante.^) 

Beim  zweiten  ist  wohl  jede  Gerade  Doppelsekante  für  eine  Kurve 
des  Bündels,  dagegen  nur  durch  Punkte  der  Fläche  2.  Grades  durch 
J-i,  J.2,  A^j  a^  «5,  auf  welcher  alle  Bündelkurven  liegen,  gehen  und  zwar 
je  oü^  Kurven  des  Bündels. 

Wir    wissen    (Nr.   324,   453),    der    zuerst    genannte    Reye^sche 


1)  Ein  Beispiel  einer  Yerwandtschaft  10.  Grades,  bei  welcher: 

^i=yi  =  5,  iCj  =  2/3  =  5,  iCj  =  2/7  =  I1 
findet  sich  in  meiner  Liniengeometrie  Bd.  ITE  S.  508  Anm.  erwähnt. 

2)  Über  diese  „Kongruenzen"  von  kubischen  Raumkurven  vgl,  Stuyvaert, 
Etüde  de  quelques  surfaces  algebriques  etc.  Dissertation  Gent  1902;  Journal  für 
Mathematik  Bd.  132  S.  216;  Bulletin  de  l'Acade'mie  de  Belgique  Nr.  5  1907 
S.  490;  sowie  Godeaux,  ebenda  Nr.  4,  1908  S.  331. 

3)  Interessant  ist  auch  ein  Brief  Schläflis  im  Briefwechsel  zwischen 
Steiner  imd  Schläfli  S.  85. 

4)  Sie  sind,  nach  der  Terminologie  von  Veneroni  (Rendiconti  del  Circolo 
matematico  di  Palermo  Bd.  16  S.  209),  1.  Ordnung  und  1.  Klasse. 

5)  Journal  f.  Math.  Bd.  79  S.  106. 
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Bündel  (A^  A^  A^  A^  J5)  ruft  in  jeder  Ebene  Polardreiecke  eines 
Polarfeldes  durch  die  Schnittpunkte  seiner  Kurven  hervor;  in  welchem 
Polarfelde  also  ein  Punkt  der  Ebene  und  die  Verbindungslinie  der  andern 
Schnittpunkte  der  durch  ihn  gehenden  Bündelkurve  zugeordnet  sind. 
Solche  eindeutigen  reziproken  Verwandtschaften  ergeben 
sich  auch  bei  den  andern  Bündeln  der  ersten  Gruppe: 
{A^A^a^a^a^)  und  {A^a^a^a^a^), 

Die  Kurven  des  ersten  dieser  Bündel  entstehen  auf  drei  Weisen 
folgendermaßen.  Zwei  der  drei  Geraden,  etwa  a^,  a^y  bestimmen  mit 
A^j  A2  einen  Büschel  SS34  von  Flächen  2.  Grades,  dessen  Basis  durch 
die  Geraden  c^^j  c^^y  welche  von  A^y  A^  nach  «3,  a^  gehen,  vervoll- 
ständigt wird.  Durch  die  Punkte,  in  denen  eine  Fläche  dieses  Büschels 
von  «5  getroffen  wird,  und  durch  A^y  A^  geht  auf  ihr  ein  Büschel  von 
kubischen  Raumkurven,  welche  den  Geraden  der  Regelschar  («g,  a^ 
zweimal  begegnen.  Diese  Büschel  von  Kurven,  auf  allen  Flächen  von 
9334  hergestellt,  liefern  den  Bündel.  Vertauschen  wir  a^  und  «g,  so 
wollen  wir,  wenn  nun  die  beiden  Geraden  &,  h'  gegeben  sind,  die 
Flächen  der  beiden  Büschel  ^^g^,  ^Sgg  so  zuordnen,  daß  auf  &  sich 
schneidende  einander  entsprechen:  Schnitt  ist,  außer  «3,  eine  Bündel- 
kurve, welche  h  trifft.  Auf  h'  rufen  entsprechende  Flächen  eine  Korre- 
spondenz [4,4]  hervor;  von  den  acht  Koinzidenzen  rühren  zwei  von 
den  beiden  Ebenen  A^  %,  A,^  a^  her,  welche  zwei  entsprechenden  Ebenen- 
paaren der  Büschel  gemeinsam  sind  Aus  den  andern  Koinzidenzen 
schließen  wir: 

Die  Kurven  des  Bündels  {A^A^a^a^a^y  welche  eine  ge- 
gebene Gerade  h  treffen,    erzeugen   eine  Fläche   6.  Ordnung. 

Auf  einer  Gerade  h'  durch  A^  entsteht,  wenn  von  diesem  Punkte 
abgesehen  wird,  eine  Korrespondenz  [2,2],  von  deren  vier  Koinzidenzen 
nur  die  von  A^o^  herrührende  abzuziehen  ist;  V  hat  also,  außer  A^y 
drei  Schnitte  mit  der  Fläche.  Die  beiden  Punkte  A^,  A^  sind  auf 
der  Fläche  dreifach.  Wenn  A^  auf  a^  gelegt  wird,  so  haben  wir 
den  Bündel  (A^  A^  A^  a^  a^y  der,  wie  oben  gesagt,  ganz  auf  der  durch 
diese  Elemente  gehenden  Fläche  2.  Grades  liegt;  auf  ihr  gehen  durch 
den  zweiten  Schnitt  von  a^  und  den  einen  oder  andern  Schnitt  von  h 
zwei  Bündelkurven.  Daraus  folgt,  daß  die  Geraden  «3,  a^y  a^  auf 
der  Fläche  6.  Ordnung  doppelt  sind.  Die  zu  zwei  Geraden  b 
und  &'  gehörigen  Flächen  (6),  (&')  schneiden  sich  in  diesen  doppelten 
Geraden,  in  den  sechs  Geraden  Cg^,  .  .  .,  welche  durch  Kegelschnitte, 
die  h  bzw.  h'  treffen,  zu  erzeugenden  Kurven  der  Flächen  ergänzt 
werden,  und  den  sechs  Kurven  des  Bündels,  welche  h  und  h'  treffen: 
6^=3-2^+ 6 +  6-3.  Das  gemeinsame  Paar  der  beiden  Involutionen, 
die  von  den  Flächenbüscheln  ^3^,  SSgs  in  h  eingeschnitten  werden,  liefert 
die  einzige  Kurve  (A^^A^a^a^^a^h),  d.  h.  welche  auch  h  zwei- 
mal trifft;  weshalb  sie  auf  der  Fläche  6.  Ordnung  doppelt  ist. 
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Ist  eine  Ebene  ß  gegeben  und  h  in  sie  gelegt,  so  wird  die  Fläche 
6.  Ordnung  (b)  von  ß  außer  in  h  in  einer  Kurve  5.  Ordnung  ge- 
scbnitten,  erzeugt  durch  die  beiden  andern  Schnittpunkte  der  b  treffenden 
Bündelkurven.  Zwei  Begegnungspunkte  derselben  mit  h  rühren  von 
der  eben  genannten  Doppelkurve  her.     Die  drei  andern  lehren: 

Die  Berührungspunkte  einer  Ebene  ß  mit  Bündelkurven 
erzeugen  eine  Kurve  3.  Ordnung. 

Nun  haben  wir  eine  zweite  Fläche  zu  untersuchen,  die  der  Kurven 
des  Bündels,  welche  je  die  Strahlen  eines  Büschels  (B^  ß)  zu  Doppel- 
sekanten haben.  Die  Ebene  ß  schneidet  jene  Flächenbüschel  ^^^  'i&^^ 
in  zwei  Kegelschnitt-Büscheln  mit  dem  gemeinsamen  Grundpunkte  a^  ß. 
Wir  ordnen  zwei  Flächen  der  Büschel  einander  zu,  welche  einen  Strahl 
von  (JBj  ß)  in  denselben  Punkten  treffen,  und  untersuchen  die  Korre- 
spondenz, die  auf  der  Gerade  h'  entsteht.  Durch  X  auf  h'  geht  eine 
Fläche  des  ersten  Büschels;  auf  dem  Kegelschnitt  K  in  ß,  den  sie 
einschneidet,  rufen  die  veränderlichen  Schnittpunkte  der  Kegelschnitte 
des  andern  Büschels  eine  Involution  3.  Grades  hervor,  von  deren 
Direktionskurve  2.  Klasse  (Nr.  190,  194)  zwei  Tangenten  durch  B 
gehen;  die  Flächen  von  SSgj,  deren  Kegelschnitte  in  ß  die  zugehörigen 
Schnittpunkte  mit  K  haben,  schneiden  h'  in  vier  Punkten;  es  entsteht 
also  ebenfalls  eine  Korrespondenz  [4,4].  Zu  den  acht  Koinzidenzen 
gehören  die  beiden  Punkte  (h',Äj^a^)  und  (b\  Ä^a^).  Denn  die  beiden 
Ebenenpaare  {Ä^a^^  -^2^^  ^^^  (^1^3;  -^2%)  schneiden  sich  zweimal 
auf  dem  Strahle,  der  vom  Spurpunkte  der  Schnittlinie  (Ä^a^^y  -^2^5) 
in  ß  nach  B  geht;  also  sind  sie  in  jener  Zuordnung  entsprechend. 
Die  sechs  andern  Koinzidenzen  lassen  erkennen,  daß  die  Kurven  des 
Bündels  (Ä^A^a^a^a^)^  welche  die  Strahlen  von  (-B,  ß)  bzw.  zu 
Doppelsekanten  haben,  eine  Fläche  ebenfalls  6.  Ordnung  er- 
zeugen; was  auch  dahin  ausgesprochen  werden  kann,  daß  die  Doppel- 
sekanten der  h  treffenden  Bündelkurven  einen  Komplex 
6.  Grades  bilden.^) 

Liegt  h  wiederum  in  ß,  so  entsteht  im  Büschel  (B,  ß)  eine 
Korrespondenz  [5,2],  in  der  zwei  Strahlen  einander  zugeordnet  sind, 
von  denen  der  eine  nach  einem  Punkte  von  h  geht,  der  andere  nach 
einem  der  weiteren  Schnitte  der  durch  diesen  Punkt  gehenden  Bündel- 
kurve mit  ß;  die  Zahl  5  rührt  von  der  Ordnung  der  Rest -Schnitt- 
kurve der  (p)  mit  ß  her.  Von  den  sieben  Koinzidenzen  gehen  drei 
nach  den  auf  h  gelegenen  Berührungspunkten  von  Bündelkurven  mit  ß; 
die  vier  übrigen  zeigen,  daß  die  Paare  der  Begegnungspunkte  der  er- 
zeugenden Kurven  der  jetzigen  Fläche  mit  den  Strahlen  von  (B,  ß)  eine 
Kurve  4.  Ordnung  erzeugen,  ersichtlich  mit  B  als  Doppelpunkt  wegen 
der  durch  ihn  gehenden  dieser  Fläche  doppelt  angehörigen  Bündelkurve. 


1)  Stuyvaert,  Etüde  de  quelques  surfaces  etc. 
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Die  4.  Ordnung  der  Kurve  bedeutet  anderseits,  daß  diejenigen 
Doppelsekanten,  in  ß,  der  6  betreffenden  Bündelkurven,  welche  je  von 
diesem  Treffpunkte  ausgeben,  eine  Kurve  4.  Klasse  umhüllen,  mit  b 
als  Doppeltangente. 

Der  Kegelschnitt,  der  jene  Kurve  4.  Ordnung  zum  vollen  Schnitte 
der  jetzigen  Fläche  mit  ß  ergänzt,  der  Ort  der  dritten  Schnittpunkte 
der  erzeugenden  Kurven,  ist  die  Kurve,  die  im  Punktfelde  durch 
unsere  in  der  Ebene  ß  entstehende  Verwandtschaft  dem 
Strahlenbüschel  (J5,  ß)  entspricht.  Und  der  Kegelschnitt,  der 
die  Kurve  4.  Klasse  zur  vollen  Komplexkurve  des  Komplexes  6.  Grades 
ergänzt,  die  Enveloppe  der  Verbindungslinien  des  zweiten  und  des 
dritten  Schnittes,  mit  ß,  der  b  treffenden  Kurven,  entspricht  im 
Strahlenfelde  der  Punktreihe  der  h. 

Beim  Bündel  (A^Ä^a^a^a^^  ist  also  die  reziproke  Verwandt- 
schaft quadratisch^). 

Hauptpunkte  im  Punktfelde  sind  die  drei  Spuren  von 
«3,  a^,  a^.  Die  Bündelkurven,  welche  durch  die  Spur  A^  von  a^  gehen, 
liegen  auf  der  Fläche  2.  Grades  (A^A^A^a^^a^),  gehen  durch  deren  zweiten 
Schnitt  mit  a^,  bilden  also  einen  Büschel  auf  dieser  Fläche  und  ihre 
zweiten  und  dritten  Schnitte  mit  ß  eine  Involution  auf  einem  Kegel- 
schnitte, die  Verbindungslinien  also  einen  Strahlenbüschel,  der 
dem  Hauptpunkte  A^  entspricht.  Die  drei  Hauptgeraden  im 
Strahlenfelde  ß  ergeben  sich  durch  die  drei  Kombinationen  «ga^, 
«3^5,  a^a^. 

Jede  Gerade  nämlich,  welche  z.  B.  c^g^^,  c^g^  trifft,  gehört  zur 
Regelschar  («g,  aj  einer  Fläche  von  ^,^^  und  wird  von  allen  auf 
dieser  Fläche  gelegenen  Bündelkurven  zweimal  getroffen,  ist  also 
Doppelsekante  für  (x>^  Kurven  des  Bündels.  Die  drei  in  ß 
fallenden  Strahlen  dieser  Netze  [c^g^,  c^^],  [c^gg,  c^gg],  [c^^g,  c^^] 
sind  die  drei  gesuchten  Hauptgeraden.  Die  dritten  Schnitt- 
punkte erfüllen  je  die  zweite  von  ß  aus  der  betreffenden  Fläche  ge- 
schnittene Gerade,  deren  Punktreihe  also  der  Hauptgerade  zu- 
geordnet ist. 

Die  Kurven  des  zweiten  Bündels  (A^a^a^a^^a^)  sind  die  ver- 
änderlich en  Best  and  teile  der  Büschel-Grundkurven  des  Netzes 
der  Flächen  3.  Ordnung,  welche  durch  A^,  «g,  «g,  a^  a^  gehen 
und  daher  noch  die  beiden  Treffgeraden  c,  c"  von  «2?"-% 
gemeinsam  haben ^}.  Nehmen  wir  zwei  Büschel  33,  33'  aus  diesem 
Netze,  so  seien,  wie  oben,  zwei  Blächen  derselben  einander  zugeordnet, 
welche  sich  auf  der  Gerade  b  schneiden :  auf  V  rufen  sie  eine  Korre- 


1)  Stuyvaert,  Joum.  f.  Math.     Bd.  132,  S.  232. 

2)  Flächen  3.  Ordnung  Nr.  66-9-).    Die  obige  Entstehungsweise  des  Bündels 
findet  sich  bei  Godeaux  a.  a.  0. 
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spondenz  [9,  9]  hervor.  Zu  den  Koinzidenzen  gehören  die  drei  Schnitte 
der  den  Büscheln  gemeinsamen  Fläche  mit  h'^  und  zwar  dreifach  wegen 
der  drei  Schnitte  mit  h.     Es  bleiben  9  Koinzidenzen. 

Die  Kurven  dieses  Bündels^  welche  eine  Gerade  Z>  treffen^ 
erzeugen  eine  Fläche  (h)  9.  Ordnung. 

Die  Geraden  ag^.-.Oj  und  der  Punkt  A^  sind  auf  ihr 
dreifach. 

Das  gilt  auch  für  c,  c' \  sie  werden  durch  je  drei  Kegelschnitte 
zu  erzeugenden  Kurven  vervollständigt.  Und  zwei  derartige  Flächen 
9.  Ordnung  (6),  (5')  haben  außer  den  auf  beiden  dreifachen  Geraden 
a2,...a5,  c j  c'  noch  die  neun  kubischen  ßaumkurven  des 
Bündels  gemeinsam,  welche  6  und  V  treffen:  81  =  6-3^  -f-  9-3*). 

Die  beiden  Involutionen  3.  Grades,  welche  von  den  Büscheln  in 
h  eingeschnitten  werden,  haben,  als  involutorische  Korrespondenzen 
[2],  2  •  2  Paare  von  Punkten,  die  zugleich  zu  einer  Gruppe  der  einen 
und  einer  der  anderen  gehören,  darunter  die  drei  Paare  der  Gruppe, 
die  von  der  gemeinsamen  Fläche  der  Büschel  herrührt.  Das  vierte 
Paar  weist  auf  die  einzige  Raumkurve  des  Bündels  hin,  welche 
?)  zweimal  trifft  und  daher  der  Fläche  9.  Ordnung  (5)  doppelt  an- 
gehört. 

Wir  folgern  wie  oben:  Die  Berührungspunkte  von  Bündel- 
kurven mit  einer  Ebene  ß  bilden  eine  Kurve  6.  Ordnung. 

Wenn  nun  wiederum  die  Ordnung  der  Fläche  derjenigen 
Bündelkurven  festgestellt  werden  soll,  welche  die  Strahlen  eines 
Büschels  (ß,  ß)  zu  Doppelsekanten  haben,  so  sei  zunächst  in  ß 
das  Netz  der  eingeschnittenen  Kurven  3.  Ordnung  ins  Auge  gefaßt 
und  darin  eine  einzelne  Kurve  C^  und  ein  Büschel  S;  dies  Netz 
hat  sechs  Grundpunkte,  die  dann  auf  der  Jacobischen  Kurve  6.  Ord- 
nung des  Netzes  doppelt  sind  (Nr.  686);  in  den  sechs  ferneren  Punkten, 
welche  diese  mit  der  C^  gemeinsam  hat,  wird  (Nr.  690)  C^  (außerhalb 
jener  Grundpunkte)  von  Kurven  des  S  berührt.  Jede  Kurve  von  33 
schneidet  in  C^  ein  Punktetripel  ein;  diese  Punktetripel  bilden  eine 
kubische  Involution  (jedoch  auf  nicht  unikursalem  Träger);  wenn  in 
einem  Strahlenbüschel  zwei  Strahlen  einander  zugeordnet  werden, 
die  nach  zwei  Punkten  eines  Tripels  gehen,  so  entsteht  eine  Korre- 
spondenz [6,6];  von  den  Koinzidenzen  gehen  sechs  nach  den  eben  be- 
sprochenen Berührungspunkten;  wegen  der  sechs  übrigen  ist  die  Direk- 
tionskurve   dieser  Involution,    eingehüUt    von  den  Verbindungslinien, 


1)  Damit  benutze  ich  hier,  sowie  im  vorhergehenden  Falle,  die  Erörterungen, 
die  ich  im  Journal  für  Mathem.  Bd.  80  S.  128  als  Beweise  gegeben  habe,  nur 
als  Bestätigung,  während  ich  nun  bessere  Beweise  darbiete.  Deshalb  habe  ich 
mich  mit  diesen  Bündeln  etwas  eingehender  beschäftigt,  als  die  Untersuchung 
der  Cremo naschen  Verwandtschaft  erfordern  würde. 
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3.  Klasse;  die  Halbierung  ergibt  sich,  wie  schon  wiederholt,  durch 
das  involutorische  Entsprechen. 

Nunmehr  sei  wieder  die  Gerade  h  gegeben,  ein  Punkt  X  auf 
ihr  bedingt  eine  Fläche  aus  35;  dem  Büschel  (5,  ß)  gehören  drei 
Strahlen  an,  auf  denen  zwei  Schnitte  der  C^  mit  einer  Kurve  des 
von  33'  eingeschnittenen  Kurvenbüschels  liegen,  die  zugehörigen  Flächen 
schneiden  die  Gerade  &  in  9  dem  X  zugeordneten  Punkten  X\  Von 
den  18  Koinzidenzen  der  entstehenden  Korrespondenz  [9,9]  sind 
wiederum  neun  durch  die  drei  Schnitte  der  gemeinsamen  Fläche  der 
beiden  Büschel  vertreten;  die  übrigen  neun  lehren,  daß  die  Fläche, 
mit  der  wir  es  nun  zu  tun  haben,  9.  Ordnung  ist.  Ihr  Schnitt 
mit  der  Ebene  ß  besteht  wiederum  aus  der  Kurve  4.  Ordnung^)  der 
Begegnungspunkte  der  erzeugenden  Kurven  je  mit  ihren  zu  (5,  ß)  ge- 
hörigen Doppelsekanten  und  einer  Kurve  5.  Ordnung:  dem  Orte  der 
dritten  Schnitte.  Die  Verwandtschaft  ist  also  in  diesem  Falle 
5.  Grades.  Und  einer  Gerade  im  Punktfelde  korrespondiert  eine  Kurve 
5.  Klasse  im  Strahlenfelde.  Jedes  der  beiden  Felder  enthält  sechs 
doppelte  Hauptelemente.  Diejenigen  im  Punktfelde  sind 
die  Spuren  der  sechs  Geraden  «g?  ^3?  ^^  ^5?  ^\  ^' -  I^i^  ^^  Kurven 
des  Bündels,  welche  durch  den  Punkt  ß  a^  gehen,  erfüllen  die  kubische 
Fläche,  welche  durch  A^,  a^,  a^,  a^,  a^  so  geht,  daß  ßag  auf  ihr 
Doppelpunkt  ist.  Auf  dem  unikursalen  Schnitte  3.  Ordnung  mit  ß 
entsteht  durch  die  beiden  ferneren  Schnitte  eine  Involution,  deren 
Direktionskurve  eine  Kurve  2.  Klasse  ist  (Nr.  194).  Sie  entspricht 
dem  Hauptpunkte  ßag- 

Die  Gerade  c  wird  durch  oo^  Kegelschnitte,  die  durch  Ä^  gehen 
und  «2,  0^3,  «4,  «5  und  c  selbst  treffen,  zu  Bündelkurven  ergänzt;  der 
Träger  dieser  Kegelschnitte  ist  die  Regelfläche  3.  Grades,  die  c'  zur 
doppelten,  c'  zur  einfachen  Leitgerade  und  die  Geraden  «2  >  •  •  ^5? 
(Ä^y  d ,  c")  ZU  Erzeugenden  hat;  denn  dadurch  ist  die  notwendige 
Korrespondenz  [1,2]  der  Punktreihen  c,  d'  festgelegt  (Nr.  156).  Für 
den  Punkt  ßc'  sind  diese  zerfallenden  Kurven  die  durchgehenden 
Bündelkurven;  auf  dem  unikursalen  Schnitte  3.  Ordnung  in  ß  entsteht 
wie  oben  eine  Involution  usw. 

Auf  jeder  Fläche  des  Netzes  3.  Ordnung  ( J.^,  a^,  «g,  a^  %,  c',  c"), 
welche  je  oo^  Bündelkurven  trägt,  gibt  es^)  zwei  Geraden,  welche  das 
Quadrupel  a^a^a^job^^  zum  Sextupel  der  von  den  Raumkurven  zweimal 
getroffenen  Geraden  vervollständigen;  die  eine  trifft  c',  die  andere  c' \ 
und  es  entstehen  durch  sie  zwei  Kongruenzen  mit  c ,  bzw.  c"  als  Leit- 
gerade.    Jede  Ebene   durch  c    schneidet  aus  dem  Flächennetze  einen 


1)  4  =  8  +  2  —  6  wegen  einer  Korrespondenz  [8,2]   im  Büschel  (5,  ß)  und 
der  Ordnung  6  der  Jacobi sehen  Kurve  der  Berührungspunkte. 

2)  Flächen  3.  Ordnung  Nr.  22. 
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Kegelschnitt-Netz:  die  Tangenten  der  Cayley sehen  Kurve  desselben 
sind  die  fraglichen  Geraden  in  dieser  Ebene.  Die  Tangenten  aus 
ß  c  an  die  Cayley  sehen  Kurven  in  den  Ebenen  durch  c  erzeugen 
einen  Kegel  3.  Ordnung.  So  erweisen  sich  die  beiden  Kongruenzen 
\c\  \c''\  von  der  3.  Ordnung  und  der  3,  Klasse.  Ihre  in  ß  fallenden 
Strahlen  sind  die  sechs  Hauptgeraden  der  Verwandtschaft. 
Der  Kegelschnitt,  in  dem  je  die  betreffende  Fläche  des  Netzes  außer- 
dem von  ß  geschnitten  wird,  entsteht  durch  die  dritten  Schnittpunkte, 
ist  also  in  der  Verwandtschaft  der  Hauptgerade  zugeordnet. 

Schon  aus  dieser  Anzahl  der  Hauptelemente  und  ihrer  Vielfach- 
heit könnte  auf  den  Grad  5  geschlossen  werden  (Formel  3)). 

Es  handelt  sich  demnach  um  diejenige  Cremo nasche  Verwandt- 
schaft 5.  Grades,  der  wir  im  Problem  der  ebenen  Projektivität  (§  35) 
begegnet  sind,  mit  dualisiertem  einen  Felde. 

Die  Verwandtschaft,  die  sich  beim  Bündel  («i  02^3^4 ^5)^)  ergibt, 
ist  nicht  in  beiderlei  Sinne  eindeutig,  sondern  ein-sechsdeutig. 
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Es  liegen  zwei  Bündel  0,  0'  vor,  deren  Strahlen  sich  in  einer  790 
Cremonaschen  Verwandtschaft  n^^  Grades  befinden;  nur  oc^  Paare 
entsprechender  Strahlen  besitzen  einen  Schnittpunkt;  durch  diese  Schnitt- 
punkte entsteht  eine  Kurve,  welche,  ebenso  wie  die  durch  kollineare 
Bündel  erzeugte  kubische  Raumkurve,  durch  die  Scheitel  einfach  0,  0' 
geht.  In  dem  Ebenenbüschel  um  0  0'  bewirken  entsprechende 
Strahlen  eines  Büschels  aus  0  und  des  korrespondierenden  Kegels 
/i*^' Ordnung  in  0'  eine  Korrespondenz  [w,  1],  in  der  Ebenen  zugeordnet 
sind,  welche  entsprechende  Strahlen  enthalten.  Die  n  -f  1  Koinzidenzen 
geben  zu  erkennen,  daß  (^^-|- l)-nial  sich  schneidende  unter  diesen 
entsprechenden  Strahlen  vorhanden  sind.  Jede  Ebene  durch  einen 
der  Scheitel  enthält  daher,  außer  diesem,  n  +  1  Punkte  der  erzeugten 
Kurve. 

Das  Erzeugnis  der  Schnittpunkte  entsprechender  Strah- 
len zweier  Bündel,  welche  in  einer  Cremonaschen  Verwandt- 
schaft n^^"^  Grades  sich  befinden,  ist  eine  Raumkurve  (w -{- 2)**' 
Ordnung.  Sie  geht  durch  die  Scheitel  und  wird  in  ihnen 
durch  die  dem  gemeinsamen  Strahle  entsprechenden  Strahlen 
berührt.  Jeder  r-fache  Hauptstrahl  eines  der  Bündel  trifft 
sie  in  r-f-1  Punkten,  dem  Scheitel  und  den  Begegnungspunkten 
mit  dem  zugeordneten  Hauptkegel  r*^^  Ordnung.  Dadurch  werden 
die  Scheitel,  wenn  auch  einfache  Punkte,  immerhin  singulare  Punkte 


1)  Mit  diesem  Kurvensysteme  beschäftigt  sich  Stuy  vaert,  Journ.für  Mathem. 
Bd.  132,  S.  233. 
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der  Kurve,  indem  —  abgesehen  von  den  niedrigsten  Werten  von  n  — 
eine  Anzahl  von  vielfachen  Sekanten  der  Kurve  durch  sie  gehen;  daher 
kann  man  die  erzeugte  Kurve  nicht  als  eine  allgemeine  bezeichnen, 
wie  es  Jonquieres  getan  hat^). 

Dual  entsteht,  wenn  zwei  Strahlenfelder  in  Cremonascher  Ver- 
wandtschaft w*®"  Grades  vorliegen,  durch  die  Verbindungsebenen  sich 
schneidender  entsprechender  Strahlen  ein  Torsus  (n-\-2)^^  Klasse. 

Befinden  sich  zwei  Punktfelder,  die  in  Cremonascher  Verwandt- 
schaft w*®""  Grades  stehen,  in  derselben  Ebene,  so  seien  sie  aus  zwei 
Punkten  0,  0'  projiziert;  die  entstehenden  Bündel,  in  einer  eben 
solchen  Verwandtschaft  stehend,  erzeugen  eine  Kurve  (w-f2)*®'  Ord- 
nung. Deren  Schnitte  mit  der  Ebene  jener  Felder  liefern  die  Koinzi- 
denzpunkte derselben. 

Zwei  ineinander  liegende  Punktfelder,  welche  sich  in 
einer  Cremonaschen  Verwandtschaft  w*®"  Grades  befinden, 
haben  n-\-2  Koinzidenzpunkte^.) 

Für  die  Verwandtschaft  5.  Grades,  welche  beim  Problem  der 
ebenen  Projektivität  sich  ergibt,  wenn  zwei  fünfpunktige  Gruppen  der- 
selben Ebene  vorliegen,  haben  wir  die  sieben  Koinzidenzpunkte  ge- 
funden (Nr.  230). 

In  speziellen  Fällen  kann,  ähnlich  wie  bei  der  Homologie  als 
Spezialfall  der  ebenen  Kollineation,  welche  eine  Gerade  von  Koinzi- 
denzpunkte besitzt,  statt  der  endlichen  Anzahl  von  Koinzidenzpunkten 
eine  Koinzidenzkurve  vorhanden  sein. 

Zu  diesen  Koinzidenzen  wollen  wir  durch  eine  Verallgemeinerung 
der  Betrachtung  gelangen,  die  zu  den  Koinzidenzpunkten  ineinander- 
liegender  kollinearer  Felder  geführt  hat. 

Einem  Strahlenbüschel  A  des  einen  Feldes  entspricht  ein  Kurven- 
büschel n^^^  Ordnung  W  aus  dem  homaloidischen  Netze  des  anderen, 
der  zu  ihm  projektiv  ist.  Erzeugnis  ist  daher  eine  Kurve  (n+1)**^ 
Ordnung  —  von  Jonquieres  isologische  Kurve  genannt  — ,  welche 
jeden  5-fachen  Hauptpunkt  des  Netzes  in  Z',  weil  er  für  alle 
Kurven  von  W  s-fach  ist,  ebenfalls  zum  5-fachen  Punkte  hat 
(Nr.  171).  Sie  ist  Ort  der  Punkte  des  zweiten  Feldes,  die  mit 
ihren  entsprechenden  im  ersten  auf  einer  Gerade  durch  Ä 
liegen.     Daß   ihr  ein  s-facher  Hauptpunkt  IT^  s-fach  angehört,  folgt 


1)  Wenn  bei  einer  Jonquieres  sehen  Verwandtschaft  w*^°  Grades  zwischen 
zwei  Bündeln  in  die  VerbindungsUnie  der  ^Scheitel  die  beiden  {n  —  l)-fachen 
Hauptgeraden  fallen  und  die  Projektivität  der  Ebenenbüschel  um  sie  Identität 
wird,  so  wird  eine  Fläche  erzeugt,  und  zwar  n**""  Ordnung  mit  jener  Gerade  als 
(w  — 2) -fachen  Gerade.  Vgl.  Döhlemaun,  Über  Flächen,  welche  sich  durch 
eindeutig  aufeinander  bezogene  Strahlenbündel  erzeugen  lassen.  Diss.  von 
München  1889. 

2)  Cremonas  zweite  Abhandlung  Nr,  29  und  30. 
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auch  daraus ,  daß  die  Verbindungslinie  H'^  A  die  korrespondierende 
Hauptkurve  li^  s^^'^  Ordnung  in  s  Punkten  trifft,  also  H'^  5-mal  mit 
einem  entsprechenden  Punkte  in  einer  Gerade  durch  Ä  liegt.  Ein 
zweiter  Punkt  B  im  ersten  Felde  und  der  ihm  korrespondierende 
Büschel  58'  liefern  eine  zweite  derartige  Kurve.  Unter  den  (n  -f  1)^ 
gemeinsamen  Punkten  zählen  die  Hauptpunkte  des  zweiten  Feldes  für 
IJy^^  =  n^—l  (Formel  1');  ferner  gehören  zu  ihnen  die  Punkte,  in 
denen  die  Gerade  AB  die  ihr  entsprechende  den  Büscheln  W,  33'  ge- 
meinsame Kurve  des  Netzes  in  If  schneidet;  es  bleiben  (^i-fl)^  — 
{n^  —  1)  —  n  =  n  4-  2  gemeinsame  Punkte.  Jeder  von  ihnen  liegt 
mit  seinem  (einzigen)  entsprechenden  sowohl  auf  einer  Gerade  durch 
A,  als  auf  einer  durch  B,  ohne  daß  diese  Geraden  identisch  sind; 
also  vereinigt  er  sich  mit  ihm. 

Nun  ist  auch  ersichtlich,  daß  die  zu  den  Punkten  einer  Gerade 
gehörigen  isologischen  Kurven  einen  Büschel  bilden:  wir  haben  die 
(n  -\-  ly  gemeinsamen  Punkte.  Und  sämtliche  isologischen  Kurven 
bilden  ein  Netz:  aus  dem  zur  Punktreihe  AB  gehörigen  Büschel 
geht  diejenige  durch  X\  welche  zu  dem  Punkte  (AB,  XX')  gehört, 
und  aus  dem  Netze  geht  durch  X\  Y'  diejenige,  welche  zu  (XX', 
YY)  gehört. 

Dies  Netz  (?2-(-l)*^'"  Ordnung  ist  durch  die  mit  ^w(w  +  3)  — 2 
Punkten  äquivalenten  Punkte  I£^  und  durch  die  n  -f  2  Koinzidenz- 
punkte gerade  bestimmt. 

Nachdem  in  dieser  Weise  die  Anzahl  w  -f  2  der  Koinzindenzen 
erkannt  ist.  ist  nun,  allgemeiner  als  oben,  die  Ordnung  w-f  2  der 
Kurve  bewiesen,  die  durch  zwei  in  Cr e monascher  Verwandtschaft 
/?-**"  Grades  befindliche  Bündel  erzeugt  wird. 

Wenn  freilich  eine  Kurve  von  Koinzidenzpunkten  vorhanden  ist,^) 
«twa  li^^  Ordnung,  so  nimmt  diese  an  jeder  isologischen  Kurve  des 
einen  oder  andern  Feldes  teil  und  die  reduzierten  isologischen  Kurven 
sind  nur  (w  +  1  —  }if^^  Ordnung.  Geht  jene  Kurve  durch  keinen  der 
Hauptpunkte,  so  bewirkt  dies  Abtrennen,  da  von  den  n  Punkten  auf  J.^ 
Ifi  auf  ihr  liegen,  eine  Verminderung  der  einzelnen  Koinzidenzpunkte  um 
(w-f  Vf-n-{{n-^  l-hy-(n-h)}=^Ji  {2(n  i-l)  h  -  1} .  Aber 
diese  Voraussetzung  tritt  nur  in  den  einfachsten  Fällen  ein;  diese  Ver- 
minderung führt  meistens  zu  einer  negativen  Zahl.  Man  wird  besser 
nicht  nach  einer  allgemeinen  Formel  für  die  Anzahl  der  einzelnen 
Koinzidenzpunkte  suchen,  sondern  sie  von  Fall  zu  Fall  ermitteln. 

Wir  wollen  ein  Beispiel  vorführen  und,  an  Nr.  788  anschließend, 
annehmen,    daß    zwischen    zwei    Feldern    X,X'    durch    zwei    kubische 

1)  über  Cremonasche  Verwandtschaften  mit  Koinzidenzkurven  vcrl.  Döhle- 
mann,  Math.  Annalen  Bd.  39  S.  367.  —  Richtiger  ist:  „Kurve  von  Koinzidenz- 
punkten" als  „Koinzidenzkurve";  doch  möge  der  Kürze  halber  auch  dieses  Wort 
benutzt  werden. 

Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.    IV.  3 
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Raumknrven  r^,  r^^  zwei  Yerwandtschaften  (r^),  (r^^)  4.  Grades  herge- 
stellt seien.  Die  Hauptpunkte  der  (r^)  seien  (3^),  (3J.')^  die  Spuren 
der  r^  in  X  und  Z'^  und  (3jB),  die  Spuren  der  Verbindungslinien  der 
(ßÄ')  in  Z,  (BjB'),  die  Spuren  derjenigen  der  (3^)  in  Z';  jene  doppelt, 
diese  einfach.  Die  zweite  führe  zu  {^Ä^),  (3^^'),  (3jBj),  (ßB^').  In 
beiden  Verwandtschaften  sind  alle  Punkte  von  5  =  ZZ'  sich  selbst 
entsprechend. 

Dadurch  kommen  m  Z  zwei  Felder  (B,  ©j  in  eine  Verwandtschaft 
16.  Grades,  in  der  zwei  Punkte  einander  entsprechen,  welche  dem 
nämlichen  Punkte  von  Z'  in  jenen  Verwandtschaften  korrespondieren. 
Denn  die  einer  Gerade  von  Z  in  der  ersten  Verwandtschaft  entsprechende 
Kurve   4.  Ordnung   geht   durch  die  andere  in  eine  16.  Ordnung  über. 

Einem  der  Punkte  (3^)  von  @j  korrespondiert  in  ©  die  Doppelse- 
kante von  r^,  deren  Spur  er  ist-,  wir  erhalten  dadurch  drei  einfache 
Hauptpunkte  in  ©j.  Wenn  (3^i)  den  (3^')  durch  die  Verwandtschaft 
(r^^)  korrespondieren,  so  sind  dies  doppelte  Hauptpunkte  in  <Si.  Jedem 
der  (3jBi)  entsprechen  durch  (r^^)  Geraden  und  diesen  durch  (r^)  Kurven 
4.  Ordnung,  und  endlich  jedem  der  (ßÄ^)  Kurven  8.  Ordnung. 

Wir  erhalten  so  in  ©j  je  drei  einfache,  doppelte,  vierfache,  acht- 
fache Hauptpunkte;  von  ihnen  liegen  die  ersten  und  dritten  auf  der 
Gerade  s  der  Koinzidenzpunkte.  Die  reduzierten  isologischen  Kurven 
in  ©1  sind  16.  Ordnung  und  haben  noch  drei  doppelte,  drei  dreifache, 
drei  achtfache  Punkte  in  Hauptpunkten.  Also  sind  den  zu  J.,  B  ge- 
hörigen, außer  diesen  Punkten  und  16—1  auf  AB  gelegenen,  noch 
gemein:  16^  -  3  (2^  -|-  3^  +  8^)  -  15  =  10  Punkte.  Das  sind  die 
einzelnen  Koinzidenzpunkte  der  ((S,  ©J.  Sie  führen  zu  der  Zahl 
der  gemeinsamen  Doppelsekanten   der  beiden  kubischen  Raumkurven. 

Zwei  kubische  Raumkurven  (ohne  gemeinsamen  Punkt) 
haben  zehn  gemeinsame  Doppelsekanten.^) 

Daraus  lassen  sich,  für  die  Fälle  gemeinsamer  Punkte,  die  An- 
zahlen der  in  vier  getrennten  Punkten  treffenden  Geraden  leicht  ab- 
leiten; vgl.  Nr.  378  und  382. 

Die  reduzierten  isologischen  Kurven  müssen,  in  jedem  Felde,  ein 
Netz  bilden,  aus  demselben  Grunde,  wie  im  allgemeinen  Falle;  aber 
die  ihnen  gemeinsamen  Hauptpunkte  und  Koinzidenzpunkte  reichen 
diesmal  nicht  zur  Festlegung  hin,  was  ja  auch  nicht  notwendig  ist; 
es  ist  eine  besondere  Eigenschaft  des  allgemeinen  Falles,  daß  sie  es 
tun.  Im  obigen  Beispiel  sind  sie  nur  mit  145,  statt  mit  150,  Punkten 
äquivalent. 

Zu  jedem  Punkte  J.  =  j5'  zweier  ineinander  liegender  Felder 
in  Cremonascher  Verwandtschaft  w*^"^  Grades  gehören  zwei  iso- 

1)  In  den  Annali  di  Matematica  Ser.  II  Bd.  H  S.  28  in  etwas  anderer  Art 
bewiesen.  —  Dazu  führt  auch  Halphens  Satz  über  die  Anzahl  der  gemeinsamen 
Geraden  zweier  Kongruenzen:  Liniengeometrie  Bd.  I  Nr.  34. 
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logische  Kurven^  je  eine  im  andern  Felde.  Beide  gehen  durch  ihn 
und  sind  mit  entsprechenden  Punkten  erfüllt^  welche  mit  ihm  in 
gerader  Linie  liegen;  auf  jedem  Strahle  durch  ihn  n  Paare  bzw. 
n  —  h  Paare,  die  aus  getrennten  Punkten  bestehen. 

Fällt  Ä  in  einen  Hauptpunkt  seines  Feldes,  der  etwa  r-fach  sei, 
so  löst  sich  von  der  isologischen  Kurve  im  andern  die  zugehörige 
Hauptkurve  r^^  Ordnung  ab;  die  restierende  Kurve  (m  -|-  1  —  r)*^"" 
Ordnung  entsteht  durch  den  Büschel  um  den  Hauptpunkt  und  den 
projektiven  Büschel  der  Kurven  (n  —  r)^®''  Ordnung,  die  seinen  Strahlen 
entsprechen. 

Bei  einer  Jonquieresschen  Verwandtschaft  ist  dies,  wenn  A  der 
(n  — l)-fache  Hauptpunkt  ist,  der  Büschel  der  Strahlen  um  den 
andern  {n  —  l)-fachen  Hauptpunkt.  So  entsteht  ein  Kegelschnitt, 
welcher  als  isologische  Kurve  zu  beiden  (??  —  1)- fachen  Haupt- 
punkten gehört  und  diese  Punkte  mit  den  w-f-  2  Koinzidenzen, 
die  ja  jeder  isologischen  Kurve  angehören,  verbindet. 

Deckt  sich  wiederum  ^  im  zweiten  Felde  mit  dem  Haupt- 
punkte A,  so  ist  die  ihm  zugehörige  isologische  Kurve,  deren  Punkte 
denen  des  Kegelschnitts  so  entsprechen,  daß  sie  je  mit  ihnen  auf  einer 
Gerade  durch  ^  =  ^  liegen,  {n  +  1)*^'"  Ordnung  und  hat  diesen  Punkt 
zum  w- fachen,  weil  er  für  den  einen  erzeugenden  Büschel  einfacher, 
für  den  andern  (w  —  l)-facher  Grundpunkt  ist  (Nr.  171). 

Die  Ordnung  n  -{-  1  der  isologischen  Kurven  bedeutet,  daß  die 
Geraden,  welche  die  Punkte  einer  Gerade  l  des  einen  Feldes  mit  den 
entsprechenden  des  andern  verbinden,  eine  Kurve  (n  +  IJ^^  Klasse  um- 
hüllen, für  welche  jene  Gerade,  wegen  der  n  Paare  entsprechender 
Punkte  auf  ihr,  w- fache  Tangente  ist,  sendet  doch  jeder  Punkt  von 
ihr  nur  noch  eine  Tangente  aus.  Die  beiden  Kurven,  die  zu  der 
nämlichen  Gerade  in  beiderlei  Sinne  gehören ,  haben  daher  {n  -f-  !)■ 
—  n^  =  2w  -f  1  andere  gemeinsamen  Tangenten;  für  jede  ist  der  Punkt, 
in  dem  sie  die  Gerade  l  trifft,  mit  beiden  entsprechenden  Punkten  in 
gerader  Linie  gelegen.  Demnach  ist  der  Ort  der  Punkte,  welche 
mit  den  in  beiderlei  Sinne  entsprechenden  Punkten  in  gerader 
Linie  liegen,  eine  Kurve  von  der  Ordnung  2w  +  1.  Sie  geht 
im  allgemeinen  durch  einen  Hauptpunkt  in  seiner  Yielfachheit. 

Zur  Ordnung  2w  +  1  gelangt  man  auch  dadurch,  daß  die  beiden 
isologischen  Kurven,  welche  zu  den  verschiedenen  Punkten  einer  Ge- 
rade /  gehören,  zwei  projektive  Büschel  {n  -\-  l)*®'"  Oidnung  bilden. 
Zum  Erzeugnisse  gehört  die  Gerade,  weil  durch  jeden  Punkt  die  beiden 
zugehörigen  Kurven  gehen.  Es  bleibt  eine  Kurve  von  der  Ordnung 
2w -f  1;  jeder  Punkt  derselben  liegt  mit  den  beiden  entsprechenden 
Punkten  auf  der  Gerade,  die  nach  dem  Punkte  auf  /  geht,  zu  welchem 
die  beiden  in  jenem  sich  schneidenden  Kurven  gehören. 

Besteht    wiederum    eine  Kurve  von  Koinzidenzpunkten,  so   sind 

3* 
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diese  Büschel  von  der  Ordnung  (n  —  h  -{•  1)*®'"  Ordnung;  zum  Erzeug- 
nisse von  der  Ordnung  2  (n  —  h  -{-  1)  —  1  gehört  aber  die  Koiiizidenz- 
kurve;  denn  es  sei  X  ein  Punkt,  in  dem  sie  von  einer  Kurve  des 
J3üschels  im  ersten  Felde  getroffen  wird,  so  fällt  in  ihn  der  ent- 
sprechende X'  und  die  Gerade  nach  dem  zugehörigen  Punkte  auf  l 
ist  als  Verbindungslinie  anzusehen;  derselbe  Punkt  als  X'  gehört  dann 
der  entsprechenden  Kurve  des  Büschels  im  zweiten  Felde  an,  weil 
eben  X'X  nach  jenem  Punkte  geht.  Folglich  bleibt  als  Ort  der  Punkte, 
die  mit  den  beiden  entsprechenden  Punkten  in  gerader  Linie  liegen, 
eine  Kurve  von  der  Ordnung  2n  -{-  1  —  3h. 

An  Stelle  der  beiden  obigen  Kurven  (n  +  l)*®''  Klasse  sind  solche 
von  der  Klasse  n  -{-  1  —  h  getreten,  für  welche  l  (n  —  /i)-fach  ist;  ge- 
meinsam sind  ihnen  auch  die  bestimmten  Verbindungslinien,  welche  den 
sich  selbst  entsprechenden  Punkten  der  Koinzidenzkurve  auf  l  zuge- 
hören. Es  bleiben  (n  +  1  -  hf  -  (n  -  hy  -h  =  2n+  l  —  3h  ge- 
meinsame Tangenten. 
791  Nehmen  wir  nunmehr  Ebenenbündel  an,  welche    in    einer  Cre- 

monaschen  Verwandtschaft  stehen.  Das  Erzeugnis  ist  eine  Kon- 
gruenz, gebildet  durch  die  Schnittlinien  zugeordneter  Ebenen.  Die 
Klasse  ist  n  -\-  2,  da  in  eine  Ebene  eindeutig  verwandte  Strablenf eider 
eingeschnitten  werden,  welche  n  -{-  2  Koinzidenzgeraden  besitzen.  Ein 
Punkt  bestimmt  in  dem  einen  Bündel  einen  Büschel,  und  von  dem 
Kegel  n^^""  Klasse,  der  diesem  entspricht,  gehen  n  Ebenen  durch  ihn, 
also  n  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen. 

Jeder  Bündelscheitel  sendet  einen  Kegel  (n  -f-  1)**""  Ordnung  zur 
Kongruenz:  er  ist  das  Erzeugnis  des  gemeinsamen  Büschels,  als  dem 
andern  Bündel  angehörig,  und  des  ihm  entsprechenden  Kegels  n^^ 
Klasse. 

Das  Erzeugnis  der  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen 
zweier  Ebenenbündel,  welche  in  einer  Cremonaschen  Ver- 
wandtschaft n*^'  Grades  sich  befinden,  ist  eine  Kongruenz 
n^^""  Ordnung  (n  +  2)*®'"  Klasse  mit  den  Scheiteln  als  singu- 
lären  Punkten  (n  -f  1)*''''  Grades. 

Und  die  Kongruenz  der  Verbindungslinien  zweier  Punkt- 
felder in  solcher  Verwandtschaft  hat  die  Ordnung  n  +  2,  die 
Klasse  w,  und  die  Trägerebenen  sind  singulär  vom  (n  -J-  1)*®" 
Grade.  Solche  Kongruenzen  hat  man  Cremonasche  genannt.  Be- 
vorzugen wir  die  durch  Punktfelder  erzeugten,  als  die  zuerst  be- 
handelten und  anschaulicheren.  Ein  r-fa eher  Hauptpunkt  der 
Verwandtschaft  wird  singulär  vom  Grade  r;  weil  er  an  die 
Kongruenz  den  Kegel  r*®""  Ordnung  sendet,  der  die  entsprechende 
Hauptkurve  projiziert.  Indem  man  auf  die  Schnittlinie  der  Ebenen 
sich  selbst  entsprechende  Punkte  bringt,  spaltet  man  die  Bündel  um 
solche  Punkte  von  der  Kongruenz   ab   und  vermindert  die  Ordnung. 
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Besonderes  Interesse  haben  die  Erzeugungen  von  Kongruenzen 
1.  und  2.  Ordnung  gehabt.  Für  sie  sind  solche  Spezialisierungen 
notwendig. 

Wenn  eine  Cremonasche  Verwandtschaft  w^°  Grades  mit 
der  speziellen  Eigenschaft  vorliegt,  daß  jeder  Punkt  der 
Schnittlinie  s  =  ZZ'der  beiden  Ebenen  sich  selbst  entspricht, 
und  überdies  in  einem  der  beiden  Felder  auf  dieser  Gerade 
einen  doppelten  und  w  — 3  einfache  Hauptpunkte  hat,  so 
entsteht  eine  Kongruenz  2.  Ordnung  (n  —  1)*^^  Klasse. 

Der  Schnittlinie  von  Z  mit  einer  Ebene  tt  entspricht  in  Z'  eine 
Kurve  n^""  Ordnung,  welche  der  tt,  außer  in  dem  sich  selbst  ent- 
sprechenden Punkte  TIS,  noch  in  w  —  1  Punkten  begegnet;  von  diesen 
gehen  nach  den  entsprechenden  Punkten  von  Z  auf  ttZ  die  in  tt 
fallenden  Strahlen  der  Kongruenz  aus. 

Aus  P  werde  Z'  in  das  Feld  Z  projiziert  als  Zj,  so  daß  zwischen 
Z  und  Z^  auch  Cremonasche  Verwandtschaft  n^^"^  Grades  besteht, 
wobei  die  speziellen  Voraussetzungen  erhalten  bleiben.  Von  der  zu 
einem  Punkte  A  von  Z  =  Z^  gehörigen  isologischen  Kurve  {n  -f  l)*^"" 
Ordnung  in  Z  löst  sich  die  Gerade  s,  als  Koinzidenzkurve,  ab;  die 
restierende  Kurve  n^^""  Ordnung  geht  daher  von  den  auf  s  gelegenen 
Hauptpunkten  von  Z  nur  noch  durch  den  doppelten  einfach,  durch 
die  w  —  3  einfachen  nicht.  Die  zu  A  und  B  gehörigen  isologischen 
Kurven  n''^''  Ordnung  haben  daher  in  den  Hauptpunkten  von  Z 

Exy  -  (2^  -h  w  -  3)  +  1'  =  n^  -  1  -  i>i  +  1)  +  1  =  ?i'  -  '«  -  1 

Punkte  gemein,  ferner  die  n  —  1  weiteren  Schnitte  mit  AB  (außer 
A  bzw.  B).  Folglich  bleiben  n^  —  {n"  —  n  —  l)  —  {n  —  1)  =  2  Punkte. 
Das  sind  Koinzidenzpunkte  von  Z  und  Z^,  also  Punkte  von  Z,  die 
mit  den  entsprechenden  von  Z'  auf  einer  Gerade  durch  P  liegen; 
so  daß  zwei  Strahlen  der  erzeugten  Kongruenz  durch  diesen  Punkt  gehen. 
Auch  das  andere  Feld  muß  auf  der  Schnittlinie  einen  doppelten 
und  w  —  3  einfache  Hauptpunkte  haben.  Denn  die  Vertauschung  der 
beiden  Felder  würde  sonst  nicht  zur  Ordnung  2  führen.  Durch  jeden 
Punkt  von  Z  oder  Z'  oreht  in  dieser  Ebene  ein  Strahl  der  Kongrruenz, 
der  zweite  neben  dem,  der  den  Punkt  mit  dem  entsprechenden  in 
der  andern  Ebene  verbindet.  Folglich  enthalten  beide  Ebenen 
einen  Büschel  von  Kongruenzstrahlen  und  sind  daher 
für  die  Kongruenz  singulär  vom  1.  Grade.  Jeder  Punkt 
auf  s  entspricht  sich  selbst;  also  gilt  dies  auch  für  die  auf  ihr  ge- 
legenen Hauptpunkte,  so  daß  sie  der  zugehörigen  Hauptkurve  an- 
gehören. Das  bedeutet  für  einen  doppelten  Hauptpunkt,  z.  B.  den 
von  Z  auf  s,  daß  der  Strahlenbüschel,  der  ihn  mit  den  Punkten 
seines  Hauptkegelschnitts  verbindet,  in  Z'  liegt;  also  ist  jeder  der 
beiden     doppelten    Hauptpunkte     der    Scheitel    des    in    der 
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andern  Ebene  befindlichen  Strablenbüschels,  zu  dem  dann 
auch  s  gehört. 

Die  einem  einfachen  Hauptpunkte  auf  s  entsprechende  Haupt- 
gerade  geht  durch  ihn,  und  alle  verbindenden  Strahlen  fallen  in  sie 
zusammen;  so  ergeben  sich  in  jeder  der  beiden  Ebenen  Z,Z' 
noch  n  —  3  dem  Strahlenbüschel  nicht  angehörige  Kongruenz- 
strahlen, welche  je  die  ^  —  3  einfachen  Hauptpunkte  des 
andern  Feldes  in  s  einschneiden. 

Nicht  bei  jeder  Verwandtschaft  sind  die  Voraussetzungen  erfüll- 
bar; in  der  beschriebenen  Weise  sind  nur  die  Kongruenzen  2.  Ordnung 
2.  bis  5.  Klasse  zu   erzeugen;  und  zwar  die   der  5.  Klasse   durch  die 
Verwandtschaft  6.  Grades  mit  zwei  ungleichartigen  Netzen.-^) 
792  Eine   Kurve   m*^'"  Ordnung    des   einen  Feldes    geht  (Nr.  787)  in 

eine  Kurve  von  der  Ordnung  nm  im  andern  über.  Diese  geht 
m5^-fach  durch  den  Hauptpunkt  JS"/,  weil  jene  so  oft  der  zugeordneten 
^h  begegnet.     Das  Geschlecht  der  neuen  Kurve  ist  daher: 

^(mn—l)(mn—2)—^^mSi^(mSf^—l) 

k  k 

wegen  Ij)  und  Sj),  also,  wie  notwendig,  gleich  dem  der  gegebenen  Kurve. 

Hat  diese  außerhalb  der  Hauptpunkte  gelegene  vielfache  Punkte, 
so  gehen  diese   in  ebenso   vielfache   der  transformierten  Kurve   über. 

Geht  C^  durch  einen  r^.- fachen  Hauptpunkt  p^-mal,  so  reduziert 
sich  die  Ordnung  der  transformierten  Kurve  auf  nm — ^r.o^. 

Eine  Hauptkurve  \  von  der  Ordnung  s^  hat,  im  Grunde,  zum 
entsprechenden  Gebilde  nicht  bloß  den  //"/,  sondern  den  Inbegriff  der 
Hauptkurven  h!,  durch  deren  Hauptpunkte  H.  sie  geht,  und  zwar  je 
a^j^-fach;  wodurch  die  Formel  6): 

i 

sich  von  neuem  ergibt. 

Ebenso  setzt  sich  die  volle  entsprechende  Kurve  w^*®'"  Ordnung 
welche  der  Kurve  C"  zugehört,  die  einer  Gerade  V  aus  Z'  korrespon- 
diert, aus  dieser  und  den  Hauptkurven  \r^^^  Ordnung,  je  r^-fach  ge- 
rechnet zusammen;  so  daß: 

2r,'  +  1  =  »^ 
d.  i.  die  Formel  ij).     Dieselbe  ergibt  sich  auch,  wenn    man  zu  einer 
isologischen  Kurve  die  volle  entsprechende  aufsucht. 


1)  Vgl.  Liniengeometrie  IL  Nr.  350,  und  hinsichtlich  der  Konjrruenzen  1.  Ord- 
nung Nr.  308.  Hirsts  erste  Untersuchung  On  Cremonian  Congruences  findet 
sich:  Proc.  London  Math.  Soc.  Bd.  14  S.  251. 
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Bei  ineinander  liegenden  Feldern  geht  die  Kurve  n^^^  Ordnung  793 
in  X',  welche  einer  Gerade  l  entspricht,  wohl  durch  die  Hauptpunkte 
des  zweiten  Feldes,  aber  nicht  durch  die  des  ersten;  wird  sie  daher 
diesem  zugerechnet  und  die  Transformation  wiederholt,  so  findet 
keine  Abzweigung  statt;  es  entsteht  eine  Kurve  von  der  Ordnung  n^, 
welche  der  Gerade  l  von  Z  in  derjenigen  Transformation  !P  entspricht, 
welche  das  Ergebnis  der  zweimal  vorgenommenen  gegebenen  Trans- 
formation T  ist.  In  dieser  T^  sind  entsprechend  solche  Punkte,  welche 
in  T  in  beiderlei  Sinne  dem  nämlichen  Punkte  oder  welche  ihm  in 
T"-^  und  T  entsprechen.  Man  hat  sie  auch  die  abgeleitete  Trans- 
formation der  T  genannt^). 

Der  Grad  der  /«^  Potenz  Tp  ist  also  n^. 

Die  n  -\-  2  Koinzidenzpunkte  von  T  bleiben  fortwährend  Koinzi- 
denzpunkte. Aber  Tp  hat  nP -\- 2  ^  und  folglich  nP  —  n  weitere. 
Damit  ist  gesagt,  daß  es  so  viele  Punkte  gibt,  die,  in  T  je  vom  ent- 
sprechenden Punkt  verschieden,  bei  _p-maliger  Wiederholung  in  sich 
zurückkehren.  Es  ergibt  sich  ein  Zyklus  von  p  Punkten.  Ist  p 
Primzahl,  so  kann  ein  solcher  Zyklus  nicht  aus  einem  mehrmals 
durchlaufenen  Zyklus  von  weniger  Elementen  bestehen.  Da  ein  Zyklus 
bei  jedem  seiner  p  Punkte  begonnen  werden  kann,  so  ist  die  An- 
zahl der  Zykeln 

n'^  —  n n{nP~^  —  1) 

P       ~  P 

Das  muß  also  eine  ganze  Zahl  sein,  was  selbstverständlich  ist,  wenn 
n  durch  p  teilbar  ist;  ist  aber  n  zur  Primzahl  p  teilerfremd,  so  muß 
nP~^  —1  durch  p  teilbar  sein,  oder 

nP~^  =  l  (modpX 

Das  ist  der  Fermatsche  Satz  für  einen  Primzahl-Modul,  für  den 
wir  so  einen  geometrischen  Beweis  erhalten  haben. 

Ist  aber  p  nicht  Primzahl,  und  d  ein  Teiler  von  J9,  so  ist 
jeder    Zyklus,    zu    dem    die    d^^    Potenz    der    Transformation    führt, 

~^-mal  durchlaufen,  ein  „uneigentlicher^*  Zyklus  vom  p^^^  Grade;  und 

diese  uneigentlichen  Zyklen  müssen  erst  ausgeschieden  werden,  wenn 
wir  die  Anzahl  der  eigentlichen  Zyklen,  bei  denen  wirklich  p  Punkte 
durchlaufen  werden,  ehe  Rückkehr  stattfindet,  haben  wollen. 

Diese  Anzahl  läßt  sich  mit  Hilfe  eines  allgemeinen  Satzes  der 
Zahlentheo rie^)  gewinnen: 

Wenn  zwei  zahlentheoretische  Funktionen  f{p),  ip  (p)  in  der  Be- 
ziehung stehen,  daß: 

1)  Döhlemann,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  Bd.  36  S.  356. 

2)  Bachmann,  Elemente  der  Zahlentheorie  (Bd.  I)  S.  41,  42;  oder  auch: 
Grundlehren  der  neueren  Zahlentheorie  (Sammlung  Schubert  Bd.  LIII)  S.  26. 
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f(j>)  =  Mi(l)  +  ^v(ß)  +  vK)  +  ...  +  xv{p) 
ist,  wo  1,  d,d',-p  die  sämtlichen  Teiler  von^  sind,  so  ist  umgekehrt: 

^{p) = m  -  z,  f{f)  +  X,  f{-^)  -  X3  f{j^^)  +  ■■■ 

worin  p^  p\  p'\  •  •  •  alle  Primteiler  von  p  sind  —  deren  Anzahl  a 
sei  —  und  die  Summe  Z-  sich  über  alle  Produkte  von  je  i  Prim- 
teilern erstreckt.  In  unserem  Falle  ist  f(p)  =  7i;i'-\-2  und  \\f(p)  ist  die 
_29-fache  Anzahl  der  eigentlichen  Zykeln  von  p  Punkten.  Es  ist  w^  -f  2 
gleich  der  Summe  der  Anzahlen  vp(l),  \\j(d),  -  -  --^  \\)(1)  ist  n  +  2,  die 
Zahl  der  Koinzidenzpunkte  von  T. 
Folglich  ist: 

vp(^)  =  nP  +  2-2^^(w^  -j-  2)  +  ^j^^'^'  +  2) 

Sind  a^j  =  1,  a^  =  a^  0^=  J  a(a—  1),  ••  •  die  Binomialkoefiizien- 
ten  von  a,  so  haben  die  Summen  bzw.  a^,  a^,  «3?  ■  •  Grlieder  und  die 
Summanden  2  führen  zur  Summe: 

2(ao  -  tti  H-  Og  -  ttg  H )  =  0 

nach  dem  bekannten  Satze  über  die  Binomialkoeffizienten. 
Somit  ist: 

7  M^  0)  =  ^p\f  -^^  ^^^' + 2,  ^^'  ~  2^^^^^'  +  •  •  7 

die  Anzahl  der  eigentlichen  Zykeln  von  p  Elementen  einer 
Cremonaschen  Transformation  n^^"^  Grades  zwischen  Feldern 
derselben  Ebene^). 

Wenn  z.  B.  n  =  2,  p  =  10,  so  ergibt  sich: 

vp  (10)  =  2^0  _  (25  _f  22)  +  2  =  990; 

die  Anzahl  der  Zykeln  ist  99;  bei  p  =  b  gibt  es  ß,  bei  p  =  2  einen 
Zyklus. 

Die  2^^  +  2  =  1026  Koinzidenzpunkte  der  10*«^  Potenz  setzen 
sich  zusammen  aus  den  vier  Koinzidenzpunkten  der  quadratischen 
Transformation  und  den  2,  30,  990  Punkten  der  1,  6,  99  Zykeln  von 
je  2,  5,  10  Elementen. 

Heben  wir  noch  das  Ergebnis  für  p  =  2  hervor. 

Ein  Zyklus  von  zwei  Punkten  ist  ein  Paar  sich  involutorisch 
entsprechender  Punkte  der  gegebenen  Verwandtschaft.  Eine  Cremo- 
nasche  Verwandtschaft  w*®"  Grades  zwischen  Feldern  der 
nämlichen  Ebene  hat 

-i-(w-  —  n)  =  -\n{n  —  1) 

1)  Hirst,  Quarterly  Journal  of  Mathematics,  Bd.  17  S.  301  (für  die  qua- 
dratische Verwandtschaft) ;  S.  Kantor,  Annali  di  MatematicaSer.il  Bd. 10  S.64,  71. 
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Paare   involutorisch    sich    entsprechender   Punkte,   die   qua- 
dratische Verwandtschaft  ein  Paar. 

Es   liegt   eine   Kurve   m^"^  Ordnung  vor ;   ihre  vielfachen  Punkte  794 
seien  nur  Doppelpunkte  (einschl.  Rückkehrpunkte),  aber  so  zahlreich, 
daß   alle   Hauptpunkte    eines   homaloidischen   Netzes   w*"''  Ordnung   in 
sie  gelegt  werden  können.    Dann  geht  die  Kurve  durch  die  zugehörige 
Verwandtschaft  über  in  eine  von  der  Ordnung: 

mn  —  2Erx^  =  mn  —  6(w  —  1) 
wegen  Formel  3).     Der  Überschuß  über  m  ist: 

(^_6)(«-l), 
was  ^  0,  wenn  m  ^  6  ist. 

Ist  die  Anzahl  der  Doppelpunkte  kleiner  als  die  der  Hauptpunkte, 
so  bekommen  einige  Glieder  von  ZrXj,  den  Faktor  1  oder  0  statt  2, 
die  Reduktion  ist  kleiner,  die  Ordnung  höher. 

Kurven  von  höherer  als  5.  Ordnung,  welche  keine  höheren 
vielfachen  Punkte  besitzen  als  doppelte,  können  durch  eine 
Cremonasche  Transformation  nicht  in  Kurven  niedrigerer 
Ordnung  übergeführt  werden. 

Die  niedrigste  zu  erzielende  Ordnung  ist  (w  —  6)  w  -}-  6,  so  daß 
eine  Kurve  6.  Ordnung  von  solcher  Beschaffenheit  durch  eine  derartige 
Transformation  immer  wieder  in  eine  der  6.  Ordnung  übercreht.  Bei 
den  Kurven  3.,  4.,  5.  Ordnung  sind  Erniedrigungen  möglich  (wo- 
fern das  Geschlecht  dies  zuläßt).  So  kann  man  jede  Kurve  4.  oder 
5.  Ordnung  vom  Geschlecht  0  oder  1  überführen  (und  dadurch  zu  ihr 
in  eindeutige  Beziehung  bringen)  in  eine  Kurve  3.  Ordnung,  eine 
Kurve  5.  Ordnung  vom  Geschlecht  2  oder  3  in  eine  Kurve  4.  Ordnung. 

Besitzt  aber  die  zu  transformierende  Kurve  Punkte  höherer  Viel- 
fachheit, so  kann  auch  bei  höherer  Ordnung  Erniedrigung  eintreten. 
Eine  Kurve  m^'^  Ordnung  sei  z.  B.  dadurch  vom  Geschlecht  p,  daß 
sie  einen  (w  — 2) -fachen  Punkt  0  und  m  —  2—p  Doppelpunkte  be- 
sitzt, sodaß  w^^-f-2;  so  geht  sie  durch  eine  Jonquieressche 
Transformation  {ni  —  1)*^^  Grades,  von  welcher  0  der  (m  —  2)-fache 
Hauptpunkt  in  ihrem  Felde  ist  und  die  2(^m  —  2)  einfachen  Haupt- 
punkte in  die  m  —  2  —  p  Doppelpunkte  und  m  —  2  -{■  p  einfache 
Punkte  gelegt  sind,  über  in  eine  Kurve  von  der  Ordnung 

w(-wi  -  1)  -  {m  -  2y  -  2{ni  —  2  - p)  -  (m  -  2  -\- p)  =p  +  2, 

welche  wenigstens  nicht  >m  ist^). 

In  einem  Büschel  von  Kurven  ^w*®"*  Ordnung  vom  Ge- 
schlecht 0,  bei  denen  dies  Geschlecht  durch  die  gemein- 
samen Punkte  bewirkt  wird,  ist  (Nr.  782): 

1)  Cremona,  Rendiconti  dell'  Istituto  Lombardo  Ser.  II  Bd.  2  S.  566. 
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wo  s,  t,  u  die  drei  höchsten  Vielfachheiten  bei  diesen  Punkten  sind. 
Werden  in  die  drei  Punkte  die  Hauptpunkte  einer  quadratischen  Ver- 
wandtschaft gelegt,  so  gehen  die  Kurven  über  in  Kurven  von  der 
Ordnung  2m  —  (s -^  t -{- u)^  die  <m  ist-,  und  der  Büschel  kann 
allmählich  in  einen  Strahlenbüschel  transformiert  werden^). 

Sobald  die  Ordnung  >5  ist,  müssen  sich  unter  den  Grundpunkten 
solche  von  höherer  Vielfachheit  als  2  befinden  (Nr.  782). 

Solche   Ordnungserniedrigungen   ermöglichen,   Probleme   zu   ver- 
einfachen. 
795  Wenn    zwei    Transformationen    w*^""    und   n^^^^   Grades,    die    eine 

zwischen  Z  und  Z',  die  andere  zwischen  (S  ^  Z^  :  Z'  und  Z^'  aus- 
geführt werden,  so  daß  die  beiden  Figuren  in  der  mittleren  Ebene  @ 
ganz  unabhängig  von  einander  sind,  so  entsteht  eine  Transformation 
vom  Grade  w%  zwischen  Z  und  Z^'.  Einem  r-fachen  Hauptpunkt 
von  Z  entspricht  in  Z'  eine  Kurve  r*®'"  Ordnung,  also  in  Z^'  eine 
Kurve  Wj^*®^  Ordnung,  und  er  ist  w^r-facher  Hauptpunkt  geworden;  ein 
r^-facher  Hauptpunkt  von  Z^  geht  durch  die  erste  Transformation  in 
einen  Punkt  von  Z  über,  der  nun  für  das  Produkt  r^-fach  geworden  ist. 
Ebenso  wird  ein  s^-facher  Hauptpunkt  in  Z^'  ^^s^-fach,  und  ein  5-facher 
in  Z'  liefert,  nach  Z^'  transformiert,  einen  .s- fachen  für  das  Produkt. 

Z.  B.,  wenn  für  die  erste  Transformation  gilt: 

w  =  2,  a^i  =  3;   2/i  =  3 
und  für  die  zweite: 

w  =  4,  a^i  =  67  x^  =  1;  2/i  =  ö,  2/3  =  1, 
so  erhalten  wir  eine  Transformation: 

Q       ^4  =  3;  ^2  =  6;  2/6  =  1; 

^1  =  6;  ^3  =  1;      Vi  =  3. 
Oder  wenn  multipliziert  werden: 

w  =  2,  ^1  =  3;  2/1  =  3     und 
n  =  5,  ^r^  =  3,   a^2  =  3^  ^3  =  1;  ^1  =  3;  2/2  =  3;  2/3  =  1; 
SO  ergibt  sich: 

.^      '^5  =  3,  2/^  =  3,  ^,  =  3,  2/6  =  1, 

w  =  10, 

X^  =  O,    X^  =  D,    X^  =  \'^       2/1  =  O. 

Durch  Multiplikation  zweier  Jonquieresschen  Transformationen 
von  den  Graden  n  und  n^  ergibt  sich  eine  Transformation  vom  Grade 
nn^y  für  welche: 

Xn,  =  2{n  -   1),    Xn,{n-1)  =1;      2/„  =  2{n^  —  1),    2/«{nx-l)  =   h 

x^  =  2(wi  -  1),  Xn,^i  =  15      2/1  =  2(w  —  1),  yn^i  =  1^). 


1)  Nöther,  Math.  Annalen  Bd.  3  S.  165. 

2)  Jonquieres,  Comptes  rendus  Bd.  101  S.  720. 
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§  112.  Die  quadratisclie  Verwandtschaft. 

Bei  ihr  enthält  jedes  der  beiden  Felder  3  Hauptpunkte^  denen  796 
im  andern  Hauptgeraden  zugeordnet  sind.  Diese  müssen  durch 
die  Hauptpunkte  ihres  Feldes  bestimmt,  also  ihre  Verbindungslinien 
sein.  Wenn  nun  Ä,  B,  (7;  Ä^\  B^,  C^  die  Hauptpunkte  und  den 
ersteren  die  Hauptgeraden  B^ C^' j  C^ A^ ,  A^' B^'  zugeordnet  sind,  so 
ist  das  nur  Sache  der  Bezeichnung.  Es  folgt  daraus,  daß  BC,  CA,  AB 
zu  A^\  B^\  Cj'  als  Hauptgeraden  gehören;  denn  weil  A^  auf  C^ A^ 
und  A^B^  liegt,  so  befinden  sich  B,  C  unter  den  ihm  entsprechenden 
Punkten.  Wenn  diese  Zuordnung  statt  hat,  so  werden  A  und  J./, 
B  und  B^,  C  und  C^  homologe  Hauptpunkte  genannt,  es  gilt 
dann,  daß  jedem  von  zwei  homologen  Hauptpunkten  die 
Gegenseite  des  andern  zugeordnet  ist. 

Jeder  Gerade  entspricht  ein  Kegelschnitt,  der  dem  Hauptdreiecke 
der  andern  Ebene  umgeschrieben  ist;  geht  sie  durch  einen  Haupt- 
punkt, etwa  A,  so  zerfällt  er  in  die  dem  A  korrespondierende  Haupt- 
gerade B^Ci  und  eine  Gerade  durch  ^/,  welche  die  eigentliche  ent- 
sprechende Gerade  ist.  So  bekommen  wir  um  zwei  homologe 
Hauptpunkte,  wie  A  und  A^',  zwei  projektive  Büschel  ent- 
sprechender Geraden  a  und  a';  in  dieser  Projektivität  sind^^und 
A^' C^.  AC  und  A^' B^  zugeordnet;  denn  z.  B.  der  AB  entspricht  wegen 
ihrer  Punkte  A,  B  das  Paar  der  Geraden  B^C^,  A^C\'-^  letztere  ist 
die  a\  wenn  wir  AB  als  Strahl  a  durch  A  auffassen. 

Dieses  Entsprechen  der  Büschel  A  und  J./,  .  .  .  fordert,  daß  homo- 
loge Hauptpunkte  zugleich  reell  sind.  Daher  sind  die  Haupt- 
dreiecke entweder  beide  vollständig,  oder  nur  zwei  homologe 
Hauptpunkte  und  ihre  Gegenseiten,  die  zugeordneten  Haupt- 
geraden, sind  es. 

Auf  zwei  entsprechenden  Geraden  a,  a  sind,  wegen  der  Eindeutig- 
keit der  Verwandtschaft,  die  Punktreihen  projektiv,  wobei  den  Punkten 
A  und  (a,BC)  die  ia\  B^  C^)  und  A^  entsprechen;  auf  AB  und 
^/C/,  AC  und  A^B^  ist  diese  Projektivität  ausgeartet,  wobei  für 
jene  B  und  0^'   die    singulären  Elemente   sind,  für   diese  C  und  B^. 

Es  sind  aber  auch  die  Punktreihen  auf  einer  Gerade  g 
und  auf  dem  entsprechenden  Kegelschnitte  g^  projektiv,  also 
das  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  auf  jener  gleich  dem  der  vier 
entsprechenden  auf  diesem;  in  der  Tat,  die  Strahlenwürfe  der  a  und 
a',  welche  diese  und  jene  aus  A  bzw.  JL/  welcher  auf /^  liegt?  proji- 
zieren, sind  projektiv.  Daraus  folgt,  daß  zwei  projektive  Punktreihen 
auf  g  oder  g'^  in  ebensolche  auf  dem  andern  Gebilde  übergehen,  eine 
Involution  in  eine  Involution. 

Jeder  Strahlenbüschel  X  und  der  entsprechende  Kegel- 
schnitt-Büschel {A^B^C^X)  sind  projektiv  (Nr.  784j.  Dies  zeigt 
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sich  in  vorliegendem  Falle  in  folgender  Weise;  wir  schneiden  den 
letzteren  Büschel  mit  einer  durch  X'  gehenden  Gerade  g\  wodurch 
er  zu  deren  Punktreihe  projektiv  wird,  mit  inzidierenden  Elementen 
als  homologen,  den  ersteren  mit  dem  entsprechenden  Kegelschnitte  g^^ 
der  durch  X  geht,  und  dessen  Punktreihe  zu  der  auf  g'  projektiv  ist. 
Daraus  folgt,  daß  der  Strahlenbüschel  X  auch  dem  Büschel 
der  Tangenten  in  X'  an  die  Kegelschnitte  projektiv  ist. 

Einer  Kurve  m*®""  Ordnung  0'"  korrespondiert  eine  Kurve 
2^ter  Ordnung,  welche  die  Hauptpunkte  zu  w^-fachen  Punkten 
hat,  weil  jene  die  Hauptgeraden  so  oft  trifft.  Wenn  X  ein  Schnitt- 
punkt der  Kurve  C"*  etwa  mit  BC  ist,  so  berührt  die  ent- 
sprechende Kurve  in  Ä^'  den  Strahl,  welcher  dem  ^X  in  der  obigen 
Projektivität  korrespondiert;  wie  der  Nachbarpunkt  von  X  auf  der 
Kurve  und  sein  entsprechender  dem  Ä^  unendlich  nahe  beweist. 
Geht  C"^  aber  a-mal  durch  Ä^  ß-mal  durch  B,  T-mal  durch  C, 
so  bleibt  als  eigentliche  entsprechende  Kurve  eine  von  der 
Ordnung  2m  —  a  —  ß  —  f,  welche  durch  Ä^'  (m— ß  — T)-inal 
geht,  weil  er  (ß  -f  Y)-fach  auf  den  sich  absondernden  Hauptgeraden 
liegt,  durch  B^    (m  —  j  —  (x)-mal,  durch  6\'  (m  —  a  —  ß)-mal. 

So  entspricht  einem  Kegelschnitte,  der  durch  A,  B  geht,  ein  durch 
Ä^',  B^'  gehender  Kegelschnitt.  Lassen  wir  also  beispielsweise  die 
beiden  Paare  Hauptpunkte  die  absoluten  Punkte  der  Ebenen  sein,  so 
erhalten  wir  eine  Transformation,  welche  jeden  Kreis  wiederum  in 
einen  Kreis  überführt:  die  Kreis  verwand  tschaft,  der  wir  einen  be- 
sondern Abschnitt  widmen  wollen. 

Berührt  eine  Kurve  eine  Hauptgerade,  so  erhält  die  entsprechende 
den  zugeordneten  Hauptpunkt  zum  Rückkehrpunkt. 
797  Steiner^)    hat    in    sehr    einfacher  Weise   vermittelst  zweier  Ge- 

raden eine  quadratische  Verwandtschaft  hergestellt.  Er  läßt  in 
zwei  Ebenen  Z,Z'  zwei  Punkte  einander  entsprechen,  in  denen 
je  derselbe  Strahl  eines  Strahlennetzes  \u,  v]  sie  trifft;  was 
man  als  windschiefe  Projektion  bezeichnet  hat.  Eine  Gerade  l 
in  J.  führt  zu  einer  Regelschar  [uvl\,  welche  die  Z'  im  entsprechenden 
Kegelschnitte  schneidet.  Hauptpunkte  sind  in  Z  die  Spuren  C/,  V 
von  Uy  V  und  des  in  Z'  gelegenen  Netzstrahls,  welche  letztere  auf  ZZ' 
liegt;  für  sie  ist  dieser  Netzstrahl  die  zugehörige  Hauptgerade,  für  U 
die  Spur  der  Ebene  Uv  in  Z'.  Jeder  Punkt  der  ZZ'  entspricht 
sich  selbst. 

Da  die  Leitgeraden  w,  v  auch  imaginär  sein  können,  so  sind  beide 
Fälle  hinsichtlich  der  Realität  der  Hauptdreiecke  möglich;  Steiner  hat 
a.  a.  0.  reelle  Geraden  vorausgesetzt. 

Wenn  in  den  Büscheln  Ä  und  A^',  B  und  jB/  je  a  und  a',  h  und  h' 


1)  Gesammelte  Werke,  Bd.  1,   Systematische  Entwickelung  (1832)  Nr.  59. 
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homolog  sind,  so  sind  die  Punkte  ah  und  ah'  entsprechend.  Dies  führt 
zu  der  Herstellung  der  quadratischen  Verwandtschaft  nach  Seydewitz.^) 

Zwei  Büschel  A  und  j5  in  1  werden  bzw.  zu^/,  B^  in  Z'  pro- 
jektiv gemacht;  wenn  in  diesen  Projektivitäten  51,  35  den 
Strahlen  AX,BX  die  Strahlen  Ä\X',  B^^X'  entsprechen,  so 
sind  X  und  X'  in  der  Verwandtschaft  zugeordnet.  In  Nr.  264 
waren  21,  35  so  beschaffen,  daß  in  beiden  AB  und  A^B^'  homolog 
sind;  da  entsteht  Kollineation.     Dies  nehmen  wir  jetzt  nicht  an. 

Durchläuft  X  eine  Gerade,  so  werden,  wie  früher,  die  Büschel 
Af  B  perspektiv,  aber  nicht  mehr  die  A^\  B^ ;  das  Erzeugnis,  der  Ort 
der  X\  ist  ein  Kegelschnitt,  der  durch  A^\  B^  geht,  die  damit  Haupt- 
punkte werden.  Der  dritte  in  J.'  ist  der  Schnittpunkt  C^  der  beiden 
jetzt  sich  nicht  vereinigenden  Strahlen  von  A^,  B^\  welche  in  21,  S8 
dem  AB  entsprechen.  Wie  auch  die  Gerade  in  Z  gezogen  wird, 
immer  ist  in  der  Perspektivität  zwischen  A  und  B  die  AB  sich 
selbst  entsprechend,  also  werden  in  der  Projektivität  zwischen  A-^j  B^ 
die  Strahlen  A^G^,B^C^'  einander  entsprechend;  der  erzeugte  Kegel- 
schnitt geht  durch  C/. 

In  Z  sind  Hauptpunkte  A,  B,  C,  von  denen  der  letzte  ebenso 
erhalten  wird  wie  C^',  als  Schnittpunkt  der  Strahlen,  die  in  %  und  35 
dem  A^  B^  entsprechen.  Daraus  erheUt,  daß,  wenn  X  in  0  zu  liegen 
kommt,  X'  sich  über  die  ganze  Gerade  A^B-^  ausbreitet,  diese  Ge- 
rade A^ B^  also  die  dem  C  zugehörige  Hauptgerade  ist.  FäUt 
X  in  A,  so  wird  AX  unbestimmt,  während  ^X  in  BA  fäUt;  daher 
ist  X'  jeder  Punkt  von  B^C^'y  die  in  35  der  BA  entspricht;  mithin 
sind  B^C^',  A^' C^'  die  zu  A,  B  gehörigen  Hauptgeraden. 

Das  Zerfallen  der  Kegelschnitte,  welche  den  durch  einen  Haupt- 
punkt gehenden  Geraden  entsprechen,  kommt  auf  verschiedene  Weise 
zustande.  Geht  a  durch  ^4,  so  wird  die  Perspektivität  zwischen  den 
Büscheln  A  und  B  ausgeartet,  mit  a  und  BA  als  singulären  Strahlen; 
folglich  wird  es  auch  die  Projektivität  zwischen  A^'  und  J5/,  wobei 
a\  welche  der  a  in  21  entspricht,  und  B^C^  singulär  sind;  Erzeugnis 
ist  das  Geradenpaar  {a\  B^' G^).  Geht  c  durch  C,  so  werden  AC,  BC 
in  der  Perspektivität  entsprechend,  also  in  der  Projektivität  von  ^4/,  B^' 
der  gemeinsame  Strahl  sich  selbst  entsprechend,  so  daß  auch  hier 
Perspektive  Lage  eintritt;  das  Erzeugnis  besteht  aus  A^ B^  und  der 
Perspektivitätsaxe  c,  die  durch  C^  geht. 

Die  Seydewitzsche  Konstruktion  setzt  vollständig  reelle 
Hauptdreiecke  voraus. 

Und  umgekehrt,  jede  quadratische  Verwandtschaft  mit 
solchen  Hauptdreiecken  kann  so  hergestellt  werden,  weil  sie 
ja  drei  reeUe  Paare  projektiver  Büschel  enthält. 


1)  Archiv  f.  Mathem.  und  Phys.  1.  Reihe  Bd.  7  S.  113. 
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Aus  ihr  ergiebt  sich,  daß  die  quadratische  Verwandtschaft 
eindeutig  bestimmt  ist  durch  zwei  Paare  homologer  Haupt- 
punkte und  drei  Paare  entsprechender  Punkte  X,  X';  F,  Z'; 
ZyZ'-^  oder  durch  alle  drei  Paare  homologer  Hauptpunkte  und 
ein  Paar  entsprechender  Punkte  X,  X'.  Die  Projektivitäten  51,35 
sind  im  zweiten  Falle,  den  es  genügt  zu  behandeln: 

Aiß,  C,  X)  Ä  A'iC,',  B,',  X'),  B{A,  C,  Z)  A  B^iC,',  A,\  X'). 

Die  sogenannte  projektive  Drehung  von  Steiner^)  ist  von 
der  S ey  de witz sehen  Konstruktion  nur  ein  Spezialfall;  sie  besteht  darin, 
daß  zwei  Büschel  Ä,  B  derselben  Ebene  durch  beliebige  Winkel  um 
ihre  Scheitel  gedreht  werden:  dem  X  entspricht  der  Schnittpunkt  der 
Strahlen  ÄXy  SX  in  ihrer  Lage  nach  der  Drehung. 

Wir  erinnern  an  die  quadratischen  Verwandtschaften,  welche  in 
Nr.  503  und  506  bei  zwei  koUinearen  Flächen  2.  Grades  bzw.  bei 
einer  in  sich  kollinearen  Fläche  2.  Grades  sich  ergeben  haben.  Ist 
im  letztern  Falle  die  Kollineation  Identität,  so  hat  man  die  quadratische 
Verwandtschaft  der  Strahlen,  welche  aus  zwei  Punkten  einer  Fläche 
2.  Grades  die  übrigen  Punkte  derselben  projizieren. 
798  Wir  wissen  schon  (Nr.  430),   daß  zwei  Korrelationen  T^,  Tg 

und  ihr  Büschel  eine  quadratische  Verwandtschaft  hervor- 
rufen. Jedem  Punjkt  X  von  Z  wird  in  X'  der  Schnittpunkt  X' 
seiner  beiden  Polaren  x^,  x^  in  Fj^,  V ^  zugeordnet,  also  der  dem 
X  gemeinsam  konjugierte  Punkt  X'  in  diesen  Korrelationen 
und  allen  ihres  Büschels;  die  Polaren  x^^  x^  von  X'  schneiden  sich 
in  X.  Diese  Herstellungs weise  der  quadratischen  Verwandtschaft 
wurde  zuerst  von  Reye  erörtert.^) 

Ein  Spezialfall  davon  ist  die  involutorische  quadratische  Ver- 
wandtschaft der  doppelt  konjugierten  Punkte  einer  ebenen  Korre- 
lation (Nr.  307). 

Begnügen  wir  uns  zunächst  mit  den  beiden  Korrelationen  V ^  V ^ 
so  gelangen  wir  zum  2.  Grade  und  zu  den  Hauptpunkten  folgender- 
maßen. Durchläuft  X  eine  Gerade  ?,  so  beschreiben  x^,  x^  projektive 
Büschel  und  X'  einen  Kegelschnitt  T^,  der  also  der  l  entspricht;  einer 
zweiten  Gerade  m  entspreche  m'^.  Gemeinsam  ist  ihnen  der  Punkt, 
welcher  dem  Punkte  Im  korrespondiert.  Jeder  von  den  drei  andern 
Schnittpunkten  hat  zwei  verschiedene  entsprechende  Punkte  auf  l  und 
m;  also  haben  seine  Polaren  diese  Punkte  gemeinsam  und  fallen  zu- 
sammen. Wir  haben  die  Hauptpunkte  A^^  jE?/,  (7/,  welche  in  Tj,  V ^ 
je  dieselbe  Polare  und  alle  Punkte  auf  ihr  zu  gemeinsam  konjugierten 
Punkten  haben;  so  daß  diese  Polaren  die  zugeordneten  Hauptgeraden 


1)  Steiner-Schröters  Vorlesungen  3.  Aufl.  S.  214. 

2)  Reye,  Zeitschr.  f.  Mathem.  Bd.  11  S.  280;   Geometrie  der  Lage  3.  Aufl, 
2.  Abt.  25.  Vortrag. 
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in  Z  sind.  Ist  Ä  der  Schnitt  der  zu  B/^  C^  gehörigen,  so  müssen 
seine  Polaren  in  Z'  diese  beiden  Punkte  enthalten,  also  sich  ver- 
einigen, so  daß  B^'  C^  zu  A  gehörige  Hauptgerade  wird. 

Erweitern  wir  Fj,  Tg  zum  Büschel,  so  sind  die  Zentren 
der  drei  zentralen  Korrelationen  desselben  die  Hauptpunkte; 
jedem  ist  gemeinsam  polar  die  VerbindungsHnie  der  beiden 
nicht  zugehörigen  Zentren  im  andern  Felde.  Zwei  zusammen- 
gehörige Zentren  sind  homologe  Hauptpunkte. 

Der  Ort  der  Pole  einer  Gerade  l  in  den  verschiedenen 
Korrelationen  des  Büschels  (Nr.  409)  ist  identisch  mit  dem 
Orte  der  Punkte,  welche  den  Punkten  von  l  in  bezug  auf  den 
Büschel  gemeinsam  konjugiert  sind;  also  ist  er  der  der  Ge- 
rade l  in  der  quadratischen  Verwandtschaft  entsprechende 
Kegelschnitt.  Er  geht  durch  die  Hauptpunkte,  welche,  als  Zentren, 
die  Pole  der  l  in  bezug  auf  die  zugehörigen  zentralen  Korrelationen  sind. 

Man  kann  F^,  Tg  durch  zwei  beliebige  Korrelationen  des 
Büschels  ersetzen;  ersetzt  man  sie  durch  zwei  von  den  zentralen, 
deren  Korrelation  ja  auf  eine  Projektivität  der  Strahlenbüschel  um 
die  Zentren  hinausläuft,  so  hat  man  die  Seydewitzsche  Erzeugung 
als  Spezialfall  der  R  eye  sehen.  Nimmt  man  eine  allgemeine  und  eine 
zentrale  Korrelation  des  Büschels,  so  ergibt  sich  folgende  Her- 
stellungsweise quadratisch  verwandter  Felder.  In  den  Ebenen  zweier 
korrelativer  Felder  liegen  zwei  projektive  Büschel;  es  werden  Punkte 
einander  zugeordnet,  die  in  der  Korrelation  konjugiert  sind  und  zu- 
gleich auf  entsprechenden  Strahlen  dieser  Büschel  liegen. 

Die  Korrelation  zweier  Bündel  0,  0',  zusammengestellt  mit  der 
Identität  im  Ebenenbüschel  um  0  0',  führt  zu  der  oben  erwähnten 
quadratischen  Verwandtschaft  der  Bündel,  in  welcher  entsprechende 
Strahlen  die  Punkte  der  durch  die  Bündel  erzeugten  Fläche  2.  Grades 
projizieren. 

Liegen  die  Felder  ineinander,  so  sind  die  vier  sich  selbst 
entsprechenden  Punkte  der  quadratischen  Verwandtschaft 
(Nr.  790)  die  gemeinsamen  Punkte  der  Punkt-Kernkurven  von 
Tj,  Fg,  durch  welche  diejenigen  aUer  Korrelationen  des  Büschels  gehen. 
Die  Punkt- Kernkurven  der  zentralen  Korrelationen  entstehen  durch 
die  betreffenden  projektiven  Strahlenbüschel;  und  je  zwei  homologe 
Hauptpunkte  liegen  mit  den  vier  Koinzidenzpunkten  auf 
einem  Kegelschnitte,  die  Eigenschaft  der  Jonquieresschen  Ver- 
wandtschaft wird  dreimal  erfüUt  (Nr.  790). 

Die  Verwandtschaft  besitzt  ein  involutorisches  Paar 
(Nr.  793);  wir  haben  es  schon  in  Nr.  432  gefunden:  es  liegt  auf  der 
Gerade  (TT),  welche  die  Punkte  W  der  verschiedenen  Korrelationen 
des  Büschels  enthält  und  ist  den  Involutionen  doppelt  konjugierter 
Punkte  gemeinsam. 
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Die  Schnittpunkte  X,  X  einer  Gerade  von  Z  und  des  ent- 
sprechenden Kegelschnitts  in  Z'  sind  der  achte  uud  neunte 
Grundpunkteines  O^-Büschels,  dessen  sieben  andere  die  Haupt- 
punkte in  Z'  und  die  Koinzidenzpunkte  sind.  In  der  Tat,  der 
Büschel  X  in  Z  und  der  korrespondierende  Kegelschnitt-Büschel  in  Z' 
erzeugen  eine  Kurve  3.  Ordnung,  welche  durch  die  neun  Punkte  geht. 
In  X  berührt  sie  die  Gerade  XX,  weil  diese  dem  durch  X  gehenden 
Kegelschnitte  des  Büschels  entspricht.  Der  Punkt  X  führt  zu  einer 
zweiten  Kurve,  welche  die  XX  in  X  berührt,  also  von  der  vorherigen 
verschieden  ist. 
799  Der  Grad  der  Mannigfaltigkeit  quadratischer  Verwandt- 

schaften zwischen  denselben  zwei  Feldern  ist  14.  Wir  benutzen 
dazu  die  Kollineation  zwischen  dem  Strahlenfelde  in  der  einen  Ebene  Z' 
und  dem  Kegelschnitt-Netze  mit  drei  Grundpunkten  Ä,  J5,  C  im  andern  Z. 
Die  drei  Grundpunkte  bestimmen  ein  solches  Netz,  und  die  Ebene  Z 
enthält  oo^  solcher  Netze  im  Systeme  sämtlicher  oo^  Netze,  und 
zwischen  jedem  und  dem  Strahlenfelde  in  Z'  sind  oo^  Kollineationen 
möglich.  Man  kann,  behufs  der  Herstellung  der  kollinearen  Beziehung, 
das  Kegelschnitt-Netz  ersetzen  durch  das  Netz  oder  Feld  der  Polaren 
eines  festen  Pols;  jede  Gerade  als  Polare  bestimmt  einen  Kegelschnitt 
im  Netze. 

Auch  die  Seydewitzsche  Erzeugung  führt  zu  diesem  Grade  14 
der  Mannigfaltigkeit.  Die  Büschelscheitel  J.,  B-^  A^,  B^  sind  in 
oo^  ■  ^  Weisen  zu  wählen,  und  zwischen  A  und  A^^  B  und  B^  sind  je 
<X)^  Projektivitäten  möglich. 

Oder  man  wählt  alle  sechs  Hauptpunkte  beliebig,  was  in  oo^'^  Weisen 
möglich  ist,  und  dann  zu  einem  festen  Punkte  des  einen  Feldes,  in 
(3o^  Weisen,  den  entsprechenden  im  andern. 

Zwei  Korrelationen  F^,  Tg  führen  zunächst  zum  Grade  2.8  der 
Mannigfaltigkeit;  da  sie  aber  durch  jede  zwei  aus  ihrem  Büschel  er- 
setzt werden   können,   so   kommt  man   wieder   von  16   auf  14  herab. 

Zwei  gegebene  Punkte,  als  entsprechend  zugeordnet,  bilden, 
wie  bei  den  linearen  Verwandtschaften,  eine  doppelte  Bedingung;  dem- 
nach muß  zu  sieben  Paaren  entsprechender  Punkte  eine  end- 
liche Anzahl  von  quadratischen  Verwandtschaften  gehören. 
Es  gibt,  wie  uns  das  Problem  der  ebenen  Projektivität  gelehrt  hat 
(Nr.  233),  drei  Paare  von  Punkten,  aus  denen  die  sieben  einen  und 
sieben  andern  Punkte  durch  projektive  Büschel  projiziert  werden. 
Das  sind  die  drei  Paare  homologer  Hauptpunkte  der  einzigen 
quadratischen  Verwandtschaft,  die  zu  jenen  sieben  Paaren 
gehört.  Andererseits  bestimmen  die  Punkte  der  sieben  Paare, 
als  konjugierte  Punkte,  eindeutig  den  Büschel  (0070)  von 
Korrelationen,  welcher  oder  von  dem  irgend  zwei  Korrela- 
tionen die  quadratische  Verwandtschaft  erzeugen. 
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Da  die  Ermittelung  der  einen  und  der  andern  drei  Punkte  auf 
ein  kubisches  Problem  hinausläuft:  Konstruktion  der  drei  weiteren 
Schnitte  von  zwei  Kurven  3.  Ordnung  neben  sechs  bekannten^  so  sind 
diese  Punkte  nicht  mit  Zirkel  und  Lineal  zu  konstruieren. 

Die  projektiven  Büschel  um  zwei  Paare  homologer  Punkte ,  als 
zentrale  Korrelationen  aufgefaßt,  führen  zu  einem  Korrelationenbüschel, 
der  die  quadratische  Verwandtschaft  erzeugt,  und  können  durch  zwei 
allgemeine  Korrelationen  desselben  ersetzt  werden;  wir  können  jede 
von  ihnen  auch  durch  ein  achtes  Paar  konjugierter  Punkte,  neben 
den  sieben  gegebenen,  bestimmen. 

Für  den  Fall  reeller  Hauptdreiecke  ABC,  A^  B^  C^  einer  ge- 
gebenen quadratischen  Verwandtschaft  kann  man  sich  zwei  Korrela- 
tionen, die  sie  erzeugen,  in  folgender  Weise  verschaffen.  Es  seien  P 
und  P'  in  ihr  entsprechend  und  p^^p.2  durch  P'  gezogen.  Wir  legen 
Fj  fest  durch: 

!        ^y  B,  0,  P    I 

B^C,\  C^A^,A^B^,p/\ 

und  ersetzen  p^'  durch  p^',  um  Tg  zu  erhalten.  Für  die  zu  Pj,  F^  ge- 
hörige quadratische  Verwandtschaft  sind  dann  A  und  A^,  .  .  .  homo- 
loge Hauptpunkte  und  P  und  P'  entsprechend.  Folglich  ist  sie  mit 
der  gegebenen  identisch.  Die  Projektivitäten  um  A  und  A^\  B  und 
B^'  stimmen  überein,  daher  auch  die  weiteren  entsprechenden  Punkte 
X  und  Z'.i) 

Die  Aufgabe:  Wenn  sieben  Paare  entsprechender  Punkte 
einer  quadratischen  Verwandtschaft  gegeben  sind,  zu  einem 
achten  den  entsprechenden  zu  konstruieren,  ist  mit  den  in 
Nr.  444  behandelten  Aufgaben  erledigt,  wie  dort  schon  bemerkt  wurde. 

Bei  der  oben  durch  eine  Fläche  2.  Grades  hervorgerufenen  qua-  800 
dratischen  Verwandtschaft  zwischen  den  Bündeln  um  zwei  ihr  ange- 
hörige  Punkte  schneiden  jede  zwei  entsprechende  Strahlen  einander; 
aber  im  allgemeinen  enthalten  zwei  quadratisch  verwandte  Bündel  nur 
oü^  Paare  entsprechender  Strahlen,  die  sich  schneiden,  und  wir  haben 
(Nr.  790): 

Zwei  Strahlenbündel,  welche  in  quadratischer  Verwandt- 
schaft stehen,  erzeugen  durch  sich  schneidende  entsprechende 
Strahlen  eine  Raumkurve  4.  Ordnung,  welche  durch  die 
Scheitel  geht. 

Jeder  von  zwei  sich   schneidenden   entsprechenden  Strahlen  trifft 


1)  Wenn  bloß  A  und  A^'  und  die  zugehörigen  Hauptgeraden  a/,  «  reell 
sind,  80  seien  noch  P,  P';  Q,  Q>  \  B,  B'  entsprechende  Punkte;  dann  ist  der 
Korrelationenbüschel : 

1  J      a     P    Q    B  \ 
(1130)        '  . 

^        ^        ia/  A^'  P'  q  B'  ; 

Sturm,  Greometr.  Verwandtschaften.   IV.  4 
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im  andern  den  gemeinsam  konjugierten  im  Korrelationenbüschel^  also 
im  Schnittpunkte  seine  sämtlichen  Polarebenen.  Die  Korrelationen 
des  Büschels  erzeugen  daher  die  Flächen  2.  Grades,  welche 
durch  die  Raumkurve  4.  Ordnung  gehen.  Sie  ist  also  eine 
Raumkurve  4.  Ordnung  1.  Art;  wie  das  auch  daraus  hervorgeht, 
daß  durch  die  Scheitel  keine  dreifachen  Sekanten  gehen;  denn  auch 
ein  Hauptstrahl  trifft  von  den  oo^  entsprechenden  Strahlen,  die  einen 
Büschel  bilden,  nur  einen  Strahl;  kein  Strahl  schneidet  zwei  ent- 
sprechende Strahlen. 

Ein  Flächenbüschel  2.  Ordnung  ist  durch  acht  Punkte  bestimmt 
und  daher  auch  seine  Grundkurve  4.  Ordnung.  Werden  nun  neun 
beliebige  Punkte  angenommen,  welche  also  nicht  auf  einer  solchen 
Raumkurve  4.  Ordnung  liegen,  und  wird  eine  quadratische  Verwandt- 
schaft hergestellt  zwischen  den  Bündeln  um  zwei  von  ihnen,  in  der 
die  Strahlen  nach  den  sieben  andern  als  entsprechend  zugeordnet 
sind,  so  kann  das  Erzeugnis  nicht  eine  Raumkurve  4.  Ordnung  sein, 
sondern  die  ganze  Fläche  2.  Grades,  welche  durch  die  neun  Punkte 
bestimmt  wird,  ist  Erzeugnis.  Denn  die  quadratische  Verwandtschaft, 
welche  sie  in  den  beiden  Bündeln  hervorruft,  stimmt  mit  der  ge- 
gebenen in  sieben  Paaren  entsprechender  Strahlen  überein,  ist  daher 
mit  ihr  identisch.     Also: 

Wenn  in  einer  quadratischen  Verwandtschaft  zwischen 
zwei  Bündeln  sieben  in  allgemeiner  Lage  befindliche  Paare 
von  entsprechenden  Strahlen  einen  Schnittpunkt  haben, 
derartig  also,  daß  diese  sieben  Punkte  mit  den  Bündel- 
scheiteln nicht  auf  einer  Raumkurve  4.  Ordnung  1.  Art  liegen, 
so  schneiden  sich  jede  zwei  entsprechenden  Strahlen,  und 
das  Erzeugnis  ist  die  Fläche  2.  Grades,  welche  durch  die 
neun  Punkte  geht. 
801  Sechs  Paare  entsprechender  Strahlen  von  zwei  Bündeln 

bestimmen  sowohl  cx)"  Korrelationen,  ein  Netz  von  Korre- 
lationen (0060),  als  auch  oo^  quadratische  Verwandtschaften, 
weil  zur  endgültigen  Bestimmung  noch  eine  Doppelbedingung  fehlt. 
Jeder  von  den  oo^  Büscheln  des  Netzes  gibt,  in  den  gemeinsamen 
konjugierten  Strahlen,  eine  quadratische  Verwandtschaft,  und  jede 
einzelne  Korrelation,  an  oo^  Büscheln  teilnehmend,  hat  ihre  oo^  Paare 
konjugierter  Strahlen  in  oo^  quadratischen  Verwandtschaften  verteilt. 
Die  Korrelationen  geben  die  Flächen  eines  Netzes  2.  Ord- 
nung (Nr.  436),  und  die  quadratischen  Verwandtschaften  die 
zugehörigen  Büschel-Grundkurven.  Sechs  Paare  gemeinsamer 
entsprechender  Strahlen  schneiden  sich :  in  den  von  den  Scheiteln  ver- 
schiedenen Grundpunkten  des  Flächennetzes.  Sie  sind  sechs  Paare 
linear-abhängiger  Strahlen  und  mit  5  Paaren,  für  die  Bestirbmung, 
äquivalent. 
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Besitzen  die  sechs  gegebenen  Paare  entsprechender  Strah- 
len sämtlich  einen  Schnittpunkt  und  sind  sie  nicht  linear- 
abhängig,  d.  h.  bilden  die  sechs  Schnittpunkte  mit  den  Bündel- 
scheiteln nicht  eine  Gruppe  von  acht  assoziierten  Punkten  (  Grundpunkten 
eines  Flächennetzes  2.  Ordnung);  dann  erzeugen  alle  oo-  quadra- 
tischen Verwandtschaften  dieselbe  Raumkurve  4.  Ordnung 
1.  Art,  diejenige,  welche  durch  die  acht  Punkte  eindeutig 
bestimmt  wird;  unter  ihnen  gibt  es  oo^,  welche  je  eine  der 
Flächen  desBüschels  durch  dieselbe  erzeugen.  Im  Korrelationen- 
netze befinden  sich  dann  die  ganzen  Korrelationenbüschel,  welche  jede 
dieser  Flächen  erzeugen  (Nr.  424);  während  vorhin  im  aUgemeiaen  Falle 
von  jedem  dieser  Büschel  sich  nur  eine  Korrelation  im  Netze  befindet. 

Es  seien  nun  fünf  Paare  von  Strahlen  aus  0,  0'  gegeben, 
so  erhalten  wir  ein  Gebüsche  von  oo^  Korrelationen  (0050) 
mit  <x>^  Büscheln,  deren  jedem  eine  quadratische  Verwandt- 
schaft entspricht,  in  welcher  die  Strahlen  der  Paare  ent- 
sprechend sind:  die  Korrelationen  haben  ein  sechstes  Paar  kon- 
jugierter Strahlen  gemeinsam,  welche  in  allen  quadratischen 
Verwandtschaften  entsprechend  sind  (Nr.  434).  Es  erzeugt  jede 
der  Korrelationen  eine  besondere  Fläche,  so  daß  ein  Gebüsche  von 
Flächen  2.  Grades  entsteht  (Nr.  436),  von  den  je  die  nämliche 
Fläche  desselben  erzeugenden  Korrelationenbüscheln  gehört  immer 
nur  eine  KoiTclation  in  unser  Gebüsche. 

Sind  aber  die  gegebenen  Paare  sämtlich  mit  einem 
Schnittpunkte  versehen,  dann  hat  auch  das  sechste  Paar 
einen  Schnittpunkt;  denn  im  Korrelationengebüsche  befindet  sich 
die  ausgeartete  Korrelation  mit  vereinigten  singulären  Ebenenbüscheln 
um  die  Verbindungslinie  00\  deren  charakteristische  Projektivität 
die  Identität  ist,  so  daß  in  ihr  jede  zwei  konjugierte  Strahlen  sich 
schneiden,  mithin  auch  die  Strahlen  des  sechsten  gemeinsamen  Paars 
(Nr.  436).  Der  sechste  Schnittpunkt  ist  der  achte  assoziierte 
Punkt  zu  den  fünf  Schnittpunkten  und  den  Bündelscheiteln. 
Alle  cx)^  Korrelationen  erzeugen  Flächen  2. Grades  durch  diese  acht 
Punkte,  also  nur  ein  Flächennetz.  Diesmal  gehört  dem  Gebüsche 
von  Korrelationen  immer  der  ganze  Korrelationenbüschel  au,  der  eine 
von  den  Flächen  erzeugt.  Nehmen  wir  zwei  dieser  Büschel  und  ver- 
binden jede  Korrelation  des  einen  mit  jeder  des  anderen,  so  erhalten 
wir  (xr'  Korrelationenbüschel:  die  zugehörigen  quadratischen  Ver- 
wandtschaften eines  jeden  erzeugen  alle  dieselbe  Raumkurve  4.  Ord- 
nung, den  Schnitt  der  beiden  Flächen,  die  durch  jene  Büschel  ent- 
stehen; und  so  sieht  man,  wie  durch  oo^  quadratische  Verwandt- 
schaften nur  oo-  Raumkurven  zustande  kommen^). 


1)  Vgl.  Math.  Annalen  Bd.  19  S.  469. 
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Geht  man,  dual,  von  korrelativen  und  quadratisch  verwandten 
Feldern  aus,  so  wird  man  zu  Sätzen  über  schar-lineare  Systeme  von 
Flächen  2.  Grades  und  die  Torsen  4.  Klasse  gelangen,  welche  je  den 
Flächen  einer  Schar  gemeinsam  umgeschrieben  sind. 

Die   Bündelbetrachtung  ist  vorgezogen   worden,   weil   die  Punkt- 
erzeugung  die   geläufigere   ist,  und  im  Anschluß  an  die  ausführlicher 
besprochene  Punkterzeugung  der  Fläche  2.  Grades  durch  korrelativen 
Bündel  (§  59). 
802  Hinsichtlich    eines  zweiten   Erzeugnisses    quadratisch   verwandter 

Gebilde  ziehen  wir  die  Felder  vor.  Wir  haben  wegen  Nr.  791  den 
Satz:  Zwei  quadratisch  verwandte  Punktfelder  erzeugen  durch 
die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  eineKongruenz 
4.  Ordnung  2.  Klasse. 

Der  Büschel  von  Korrelationen  zwischen  den  beiden 
Punktfeldern,  mit  welchem  die  quadratische  Verwandtschaft 
verbunden  ist:  als  die  Verwandtschaft  der  gemeinsamen  konjugierten 
Punkte,    erzeugt    einen    Büschel    von    Hirstschen    Komplexen 

2.  Grades  (Nr.  893),  denen  allen  die  Kongruenz  4.  Ordnung  2.  Klasse, 
außer  den  beiden  Strahlenfeldern  in  den  Ebenen  der  Punktfelder,  ge- 
meinsam ist;  aus  jedem  Punkt  bilden  die  Komplexkegel  einen  Büschel, 
dessen  Grundkanten  die  vier  Strahlen  der  Kongruenz  sind,  und  in 
jeder  Ebene  die  Komplexkurven  eine  Schar,  welche  die  beiden  Strahlen 
der  Kongruenz  und  die  Schnittlinien  mit  den  Trägerebenen  zu  Grund- 
tangenten hat. 

Aus  den  Eigenschaften  der  quadratischen  Verwandtschaft  ergeben 
sich  sehr  einfach  sämtliche  singulären  Ebenen  und  Punkte  der 
Kongruenz    (mit    welchen    cx)^   Strahlen   der  Kongruenz   inzidieren). 

Zunächst  sind  die  Trägerebenen  solche  Ebenen  und  zwar 
dritten  Grades.  Denn  in  X  fallen  die  Verbindungslinien  der  Punkte 
der  Schnittlinie,  insofern  sie  zu  Z'  gehören,  mit  den  entsprechenden 
Punkten  in  Z,  welche  eine  projektive  Punktreihe  auf  einem  Kegel- 
schnitt   bilden;    also    umhüllen    diese    Verbindungslinien    eine    Kurve 

3.  Klasse,  welche  die  Schnittlinie  s  zur  Doppeltangente  hat  (Nr.  166). 
Auch  müssen  ja,  wegen  der  4.  Ordnung,  von  jedem  Punkte  von  X 
drei  in  Z  befindliche  Kongruenzstrahlen  ausgehen,  weil  nur  einer, 
derjenige,  der  nach  dem  entsprechenden  Punkt  geht,  außerhalb  der 
Ebene  liegt.  Liegt  der  Punkt  auf  s,  so  fallen  zwei  von  den  Tangenten 
der  Kurve  3.  Klasse  in  die  Doppeltangente,  mit  der  dritten  vereinigt 
sich  der  sonst  außerhalb  der  Ebene  befindliche  Kongruenzstrahl.  Wenn 
man  erwägt,  wie  in  einer  beliebigen  Ebene  die  beiden  Kongruenz- 
strahlen Zustandekommen,  so  wird  man  leicht  erkennen,  daß  in  einer 
Ebene  durch  s  sie  sich  in  dieser  Gerade  vereinigen.  Diese  gemein- 
same Doppeltangente  s  der  beiden  Kurven  3.  Klasse  in  den  singulären 
Ebenen   Z,  Z',  für   zwei   Kongruenzstrahlen   zählend   in  jeder  Ebene 
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durch  sie  und  bei  jedem  Punkte  auf  ihr,  heißt  deshalb  Doppelstrahl 
der  Kongruenz. 

Von  jedem  der  sechs  Hauptpunkte  der  Verwandtschaft 
geht  nach  der  entsprechenden  Hauptgerade  ein  Büschel  von 
Kon crruenz strahlen;  in  den  Ebenen  derselben  erhalten  wir  sin- 
guläre  Ebenen  1.  Grades  der  Kongruenz  und  in  den  Scheiteln 
singulare  Punkte  1.  Grades. 

Seien  Ä,  A\  zwei  homologe  Hauptpunkte,  so  haben  wir  projek- 
tive Büschel  entsprechender  Geraden  a,  a  um  sie  und  auf  je  zwei 
solchen  Geraden  projektive  Punktreihen,  also  jedesmal  eine  zur  Kon- 
gruenz gehörige  Regelsehar;  und  es  ergeben  sich  so  drei  Reihen 
von  Regelscharen. 

In  den  projektiven  Büscheln  der  a,  a  kommt  es  zweimal  vor, 
daß  entsprechende  Strahlen  sich  schneiden.  Die  Punktreihen  «,  a, 
nunmehr  in  derselben  Ebene  gelegen,  erzeugen  eine  in  einen  Kegel- 
schnitt ausgeartete  Regelschar.  Jede  der  drei  Reihen  enthält  zwei 
solche  Ausartungen,  und  in  den  Ebenen  dieser  Kegelschnitte  haben 
wir  sechs  weitere  singulare  Ebenen,  und  zwar  2.  Grades^). 

Ein  oder  zwei  sich  selbst  entsprechende  Punkte  (aufs)  reduzieren 
die  Ordnung  der  Kongruenz  auf  3,  bzw.  2. 

Wenn  eine  Crem o nasche  Verwandtschaft  n^^  Grades  (w  >  2)  803 
zwischen  zwei  Feldern  X,  Z'  vorliegt  und  in  Z'  die  Hauptpunkte  5', 
T',  TJ'  diejenigen  von  den  größten  Vielfachheiten  s,  t,  u  sind,  so  mache 
man  diese  zu  den  Hauptpunkten  einer  quadratischen  Verwandtschaft 
zwischen  X'  und  Z".  Eine  Gerade  in  T  geht  durch  die  gegebene 
Transformation  in  eine  C'"'  in  Z'  über,  diese  durch  die  quadratische 
Transformation  in  eine  C"  von  der  Ordnung  2n  —  (s  -\-  t  -\-  u)  =  n^, 
weil  C"  durch  S',  T,  U  bzw.  5-,  ^,  w-fach  geht;  es  ist  aber,  nach 
dem  Satze  von  Nr.  782,  n^  <w;  folglich  ist  die  Verwandtschaft 
zwischen  Z  und  Z"  von  niedrigerem  Grade  als  die  zwischen  Z  und  Z'. 
Nennen  wir  die  drei  Verwandtschaften  als  Transformationen: 

(ir),  (i'i"),  (11"), 

also  ihre  Umkehrungen: 

(rz),  (i"r),  (i"i), 

so  ist: 

(zx")  =  (ir) .  (i'i"), 

folglich  durch  Nachmultiplikation  mit  (Z"Z'): 

(ir)  =  (II")  •  (rr). 

Die  gegebene  Transformation  w*®^  Grades  ist  das  Produkt  einer 
Transformation  niedrigeren  Grades  %  und  einer  quadratischen  Trans- 
formation. Diesen  Prozeß  kann  man  mit  der  Transformation  n^^^  Grades 


1)  Liniengeometrie  ßd.  II  Nr.  434,  440. 
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fortsetzen,  so  lange  man  über  2  bleibt.  Zum  Grade  1,  den  Grad  2 
überspringend,  kann  man  nicht  gelangen,  weil  das  Produkt  einer 
quadratischen  Transformation  und  einer  linearen,  also  einer  Kollinea- 
tion,  welche  die  Kurvenordnungen  nicht  ändert,  eine  quadratische 
Transformation  ist,  also  eine  Transformation  von  höherem  Grade  als 
2  nicht  Produkt  einer  quadratischen  und  einer  linearen  sein  kann. 
Man  muß  daher  zum  Grade  2  und  demnach  einem  Produkt  von 
lauter  Transformationen  2.  Grades  gelangen. 

Jede  Cremonasche  Transformation  von  höherem  Grade 
läßt  sich  als  Produkt  von  Transformationen  2.  Grades  dar- 
stellen^). 

Zerlegen  wir  z.  B.  die  Transformation  5.  Grades,  bei  der: 

^3=2/3   =   1;    ^2=2/2  =  %    ^1  =  2/l  =  3. 

S'  ist  der  dreifache,  T\  ü'  sind  zwei  doppelte  Hauptpunkte  in 
Z';  weil  s  =  3,  #  =  w  =  2,  so  ist  n^  =  3.  Die  Verwandtschaft  (1  T") 
ist  3.  Grades.  Die  vier  weiteren  Hauptpunkte  der  gegebenen  Trans- 
formation in  Z',  ein  doppelter  und  drei  einfache,  werden  durch  die 
quadratische  Transformation  in  ebensolche  in  Z"  übergeführt;  es  ent- 
sprechen diesen  in  Z  durch  (Z"Z)  dieselben  Hauptkurven,  wie  den  in 
Z'  gelegenen  durch  (Z'Z).  Die  drei  Hauptpunkte  der  quadratischen 
Transformation  in  Z"  seien  S^',  T^',  ü^'y  den  gleichnamigen  S\  T^  U 
homolog;  dem  S^'  entspricht  die  Gerade  T  ü',  und  deren  in  (Z'Z) 
entsprechende  Kurve  von  Z  ist,  nach  Ablösung  von  zwei  Haupt- 
kegelschnitten, eine  Gerade,  welche  nun  in  (Z"Z)  die  dem  S^'  ent- 
sprechende Hauptgerade  wird,  so  daß  S^'  einfacher  Hauptpunkt  ist. 
Dagegen  dem  T^''  entspricht  in  (Z"Z')  die  S' ü'  und  dieser  entspricht 
in  (Z'Z)  eine  Kurve  5.  Ordnung,  welche  durch  die  zu  >S',  U  gehörigen 
Hauptkurven  3.,  2.  Ordnung  gebildet  wird;  also  wird  T^'  und  ebenso 
Ü^'  nicht  Hauptpunkt  für  (Z"Z).  S' TJ'  ist  Hauptgerade  der  ge- 
gebenen Transformation,  und  ihr  entspricht  in  Z  ein  einfacher  Haupt- 
punkt; das  wird  der  korrespondierende  zu  T^'  in  (Z''Z). 

Wir  haben  nun  schon  die  notwendigen  Hauptpunkte  in  Z"  für 
(Z,  Z"),  einen  doppelten  und  vier  einfache;  ermitteln  wir  diejenigen 
in  Z.  Die  dem  dreifachen  Hauptpunkte  von  (ZZ')  in  Z  zugehörige 
Hauptkurve  3.  Ordnung  in  Z'  geht  durch  S'  zweimal,  durch  die  sechs 
andern  einmal,  so  auch  durch  T',  U'\  daher  entspricht  ihr  durch  die 
quadratische  Transformation  (Z',  Z")  in  T"  eine  Kurve  von  der  Ord- 
nung  2-3  —  2  —  21  =  2;   also    ist  jener  Punkt   doppelter   Haupt- 

1)  Rosanes,  Journ.  f.  Math.  73  S.  97;  Nöther,  Math.  Ann.  Bd.  3  S.  167, 
Bd.  5  S.  635;  Clifford  (^ohne  Beweis)  in  Cayleys  Abhandlung  Proc.  London 
Math.  Soc.  Bd.  3  S.  161.  —  Vorausgesetzt  ist  der  allgemeine  Fall.  Auf  die 
Frage,  ob  der  Satz  bestehen  bleibt,  wenn  durch  Vereinigung  von  Hauptpunkten 
höchster  Vielfachheit  schwierigere  Singularitäten  entstehen,  gehen  wir  nicht  ein; 
mit  ihr  haben  sich  Nöther,  Segre  und  Castelnuovo  beschäftigt. 
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punkt  in  Z  für  (TT").  Alle  drei  Hauptkurven  2.  Ordnung  von  (TT') 
in  T'  gehen  durch  S\  T',  1J\  ferner  durch  den  dritten  doppelten  und 
je  einen  einfachen  Hauptpunkt.  Wegen  ihres  Verhaltens  zu  S',  T,  ü' 
werden  sie  durch  die  quadratische  Transformation  in  Geraden  ver- 
wandelt; die  drei  doppelten  Hauptpunkte  der  (TT')  in  T  gehen  also 
in  einfache  für  (TT")  über.  Von  den  drei  Hauptgeraden  in  Z'  ver- 
binden zwei  S'  mit  T\  ü' \  die  dritte  geht  dui'ch  S'  und  den  dritten 
für  die  quadratische  Verwandtschaft  nicht  benutzten  doppelten  Haupt- 
punkt. Bloß  dieser  entspricht  in  (T'T")  eine  Gerade,  den  andern  als 
Hauptgeraden  nur  Punkte.  Daher  ist  nur  einer  von  den  drei  einfachen 
Hauptpunkten  der  (TT')  in  T  auch  Hauptpunkt  für  (TT")  geworden 
und  zwar  einfacher:  wir  haben  nun  alle. 

Zerlegen  wir  nun  die  Transformation  3.  Grades  (ZZ");  wir  nehmen 
ihren  doppelten  Hauptpunkt  und  zwei  einfache  in  Z"  und  machen 
sie  zu  Hauptpunkten  einer  quadratischen  Transformation  zwischen 
T"  und  Z'";  dann  ist  das  Produkt  von  (ZZ")  und  (Z"Z'")  eine  Trans- 
formation (ZZ'")  2.  Grades,  deren  Hauptpunkte  ähnlich  wie  vorhin  ge- 
funden werden  können.     Also  ist  (ZZ")  =  (ZZ"')(Z"'Z'')  und: 

(ir)  =  (ir") .  (i'"z") .  (i"z'), 

worin  alle  drei  Faktoren  vom  2.  Grade  sind. 

Die  Ermittelung  der  Cremo  naschen  Verwandtschaften  für  die 
niedrigeren  Grade  in  Nr.  783  hat  gezeigt,  daß  neben  der  arithme- 
tischen Auflösimg  der  Relationen  2),  3)  noch  geometrische  Über- 
legungen gehen  müssen.  Nicht  jede  rein  arithmetische  Auflösung 
führt  zu  einer  geometrisch  brauchbaren,  einem  wirklich  bestehenden 
homaloidischen  Kurvennetze.  Um  da  vor  Irrtümern  zu  schützen,  ist 
der  vorliegende  Satz  geeignet.  Es  liege  eine  arithmetische  Lösung 
der  Relationen  2),  3)  vor;  wobei  natürlich  negative  Werte  schon 
ausgeschlossen  sind.  Man  wende,  die  drei  höchsten  Vielfachheiten 
benutzend,  eine  quadratische  Transformation  an  und  bekommt  eine 
„Lösung^'  für  einen  niedi'igeren  Grad.  Enthält  sie  schon  negative  Werte, 
so  erweist  sie  und  die  erstere  sich  als  unbrauchbar.  Im  anderen  FaUe 
setzt  man  das  Verfahren  fort,  und  gelingt  es,  ohne  daß  man  auf 
negative  Werte  stößt,  bis  zum  Grade  1  und  zu  W^erten  0  der  Vielfach- 
heiten vorzudringen,  also  zu  einem  Netze  von  Geraden:  im  zweiten 
Felde  der  letzten  quadratischen  Transformation,  so  entspricht  jene  arith- 
metische Lösung  einem  bestehenden  homaloidischen  Netze,  da  es 
ja  nun  umgekehrt  aus  dem  Geradennetze  durch  eine  Reihe  quadra- 
tischer Transformationen  abgeleitet  werden  kann.  Das  Produkt  der- 
selben ist  eine  Cremonasche  Verwandtschaft,  welche  das  Geradennetz 
in  das  fragliche  Kurvennetz  überführt^). 

1)  D.  Montesano.  Su  le  reti  omaloidiche  di  curve.  Rendiconti  delF 
Accademia  di  Napoli  JuH  1905.     Diese  Abhandlang  bringt  eingehende  Unter- 
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804  Besonders  interessant  sind  die  Verwandtschaften  vom  Grade  2% 
die  durch  n  aufeinanderfolgende  quadratische  Verwandt- 
schaften entstehen,  welche  voneinander  unabhängig  sind, 
d.  h.  von  denen  zwei  aufeinanderfolgende  im  gemeinsamen  Felde,  dem 
zweiten  für  die  erste,  dem  ersten  für  die  zweite,  verschiedene  Haupt- 
punkte haben.  Es  liegen  also  zunächst  vor  zwei  quadratische  Trans- 
formationen (XX')  mit  den  Hauptpunkten  A^  B,  C]  Ä^',  B^,  (7/,  (r'l") 
mit  A^\  B^,  C^',  A^\  B^'  C,'\  Den  A,\  B,\  0/  mögen  durch  (rz") 
die  JL/',  i^/;  (7/;  den  A,',  B^,  C^  durch  (I'I)  die  A^^  B^,  C^  kor- 
respondieren. 

Einer  Gerade  in  X  entspricht  durch  (LT')  ein  Kegelschnitt  in  T\ 
der  durch  J./,  B^\  (7/  geht,  und  diesem  durch  (X'X'O  eine  Kurve 
4.  Ordnung,  welche  durch  A^',  B^",  G^'  einmal  und  durch  A^'j  B^\ 
C3"  zweimal  geht.  Wir  haben  also  zwischen  X  und  X"  eine  Ver- 
wandtschaft 4.  Grades  mit  drei  doppelten  Hauptpunkten  A,  J5,  C  in 
X,  A^\  B^',  C.^'  in  X"  und  drei  einfachen  A^,  B^,  C^  in  X,  A^\  B^\ 
C;'  in  X". 

Setzt  man  dies  fort,  so  ergibt  sich  eine  Verwandtschaft  vom 
Grade  2",  welche  in  jedem  Felde  drei  einfache,  drei  doppelte, 
drei  vierfache,  •  •  •  drei  2"~^-fache  Hauptpunkte  hat^). 

Man  bestätige  die  Formeln  1)  bis  4). 

805  Wir  geben  ein  Beispiel,  wie  vermittelst  einer  quadratischen  Trans- 
formation Aufgaben  umgestaltet  und  vereinfacht  werden  können. 

Eine  Korrespondenz  [2,  2]  ist  durch  acht  Paare  entspre- 
chender Elemente  eindeutig  bestimmt  (Nr.  156);  es  handelt 
sich  darum,  zu  jedem  Elemente  des  einen  Gebildes  die  beiden 
korrespondierenden  im  andern  zu  konstruieren. 

Die  Gebilde  seien  Strahlenbüschel  TJ,  ü^  derselben  Ebene  X,  und 
entsprechend  die  Strahlen  nach  den  acht  Punkten  A,  B^ .  .  .  H.  Er- 
zeugt wird  eine  Kurve  4.  Ordnung,  welche  durch  diese  acht  Punkte 
geht,  und  die  JJ,  ü^  zu  Doppelpunkten  hat.  Wir  wollen  sie  durch 
zwei  projektive  Büschel  von  Kegelschnitten  erzeugen,  für  welche  üy  U^ 
gemeinsame  Grundpunkte  sind.  Wir  transformieren  aus  X  nach  X' 
durch  eine  quadratische  Transformation,  für  welche  t/,  U^j  H  die 
Hauptpunkte  sind;  homolog  in  X'  seien  Uy  TJ^,  H'.  Die  Kurve 
4.  Ordnung  geht  über  in  eine  Kurve  3.  Ordnung,  welche  durch  CT,  ZJ^' 
und  Äy  .  .  .  G'  geht,  wenn  diese  den  A,  .  .  .  G  entsprechen;  sie  ist 
durch  diese  neun  Punkte  bestimmt.  Für  sie  sei  r  der  Gegenpunkt 
zu  ü'y  TJ^'y  F'y  G'y  den  wir  nach  Nr.  227  konstruieren  können.  Der 
Strahlenbüschel  V  und  der  Kegelschnitt -Büschel  (1J\  JJ^,  F'y  G') 
erzeugen   in   projektiver  Beziehung,   bei  welcher  die  durch  A'y .  .  .  E' 

suchungen    über   Herstellung   und   Einteilung   homaloidischer   Kurvennetze,    auf 
welche  einzugehen  ich  verzichten  muß. 

1)  Yon  ihnen  fehlt  die  vom  Grade  8  in  Cremonas  Tabellen. 
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gehenden  Elemente  entsprechend  sind,  die  Kurve  3.  Ordnung.  In  Z 
entsprechen  die  Kegelschnitt-Büschel  {Uj  IJ^y  H,  I)  und  {JJj  ü^,  F,  6r); 
sie  sind  projektiv,  wie  jene,  und  durch  Ä,  .  .  .  E  gehen  entsprechende 
Elemente;  Erzeugnis  ist  die  Kurve  4.  Ordnung.  Auf  einem  Strahle 
X  durch  ü  entstehen  durch  die  zv^eiten  Schnitte  entsprechender  Kegel- 
schnitte projektive  Punktreihen;  deren  Koinzidenzen  sind  die  beiden 
weiteren  Schnitte  von  x  mit  der  Kurve  4.  Ordnung;  nach  ihnen 
gehen  von  ü^  die  beiden  dem  x  in  [2,  2]  korrespondierenden 
Strahlen  x^,  x^^}) 

Konstruiert  man  in  Z'  zu  den  acht  Punkten  Z7',  ZJ^',  Ä\  .  .  .  F' 
den  neunten  assoziierten  K'y  so  entspricht  diesem  in  Z  der  achte 
assoziierte  K  tm  A,  B,  .  .  .  F^  H,  durch  welchen  alle  Kurven  4.  Ord- 
nung gehen,  für  die  f/,  U^  doppelt  und  jene  sieben  Punkte  einfach 
sind.  Nach  ihm  geht  das  achte  assoziierte  Paar  JJK,  TJ^K  zu 
den  sieben  Paaren  ÜA^  TJ^A'^  .  .  .  ÜF^  U^F-^  ÜH^  ZJ^if,  auch  ge- 
meinsam allen  Korrespondenzen  [2,  2],  denen  diese  sieben 
Paare  entsprechender  Strahlen  gemeinsam  sind  (Nr.  164). 

Zwei  kollineare  Flächen  2.  Grades  qp^  und  cp'^  werden  aus  zwei  806 
Punkten  0,  P',  die  auf  ihnen  gelegen  sind,  durch  quadratisch  ver- 
wandte Bündel  projiziert,  welche  dann  auf  Z,  Z'  quadratisch  verwandte 
Felder  hervorrufen.  Wenn,  wie  in  Nr.  503,  die  g-  und  ^^'- Scharen 
einander  entsprechen  und  die  l-  und  T- Scharen,  und  g^,  l^  die  durch 
0  auf  qp^,  g^y  l^  die  durch  P'  auf  qp'"  gehenden  Geraden  sind,  so 
sind,  wie  a.  a.  0.  erkannt  wurde,  g^  und  g.^,  \  und  l^  homologe 
Hauptstrahlen;  in  Z  und  Z'  schneiden  sie  also  homologe  Haupt- 
punkte ein. 

Gehen  wir  von  zwei  quadratisch  verwandten  Feldern  Z,  Z' 
aus,  so  woUen  wir  nun  von  ihnen  zu  kollinearen  Flächen  gelangen. 
Diese  müssen  gleichartig  sein,  beide  hyperbolisch  oder  beide  elliptisch 
(Nr.  500);  wir  haben  dann  gleichartige  homologe  Hauptpunkte  zu 
benutzen,  durchweg  reeUe  J.j,  P^;  A,^,  B^'  oder  durchweg  imaginäre. 
Wir  woUen  den  anschaulicheren  Fall  ins  Auge  fassen,  wo  diese  reeU 
und  die  Flächen  hyperbolisch  sind.  Durch  A^  und  B^  haben  wir  die 
Fläche  qp-,  durch  A^^  B^  die  qp'^  zu  legen.  0  sei  dann  der  Schnitt 
durch  A^y  B^  gehender  Geraden  g^^  l^  aus  verschiedenen  Scharen  auf 
cp^,  und  P'  solcher  g^\  l^  auf  qp'^,  welche  durch  A^\  B^  gehen.  Sie 
sind  die  Projektionszentren.  Ist  dann  g  eine  beliebige  Gerade  aus 
der  ^-Regelschar,  so  nimmt  die  Ebene  Og  die  l^  in  sich  auf,  ihr 
Schnitt  mit  Z  geht  durch  P^,  ihm  entspricht  daher  eine  durch  B^ 
gehende  Gerade;  in  der  Ebene  von  P'  nach  ihr  liegt,  außer  l^y  noch 
eine  (/',  welche  daher  der  g  entspricht.     Die  g^  trifft  Z  in  J.^,  diesem 


1)  Thomä,  Untersuchungen  über  zwei-zweideutige  Verwandtschaften.    Ab- 
handlungen der  math.  phys.  Klasse  der  sächs.  Ges.  der  Wissensch.  Bd.  21,  S.  439. 
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Hauptpunkte  entspriclit  B^^C^'j  wo  C^'  der  dritte  Hauptpunkt  in  J.' 
ist,  die  Ebene  aus  P'  nach  ihr  enthält^  außer  l^\  noch  eine  Gerade  g\ 
die  also  die  der  g^  entsprechende  ist  und  deshalb  g^  heiße.  Also  ist 
g^  in  der  Verwandtschaft  der  Regelscharen  der  g  und  g  nicht  singu- 
lär.  Ebenso  ist  die  der  l^  korrespondierende  l^  in  der  Ebene  von  P' 
nach  A^G^  enthalten.  Der  Schnitt  beider  Ebenen  ist  P  C^,  welche 
cp'^,  außer  in  P',  noch  in  ^i'?/  begegnet,  welcher  der  entsprechende 
Punkt  0'  zu   0  =  g-J^  wird.     Ähnlich  erhält  man  g^j  l^y  P. 

Ein  Kegelschnitt  auf  9^  wird  aus  0,  weil  er  g^,  l^  trifft,  in  einen 
durch  Ä^,  B^  gehenden  Kegelschnitt  projiziert,  dem  dann  ein  durch 
Ä^'y  B2  gehender  entspricht.  Der  diesen  aus  P'  projizierende  Kegel 
hat  mit  9'^,  außer  dem  Geradenpaare  ^2' ^2'  (ß^-  ^^^)?  noch  einen 
Kegelschnitt  gemein-,  er  entspricht  dem  Kegelschnitte  auf  9^  Diese 
Eigenschaften  deuten  schon  auf  Kollineation  hin. 

Es  seien  X  und  X'  zwei  entsprechende  Punkte  auf  cp^,  qp'^,  d.  h. 
aus  entsprechenden  Punkten  Y,  Y'  der  quadratischen  Verwandtschaft 
durch  Projektion  aus  0,  bzw.  P'  erhalten.  Wir  fassen  sie  auf  als 
Schnitte  g^l^,  9z^,  ^nd  legen  wie  in  Nr.  501  eine  Kollineation  zwischen 
9^  und  9'^  durch: 

9\  k  y  9i  hy  92  h  '  ^2  ^2  7  9s  h 
fest.  Sie  bewirkt,  aus  0  =  g^l^,  B'  =  g^'\'  auf  Z,  Z'  projiziert,  eine 
quadratische  Verwandtschaft,  in  welcher  die  Spuren  von  g^y  Zj,  OB 
und  g^\  l^y  B' 0'  oder  A^^  B^,  (7^;  J.2',  B^,  G^  Hauptpunkte  sind 
in  derselben  Zuordnung  als  homologe,  wie  in  der  gegebenen,  und 
Y,  Y'  entsprechend.  Daher  ist  sie  mit  der  gegebenen  identisch 
(Nr.  797).  Die  Flächen  9^,  9'^  sind  also  in  der  Tat  durch  Projektion 
der  quadratischen  Verwandtschaft  kollinear  geworden. 

Hinsichtlich  des  Falls,  daß  die  benutzten  homologen  Hauptpunkte 
imaginär  und  die  Flächen  elliptisch  sind,  wollen  wir  uns  mit  der 
interessanten  Figur  kreis  verwandter  Kugeln  begnügen,  die  Erörterung 
jedoch  erst  vornehmen,  nachdem  die  Kreisverwandtschaft  zwischen 
zwei  Ebenen  besprochen  worden  ist. 
807  Zu    einer    zentralen    quadratischen    Verwandtschaft    ineinander 

liegender  Felder,  d.  h.  einer  solchen,  bei  welcher  entsprechende 
Punkte  mit  einem  festen  Zentrum  0  ^  B'  in  gerader  Linie 
liegen,  gelangt  man  durch  folgende  Konstruktion^). 

Außer  dem  Zentrum  sind  noch  ein  Kegelschnitt  K'^  und 
eine  Gerade  0  gegeben.  Auf  jedem  Strahle  durch  0  wird, 
wenn  Jf,  N\  0'  die  Schnitte  mit  K^^  0   sind,  die  Projektivität: 

MNO  7\  MNO' 

1)  W.  Vogt,  Korrelative  Räume  mit  gegebener  Punkt-Kemüäche.  Diss. 
Breslau  1006. 
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hergestellt;  X  und  X',  in  ihr  entsprechend,  sollen  auch  in 
der  Verwandtschaft  zugeordnet  sein.  Verbindet  man  die  Schnitt- 
punkte S\  T'  von  0  und  K^  mit  0  und  die  zweiten  Schnitte  Q,  R 
dieser  Geraden  mit  K^  durch  p^  welche  von  dem  Strahle  durch  das 
Zentrum  in  P  getroffen  werde,  so  ist,  weil  drei  Kegelschnitte  eines 
Büschels  vorliegen,  eine  Involution  entstanden:  J/JV,  PO',  0  0]  daher: 

MNOP  7\  NMOO'  A  MNO'O; 

d.  h.  in  der  obigen  Projektivität  ist  dem  Punkte  P'  =  0,  als  Punkt 
der  zweiten  Reihe,  der  Punkt  P  in  der  ersten  Reihe  zugeordnet. 

Also  sind  dem  Zentrum  0  ^  P'  die  beiden  Geraden  o'j  p 
in  der  Verwandtschaft  zugeordnet;  es  ist  Hauptpunkt  beider 
Felder. 

Auf  den  Strahlen  QS'  und  BT'  durch  das  Zentrum  artet  die 
Projektivität  aus,  so  daß  Q  und  S\  bzw.  R  und  T'  singulare  Punkte 
sind,  denen  je  alle  Punkte  derselben  Gerade  zugeordnet  werden.  Diese 
Geraden  werden  gemeinsame  Hauptgeraden  beider  Felder^ 
zugehörig  den  Hauptpunkten  Q,  R  des  ersten  und  S',  T'  des 
zweiten  Feldes. 

Andere  Hauptpunkte  sind  ersichtlich  nicht  vorhanden,  woraus 
schon  der  zweite  Grad  der  Verwandtschaft  folgt.  Läuft  X  auf 
einer  Gerade  g,  so  enthält  von  der  entsprechenden  Kurve  jeder  Strahl 
durch  das  Zentrum  den  dem  Schnitt  mit  g  entsprechenden  Punkt  und 
das  Zentrum  selbst,  das  sich  bei  dem  Strahle  nach  dem  Schnitt  pg 
ergibt. 

Alle  Punkte  von  K^  entsprechen  sich  selbst. 

Umgekehrt,  jede  quadratische  Verwandtschaft,  welche  zen- 
tral ist,  ist  so  beschaffen:  denn  jeder  Strahl  durch  das  Zentrum 
ist  sich  selbst  entsprechend,  trägt  also  eine  Projektivität,  zwei  Koin- 
zidenzen und  zwei  dem  Zentrum  in  dem  einen  und  andern  Sinne  ent- 
sprechende Punkte,  wodurch  dies  Hauptpunkt  in  beiden  Feldern  wird. 

Wenn  o  die  Polare  von  0  in  bezug  auf  K^  ist,  so  vereinigt  sie 
sich  mit  p,  alle  Projektivitäten  werden  involutorisch ,  also  auch  die 
Verwandtschaft.  Entsprechende  Punkte  sind  dann  konjugiert  in  bezug 
auf  K^.  Wir  kommen  bald  auf  diese  involutorische  Verwandtschaft 
zurück. 

Der  allgemeine  Korrelationenbüschel  besitzt  drei  zentrale  Korre-  808 
lationen  und  keine  axiale.  Definieren  wir  aber  einen  Büschel  durch 
eine  zentrale  und  eine  axiale  Korrelation  (Nr.  400),  so  ergibt  sich  eine 
ausgeartete  quadratische  Verwandtschaft.  Die  Zentren  seien  S,  S\  die 
Axen  Sy  /,  und  die  charakteristischen  Projektivitäten  TT (5,  S'),  TT(s,  s). 
Wir  schneiden  den  Büschel  S'  mit  5'  und  erhalten  die  Projektivität 
T\(S,  /)  und  eine  zugehörige  ausgeartete  Kollineation  mit  den 
singulären  Elementen  S,  s,  welche  (S,  s)  heiße.    Schneiden  wir  zweitens 
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den  Büschel  >S^  mit  s,  so  ergibt  sich  die  ausgeartete  Kollineation 
(Sj  S')  mit  der  Projektivität  TT (5,  S'). 

Konstruieren  wir  die  zu  diesen  Korrelationen  gehörige  quadra- 
tische Verwandtschaft. 

Einem  Punkte  X  korrespondiert  in  {S,  S')  der  Strahl  x  von  S\ 
der  dem  SX  in  T\(S,  S')  entspricht,  in  (5,  s')  aber  die  singulare  Gerade 
Sy  also  in  der  quadratischen  Verwandtschaft  der  Punkt  xs',  d.  i.  der- 
jenige, der  dem  SX  in  T\(S,  s)  entspricht,  oder  der  dem  X  in  der 
Kollineation  (S,  s)  korrespondiert. 

Einem  auf  s  gelegenen  Punkte  X  entspricht  in  (S,  S')  der  Strahl 
von  S\  der  ihm  in  TT (5,  S')  korrespondiert,  in  (5,  s)  aber  jeder  be- 
liebige Strahl  durch  denjenigen  Punkt  von  s\  der  jenem  in  TT (5,  s') 
entspricht,  folglich  in  der  quadratischen  Verwandtschaft  jeder  Punkt 
des  vorhinigen  Strahls  durch  S\  Dieselben  Punkte  korrespondieren 
dem  Punkte  X  in  der  Kollineation  (s,  S'). 

Endlich  dem  Punkt  S  korrespondiert  in  (S,  S')  jede  Gerade  von 
X',  in  (5,  s')  die  s,  also  in  der  quadratischen  Verwandtschaft  jeder 
Punkt  von  s\ 

Wir  können  dies  so  aussprechen:  Einem  beliebigen  Punkt 
von  Z  ist  derjenige  Punkt  auf  s  zugeordnet,  der  ihm  in  der 
ausgearteten  Kollineation  (>S',  s)  entspricht,  und  einem  be- 
liebigen Punkte  von  Z'  derjenige  Punkt  auf  s,  der  ihm  in 
(s,  /S')  entspricht.  Daraus  folgt  schon,  was  hinsichtlich  der  Punkte 
von  s  und  s    gilt. 

Läuft  nun  X  in  Z  auf  einer  Gerade  g,  so  entsprechen  im  allge- 
meinen Punkte  von  s',  so  daß  diese  Gerade  das  entsprechende  Gebilde 
wird;  sie  entspricht  der  g  in  (S,  s).  Aber  dem  Punkte  gs  entspricht 
allein  eine  Gerade,  diejenige,  die  ihr  (sowie  allen  Geraden  durch  diesen 
Punkt)  in  (s,  S')  korrespondiert. 

Die  einer  Gerade  entsprechende  Kurve  zerfällt  daher 
durchweg  und  zwar  in  die  beiden  Geraden,  welche  ihr  in 
den  beiden  Kollineationen  (S,  s)  und  (s,  S')  korrespondieren, 
die  quadratische  Verwandtschaft  also  in  diese  beiden  Kolli- 
neationen. 

Von  der  gegebenen  axialen  Korrelation  sind  nur  die  beiden  Axen 
von  Wert,  die  Projektivität  TT(6',  s)  ist  ganz  irrelevant. 

Formieren  wir,  dual,  aus  den  beiden  ausgearteten  Korrelationen 
eine  Schar,  um  zu  einer  Geradenverwandtschaft  zu  gelangen,  so  wird 
TT (5,  s)  von  Wert,  und  wir  haben  die  Punktreihen  s,  s'  in  die  Büschel 
S,  S'  zu  projizieren,  was  zu  andern  ausgearteten  Kollineationen  führt. 

Ersetzt  man  vorhin  die  zentrale  Korrelation  durch  eine  allgemeine 
aus  dem  Büschel,  so  ist  S  der  Pol  von  s  in  dieser  und  TT  (6',  s)  die 
Projektivität  der  Punktreihe  aufs'  und  des  zugehörigen  Polarenbüschels ; 
und  ähnlich  ergeben  sich  S'  und  TT  (5,  S'). 
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Handelt  es  sich  um  Polarfelder,  so  hat  man:  Ein  Kegelschnitt 
und  ein  Punktepaar  bestimmen  einen  Büschel  sich  doppelt  berührender 
Kegelschnitte;  die  Punkte  des  Paars  sind  dabei  ganz  irrelevant. 

Die  in  Nr.  420  behandelte  Signatur : 


(2110) 


F   Q    r    A 
p   q   B,'  AI 

führt  zu  einem  Korrelationenbüschel  von  dieser  Art,  jedoch  mit  der 
Spezialität,  daß  die  charakteristischen  Projektivitäten  TT(>S',  /S')  und 
TT(6,  s)  zueinander  perspektiv  sind. 

Wir  erwähnen  kurz  noch  einige  interessanten  quadratischen  809 
Verwandtschaften. 

1.  Die  Beziehung  zwischen  dem  harmonischen  Pole  S  und  der 
harmonischen  Polare  s  in  bezug  auf  ein  Dreieck  i  Nr.  52)  ist  quadra- 
tisch. Das  Dreieck  ist  Hauptdreieck  in  beiden  Feldern,  wobei  Gegen- 
elemente homolog  sind.  Jeder  Ecke  ist  der  Büschel  um  sie  selbst, 
jeder  Seite  die  Punktreihe  auf  ihr  selbst  entsprechend. 

2.  Die  Geraden,  welche  in  einer  ebenen  Korrelation  gleichzeitig 
konjugiert  und  rechtwinklig  sind,  bilden  eine  quadratische  Verwandt- 
schaft. Ist  jR  der  Mittelpunkt  des  ersten  Feldes,  so  enthält  sein 
Strahlenbüschel  zwei  Geraden,  deren  Pole  in  senkrechter  Richtung 
zu  ihnen  unendlich  fem  sind.  Sie  und  die  unendlich  ferne  Gerade 
bilden  das  Hauptdreiseit  des  ersten  Feldes. 

3.  Drei  kollineare  Felder  Z,  Z',  Z",  von  denen  die  beiden  letzteren 
in  derselben  Ebene  liegen,  führen  zu  einer  quadratischen  Verwandt- 
schaft, wenn  einem  Punkte  von  Z  die  Verbindungslinie  der  entspre- 
chenden Punkte  von  Z'  und  Z"  zugeordnet  wird.  Das  Koinzidenz- 
dreieck von  Z'  und  Z"  und  das  entsprechende  Dreieck  in  Z  sind 
Hauptdreiseit  und  Hauptdreieck.  Eine  Gerade  der  zweiten  Ebene  hat, 
je  nachdem  sie  zu  Z'  oder  Z"  gehört,  zwei  entsprechende  Geraden, 
die  im  korrespondierenden  Punkte  sich  schneiden;  so  erhalten  wir  in 
ihr  ein  Feld  und  in  der  ersten  Ebene  zwei.  Sind  Z',  Z"  zu  Z  korre- 
lativ, so  ergibt  sich  eine  Punktverwandtschaft. 

4.  Bei  einer  ebenen  KoUineation  zwischen  Z,  Z'  kann  man  einem 
Punkt  von  Z  die  ihn  mit  dem  entsprechenden  Punkte  von  Z'  ver- 
bindende Gerade  zuordnen  und  erhält  eine  quadi-atische  Nullverwandt- 
schaft (Nr.  780  und  §  144). 

5.  Ebenfalls  eine  NuUverwandtschaft  2.  Grades  ergibt  sich,  wenn 
bei  einem  Büschel  von  sich  doppelt  berührenden  Kegelschnitten  ein 
Punkt  und  die  Tangente  des  durchgehenden  Kegelschnitts  des  Büschels 
zugeordnet  werden.  Hauptdreieck  ist  das  der  Berührungspunkte  C/",  F 
und  des  Berührungspols  TF,  Hauptdreiseit  das  damit  identische  der 
gemeinsamen  Tangenten  w,  v  und  der  Berührungssehne  w.  Jedem 
von  jenen  Punkten    ist   jeder    durchgehende   Strahl   zugeordnet,   her- 
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rührend    als   Tangente   vom   Punktepaar   (C/,  F),  bzw.   vom   Geraden- 
paar (u,  v),  jeder  Seite  jeder  auf  ihr  gelegene  Punkt. 

6.  Wenn  die  Gerade  l  und  drei  Punkte  Ay  Ä\  B  gegeben  sind, 
so  ordne  man  einem  Punkte  X  den  Punkt  X'  zu,  in  welchem  BX 
von  der  Gerade  getroffen  wird,  die  Ä'  mit  (Z,  ÄX)  verbindet.  Wenn 
C  und  C  die  Schnitte  von  l  mit  A'B  und  AB  sind,  so  bilden  J.,  jB,  C 
das  eine,  Ä,  B,  C  das  andere  Hauptdreieck;  jeder  Punkt  von  l  ent- 
spricht sich  selbst. 
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810  Wir  besprechen    zunächst    teilweise  oder  halb   involntorische 

Verwandtschaften.  Jede  quadratische  Verwandtschaft  ineinander  liegen- 
der Felder  hat  (Nr.  798)  ein  Paar  involutorisch  entsprechender  Punkte ; 
es  liegt  auf  der  Gerade  {W),  welche  die  Punkte  W  der  Korrelationen 
des  Büschels  trägt. 

Gehen  wir  aber  von  zwei  Korrelationen  aus,  welche  den- 
selben Punkt  W  haben,  so  trägt  jeder  Strahl  durch  ihn  zwei  In- 
volutionen doppelt  konjugierter  Punkte,  welche  zu  der  einen  und  der 
andern  Korrelation  gehören  und  den  Büschel  von  Involutionen  kon- 
stituieren, die  ebenso  zu  den  übrigen  Korrelationen  des  Büschels  ge- 
hören (Nr.  85).  Das  gemeinsame  Paar  dieser  Involutionen,  gebildet 
durch  die  Doppelpunkte  der  sich  auf  sie  aUe  stützenden  Involution, 
in  welcher  der  Büschel  der  Kernkurven  geschnitten  wird,  besteht 
aus  Punkten,  welche  für  aUe  Korrelationen  doppelt  konjugiert  sind, 
also  einander  involutorisch  in  der  quadratischen  Verwandtschaft  ent- 
sprechen. Sie  erhält  auf  diese  Weise  oo^  involutorische  Paare;  ihre 
Punkte  erzeugen,  als  jene  Doppelpunkte  oder  Berührungspunkte  mit 
Kernkurven,  die  Kurve  3.  Ordnung  der  Berührungspunkte  der 
Tangenten  aus  W  an  die  Punkt-Kernkurven  des  Korrela- 
tionenbüschels, das  Erzeugnis  des  Büschels  der  Kernkurven  mit  dem 
projektiven  Büschel  der  Polaren  von  W.  Die  zusammengehörigen 
Berührungspunkte  sind  die  Punkte  U,  V  der  betreffenden  Korrelation. 
Auf  ihr  liegen  die  vier  Koinzidenzpunkte  der  quadratischen  Verwandt- 
schaft, die  Grundpunkte  des  Kernkurven-Büschels  und  Berührungs- 
punkte der  Tangenten  aus  W  an  die  Kurve  3.  Ordnung. 

Weil  sie  sich  selbst  entspricht,  so  muß  sie,  damit  die  Ordnung 
3  der  entsprechenden  Kurve  zustande  kommt,  durch  die  sechs 
Hauptpunkte  gehen;  jedem  von  ihnen  ist  im  Systeme  der  involutori- 
schen  Paare  auf  ihr  der  dritte  Schnitt  seiner  Hauptgerade  gepaart. 
In  ihr  vereinigen  sich  die  beiden  isologischen  Kurven  des  Punktes  W. 

Sie  kann  in  zwei  Weisen  zerfallen,  nämlich  wenn  W  auf 
einer  gemeinsamen  Sekante  des  Büschels  der  Kernkurven  liegt,  oder 
wenn  dieser  aus  sich  doppelt  berührenden  Kegelschnitten  besteht.    Der 
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gerade  Bestandteil  ist  dort  die  genannte  Sekante,  hier  die  Berührungs- 
sehne und  W  liegt  auf  dem  Kegelschnitte.  Im  ersten  Falle  be- 
stehen zwei  Systeme  von  involutorischen  Paaren,  auf  jedem 
Bestandteile  eins,  wobei  für  die  Involution  auf  dem  Kegelschnitt  W 
das  Zentrum  ist,  im  andern  nur  eins,  wobei  die  beiden  Punkte 
der  Paare  —  die  auf  den  Strahlen  durch  W  liegen  —  sich  auf 
die  beiden  Teile  verteilen. 

Diese  beiden  interessanten  Fälle  lassen  sich  leicht  vermittelst  der 
Seydewitzschen  Konstruktion  herstellen. 

Auf  einem  Kegelschnitte  K  sei  eine  Involution  /  gegeben  mit 
dem  Zentrum  Wj  sowie  vier  beliebige  Punkte  A,  Ä^,  B,  B^,  denen  in 
1  gepaart  seien:  A',  A^j  B\  B^.  Wir  machen  die  Büschel  A  und  A^ 
so  projektiv,  daß  entsprechende  Strahlen  nach  gepaarten  Punkten  von 
/  gehen,  und  in  gleicher  Weise  die  Büschel  B  und  B^.  In  der  durch 
diese  Projektivitäten  hergestellten  quadratischen  Verwandtschaft,  die 
im  allgemeinen  nicht  involutorisch  ist,  sind  die  Paare  von  I  involu- 
torische  Paare,  femer  A  und  J^,  B  und  B^  homologe  Hauptpunkte; 
die  dritten  sind  C  =  {AB^,  BA{),  C^  =  (A.B,  B,Ä). 

Dem  Punkte  W  entspricht  W  =  {AA^y  ^^i)  involutorisch;  diese 
vier  Punkte  werden  auf  dem  geraden  Bestandteile  der  Kurve  3.  Ordnung 
liegen;  in  der  Tat,  die  beiden  Pascalschen  Sechsecke  AA^A^BB^B^ 
und  A^AA' B^BB'  zeigen,  daß  C  und  C^  mit  W  und  W  in  gerader 
Linie  liegen.  Diese  Gerade,  welche  durch  zwei  homologe  Hauptpunkte 
geht  und  das  involutorische  Paar  WW  trägt,  entspricht  sich  selbst 
und  trägt,  wegen  dieses  Paars,  eine  Involution. 

Die  Punktreihen  auf  einem  Kegelschnitte  K  und  einer  Gerade  h 
seien  perspektiv  gemacht  mit  dem  Zentrum  W  auf  K.  Wenn  A  be- 
liebig auf  K  liegt,  so  seien  X,  Y'  die  Schnitte  eines  Strahls  durch 
A  mit  K  und  k  und  X\  Y  ihnen  in  jener  Perspektivität  entsprechend; 
ist  dann  A^^  der  zweite  Schnitt  einer  der  Verbindungslinien  X' Y  mit 
K,  so  gehen  aUe  durch  ihn;  denn  die  Projektivität  der  X\  Y,  in 
welcher  die  Schnittpunkte  Kk  sich  selbst  entsprechend  sind,  hat  mit 
der  durch  den  Büschel  A^  bewirkten  drei  Paare  entsprechender  Ele- 
mente gemeinsam.  Die  beiden  Büschel  A  und  A^  sind  projektiv;  ge- 
hört wiederum  ebenso  B^  zu  B,  so  sind  in  der  quadratischen  Ver- 
wandtschaft, die  aus  diesen  projektiven  Büscheln  sich  ergibt,  die  X,  X' 
involutorisch  entsprechend;  denn  auch  dem  Strahle  AX'Z  muß  der 
Strahl  A^XZ'  korrespondieren,  wenn  Z  und  Z'  in  der  Perspektivität  W 
zu  einander  gehören.  Die  dritten  Hauptpunkte  C  und  C^  sind  die 
Schnitte  von  A^B^  und  AB  mit  W^). 

Für    eine    ganz    involutorische    Verwandtschaft    wurde     in  811 
Nr.  788    erkannt,   daß    die   einen  Hauptpunkte   mit    den  andern 


1)  Vgl.  hierzu  Doli  lern  an  n,  Zeitschrift  für  Mathem.  und  Physik  Bd.  36,  S.  356. 
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sich  decken  und  jedem  in  beiderlei  Sinne  dieselbe  Haupt- 
kurve zukommt.  In  Nr.  807  lernten  wir  scbon  eine  involutorische 
Verwandtschaft  2.  Grades  kennen,  diejenige  zentrale,  bei  welcher 
0  =:p  die  Polare  des  Zentrums  0  ^  P'  in  bezug  auf  K^  ist;  in  ihr 
sind  entsprechend  Punkte  auf  einem  Strahle  durch  das 
Zentrum,  welche  in  bezug  auf  diesen  Kegelschnitt  konju- 
giert sind;  sie  zeigt,  wie  auch  S'  mit  Q,  T'  mit  B,  sich  vereinigen; 
es  bleibt  das  einzige  Hauptdreieck  OQR.  Dem  Q  liegt  die  zuge- 
hörige Hauptgerade  QU  gegenüber,  durch  Q,  B  gehen  die  ihrigen 
QO,  BO.  Man  nennt  diese  Verwandtschaft  quadratische  Inversion^). 

Läßt  man  die  beiden  Korrelationen,  mit  denen  eine  quadratische 
Verwandtschaft  hergestellt  wird,  involutorisch,  also  Polarfelder  werden, 
so  wird  die  quadratische  Verwandtschaft  selbst  involutorisch.  Sie  ist 
die  Verwandtschaft  der  gemeinsam  konjugierten  Punkte  für 
zwei  Kegelschnitte  und  alle  ihres  Büschels.  Hauptdreieck 
ist  das  gemeinsame  Polardreieck,  wobei  für  jede  Ecke  die  Gegen- 
seite, die  gemeinsame  Polare,  die  zugehörige  Hauptgerade,  also  jede 
zu  sich  homolog  ist.  Sich  selbst  entsprechend  sind  die  vier 
Grundpunkte  des  Büschels.  Der  einer  Gerade  l  entsprechende 
Kegelschnitt  ist  sowohl  der  Ort  der  Punkte,  die  den  Punkten 
der  Gerade  l  gemeinsam  konjugiert  sind,  als  auch  der  Ort 
der  Pole  von  l  in  bezug  auf  die  einzelnen  Kegelschnitte  des 
Büschels  (Nr.  691).  Durch  die  Hauptpunkte  geht  er,  weil  sie  den 
Schnittpunkten  der  l  mit  den  Hauptgeraden  konjugiert  sind,  oder 
weil  sie  Pole  dieser  Gerade  in  bezug  auf  die  drei  Geradenpaare  sind, 
Die  beiden  Schnittpunkte  der  l  und  des  korrespondierenden  Kegel- 
schnitts sind  einander  entsprechend;  also  trägt  jede  Gerade  ein 
Paar  entsprechender  Punkte:  das  Paar  der  Doppelpunkte  der 
Schnittinvolution  mit  dem  Kegelschnitt-Büschel,  allen  Involutionen  kon- 
jugierter Punkte  gemeinsam,  die  sich  ja  auf  jene  stützen.  Auf  den 
Strahlen  irgendeines  Büschels  0  bilden,  wie  in  Nr.  810  bei  einem  be- 
stimmten Büschel,  diese  Paare  eine  durch  0  gehende  Kurve  3.  Ord- 
nung: die  Tangenten  aus  0  berühren  in  den  Grundpunkten  oder  Koin- 
zidenzpunkten der  Verwandtschaft. 

Einem  Punkte  auf  einer  Verbindungsgerade  zweier  Grundpunkte 
ist  entsprechend  der  zu  ihm  in  bezug  auf  diese  harmonische  Punkt; 
die  Involution  konjugierter  Punkte  auf  ihr  ist  für  alle  Kegelschnitte  des 
Büschels  dieselbe.  Wir  erkennen  jetzt,  daß  die  in  Nr.  112  gefundene 
Involution  auf  einem  Kegelschnitte  des  Netzes  durch  die  drei  Dia- 
gonalpunkte   des   Vierecks    der    Grundpunkte,    in    denen   er    von   den 

1)  Schon  1838  von  Bellavitis  gefunden:  Nuovi  Saggi  dell'Accademia  di 
Padova  Bd.  4;  ausführlicher  behandelt  von  Hirst,  Proc.  Royal  Society  1865  S.  92; 
Annali  di  Matematica  Ser.  I  Bd.  7  S.  49;  Geiser,  Mitteil,  der  Berner  Naturforsch. 
Ges.  1865. 
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Gegenseiten  getroffen  wird,  durch  diese  quadratische  Verwandtschaft 
der  Involution  korrespondiert,  in  welcher  die  entsprechende  Gerade 
von  ihnen  geschnitten  wird. 

Benutzt  man  zwei  Geradenpaare  des  gegebenen  Büschels,  so  sind 
entsprechend  zwei  Punkte  xy  und  xy\  wenn  x  und  x  zu  den  Geraden 
des  einen,  //  und  y  zu  denen  des  andern  Paares  harmonisch  sind  oder 
gepaart  in  den  Involutionen,  welche  diese  Paare  darstellen. 

Überzeugen  wir  uns,  daß  diese  beiden  im  vorangehenden 
besprochenen  Verwandtschaften  die  einzigen  involutorischen 
quadratischen  sind. 

Hinsichtlich  des  Hauptdreiecks  sind  zwei  Fälle  möglich: 
Entweder  deckt  sich  jeder  Hauptpunkt  mit  dem  homologen 
und  hat  die  Gegenseite  zur  Hauptgerade;  oder  nicht.. 

Im  ersten  Falle  ist  für  jeden  in  der  einen  und  der  andern  Korre- 
lation, durch  die  wir  die  Verwandtschaft  hergestellt  denken,  die  Gegen- 
seite Polare,  das  Dreieck  also  ein  Polardreieck  für  beide;  sie  sind 
Polarfelder:  und  wir  haben  die  Verwandtschaft  der  gemeinsam  konju- 
gierten Punkte  in  bezug  auf  zwei  Kegelschnitte. 

Im  zweiten  Falle  decke  sich  B^  mit  dem  nicht  homologen  Haupt- 
punkte A^  also  die  Hauptgerade  h  mit  %'.  Fiele  weiter  C^  auf  B 
und  dann  Ä^  auf  0,  so  würde,  wenn  X  =  F',  X'  =  F  irgend  zwei 
entsprechende  Punkte  sind  in  allgemeiner  Lage,  von  denen  also  keiner 
auf  eine  Seite  des  Hauptdreiecks  fäUt,  den  identischen  Geraden  AXj 
B^Y'  die  nicht  identischen  Geraden  ^j'X',  51^ entsprechen;  was  gegen 
die  Voraussetzung  des  involutorischen  Entsprechens  ist.  Also  fällt 
A^'  auf  B,  Cj'  auf  C  und  demnach  a  auf  &^',  c  auf  c/. 

Im  zweiten  Falle  decken  sich  einmal  zwei  homologe 
Hauptpunkte  Cund  C^  und  in  der  Gegenseite  die  zugehörigen 
Hauptgeraden  c/,  c;  während  die  andern  Ecken  A^B^^  A^ ^B 
zueinander  homolog  sind  und  je  auf  der  zugeordneten  Haupt- 
gerade a/^&,  a^h^  liegen;  oder  mit  einfacherer  Bezeichnung:  zu 
den  Hauptpunkten  A,  Bj  C  gehören  die  Hauptgeraden  AC,  BC,  AB. 

Einem  Strahl  x^y  durch  A  entspricht  ein  Strahl  x'  =  y  durch 
B;  der  Schnittpunkt  ist  sowohl  xy  als  x'y\  entspricht  sich  also 
selbst.  Diese  Strahlen  a;,  x  (oder  y\  y)  bewegen  sich  projektiv  um 
A,  B,  und  den  AB,  AC  korrespondieren  (Nr.  796)  die  A^C^,  A^' B^' 
oder  BC,  BA,  also  dem  gemeinsamen  Strahle  AB  ^  BA  die  BCy  AC:^ 
das  Erzeugnis  oder  der  Ort  der  sich  selbst  entsprechenden  Punkte 
xy~xy'  ist  ein  Kegelschnitt  durch  A^  Bj  welcher  AC,  BC  tangiert. 
Der  Punkt  C  ist  das  involutorische  Zentrum  der  projektiven  Büschel 
(Nr.  90);  d.  h.  wenn  in  X  sich  x  und  2  aus  A  und  B  treffen  und  im  ent- 
sprechenden X'  die  entsprechenden  x'  und  0'  aus  B  und  A,  so  werden 
durch  dies  involutorische  Paar  auf  der  Verbindungslinie  XX'  die 
eingeschnittenen  Punktreihen   involutorisch,    sie   muß  durch  C  gehen. 

Sturm,  Geoinetr  Verwandtschaften.  IV.  Ö 
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Die  Doppelpunkte  dieser  Involution,  in  denen  sich  entsprechende  Ge- 
raden schneiden,  liegen  auf  dem  obigen  Kegelschnitte,  und  X  und  X' 
sind  konjugiert  in  bezug  auf  ihn. 

Wir  haben  die  quadratische  Inversion  mit  dieser  Kurve  als  Basis 
und  dem  zu  sich  homologen  Hauptpunkt  C  als  Zentrum. 

Wir  vsrollen  die  beiden  involutorischen  Verwandtschaften,  die 
quadratische  Inversion  und  die  der  konjugierten  Punkte  eines 
Kegelschnitt -Büschels  als  erster  und  zweiter  Art:  Ji,  In  unter- 
scheiden. 

Aus  der  vorangehenden  Erörterung  über  die  Ii  folgt,  daß  die- 
jenige Ji,  deren  Hauptpunkte  alle  reell  sind,  aus  zwei  pro- 
jektiven Strahlenbüscheln  durch  die  Punktepaare  der  Invo- 
lutionen entsteht,  in  denen  sie  von  den  Strahlen  durch  ihr 
involutorisches  Zentrum  geschnitten  werden.  Der  zugehörige 
Basis -Kegelschnitt  ist  der,  welcher  durch  die  Büschel  erzeugt  wird. 

Bei  einer  ebenen  Korrelation  (Nr.  307)  liegen  doppelt  kon- 
jugierte Punkte  stets  auf  einer  Gerade  durch  den  ausgezeichneten 
Punkt  W  und  sind  konjugiert  in  bezug  auf  die  Punkt-Kernkurve;  also 
handelt  es  sich  um   quadratische  Inversion. 

Projiziert  man   die  Schnittpunkte  der  Strahlen  eines  Bündels  P 
mit   einer  Fläche  2.  Grades   aus   einem  Punkte  0  derselben   auf  eine 
Ebene  Z,  so  ergibt  sich  ebenfalls  quadratische  Inversion. 
812  Die  Koinzidenzen,  von  denen  /n  vier  einzelne  hat,  die  Grund- 

punkte  des  Kegelschnitt-Büschels,  Ii  aber  oo^,  die  Punkte  der  Basis  K^^ 
sind  in  folgender  W^eise  in  den  beiden  Fällen  verschieden- 
artig. Es  sei  a.  ein  Koinzidenzpunkt;  den  Strahlen  durch  ihn  ent- 
sprechen die  Kegelschnitte  durch  die  Hauptpunkte  und  S;  ist  X  der 
Nachbarpunkt  von  (^  auf  einem  von  jenen  Strahlen,  so  ist  der  ent- 
sprechende X'  der  Nachbarpunkt  des  S  auf  dem  korrespondierenden 
Kegelschnitt  und  seiner  Tangente  in  S;  also  entspricht  dem  Strahle  ßX' 
der  Kegelschnitt,  welcher  (SX  berührt.  Es  entsteht  damit  involu- 
torisches Entsprechen  im  Strahlenbüschel  um  ©.  Im  Falle  in  läuft 
es  aber  darauf  hinaus,  daß  jeder  Strahl  sich  selbst  entspricht;  denn 
dies  geschieht  ersichtlich  bei  den  drei  Geraden  von  S  nach  den 
Hauptpunkten,  denen  Geradenpaare  entsprechen,  und  zwar  dem  (^Ä  das 
Geradenpaar  (-B(7,  (^-4);  dessen  Tangente  in  ^  ist  (iÄ. 

Jeder  Strahl  durch  S  berührt  in  diesem  Punkte  seinen  ent- 
sprechenden Kegelschnitt. 

Bei  Ji  dagegen  sind,  wenn  wiederum  C  der  nicht  auf  der  Basis 
gelegene  Hauptpunkt  ist,  den  Strahlen  S(J.,  i?,  C)  die  ^{B,  A,  C)  in- 
volutorisch  entsprechend;  es  ergibt  sich  eine  eigentliche  Involution 
S(J.,  5;  C,  0);  der  andere  Doppelstrahl  ist  die  Tangente  an  K'^  in  S. 

Einer  durch  einen  Koinzidenzpunkt  gehenden  Kurve 
entspricht  eine  Kurve,   die   auch   durch   ihn   geht,   und   zwar 
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bei  in  mit  derselben  Tangente,  bei  Ji  mit  einer  andern 
Tangente. 

Einem  Kegelschnitt  entspricht  in  einer  quadratischen  Verwandt- 
schaft nur  dann  ein  Kegelschnitt,  wenn  er  durch  zwei  Hauptpunkte 
geht.  Der  entsprechende  geht  dann  durch  die  homologen.  Folglich 
muß  bei  lu  ein  sich  selbst  entsprechender  Kegelschnitt  (wenn  solche 
vorhanden  sind)  durch  zwei  Hauptpunkte  gehen,  aber  auch  durch 
zwei  Koinzidenzpunkte,  die  Doppelpunkte  der  auf  ihm  entstehenden 
Involution.  Wenn  die  Hauptpunkte  A,  B  genommen  werden, 
so  können  diese  Koinzidenzpunkte  nicht  solche  Grundpunkte  des 
Kegelschnitt -Büschels  sein,  welche  mit  einer  jener  Ecken  J.,  B  des 
Polardreiecks  ABC  in  gerader  Linie  liegen,  sondern  mit  C  in  gerader 
Linie  befindliche;  seien  ß,  S  solche  Punkte,  so  werde  auf  dem  Kegel- 
schnitte (AB(^^X)  der  gepaart.e  Punkt  X'  zu  X  in  der  Involution 
mit  den  Doppelpunkten  S,  S  konstruiert;  er  ist  zu  X  konjugiert  in 
bezug  auf  die  Geradenpaare  ^(ß,  S)  und  B(^/Q,)  des  Büschels,  also 
dem  X  in  der  Verwandtschaft  und  daher  der  Kegelschnitt  sich  selbst 
entsprechend,  in  besitzt  sechs  Büschel  von  sich  selbst  ent- 
sprechenden Kegelschnitten.  Jeder  schneidet  die  Verbindungs- 
linie der  beiden  andern  Grundpunkte,  weil  er  zwei  Geradenpaare  mit 
diesen  Grundpunkten  als  Doppelpunkten  enthält,  in  der  auf  dieser  Ge- 
rade gelegenen  Involution  konjugierter  Punkte  für  den  gegebenen  Büschel. 

Bei  einem  Kreisbüschel  ist  einer  von  diesen  Büscheln  der  Büschel 
der  orthogonalen  Kreise.  Das  Zentrum  der  Involution  ist  je  der  Mittel- 
punkt. Denn  jeder  Durchmesser  des  einen  von  zwei  orthogonalen 
Kreisen  schneidet  beide  harmonisch  (Nr.  815). 

In  Ii  kann  ein  sich  selbst  korrespondierender  Kegel- 
schnitt nur  durch  die  zueinander  homologenHauptpunkte^,i? 
gehen.  Mit  diesen  liegen  zwei  Paare  entsprechender  Punkte 
X,  X';  Yj  Y'  immer  auf  einem  Kegelschnitte,  der  sich  dann 
selbst  entspricht.     Denn  es  ist: 

A{X,  Y,  X',  T)  7\  B(X',  r,  X,T)7\  B{X,  Y,  X',  Y'). 

Will  man,  im  Falle  imaginärer  Punkte  A,  B^  reeU  verfahren,  so 
hat  man  darzutun,  daß  der  Kegelschnitt-Büschel  (XX'  YY')  in  die 
(reelle)  Gerade  AB  eine  Involution  einschneidet,  welche  sich  auf  die 
zum  Basis-Kegelschnitte  K^  gehörige  Involution  i  konjugierter  Punkte 
stützt;  denn  dann  bilden  deren  Doppelpunkte  ein  Paar  von  jener  In- 
volution. Die  Pole  JE^,  F^  von  XX\YY'  in  bezug  auf  K^^  liegen 
auf  AB,  der  Polare  von  C,  und  sind  den  Schnitten  E,  F  von  XX',  Y  Y' 
konjugiert;  ^jXX',  F^YY'  sind  Polardreiecke  von  K^  und  als  solche 
(Nr.  118)  demselben  Kegelschnitte  eingeschrieben;  i^ji^i  ist  also 
das  durch  diesen  Kegelschnitt  des  Büschels  (XX' FY')  in  AB  ein- 
geschnittene Paar  und  geht  aus  FF^  dem  durch  ein  Geradenpaar  des 

6* 
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Büschels  eingeschnittenen  Paare,  durch  die  Involution  I  hervor;  folg- 
lich stützen  (Nr.  85)  diese  und  die  Schnittinvolution  einander. 

Die  Tangenten  in  den  beiden  weiteren  Schnitten,  mit 
K^j  eines  solchen  sich  selbst  entsprechenden  Kegelschnitts  ^, 
den  Doppelpunkten  der  auf  ihm  durch  die  Verwandtschaft  entstehenden 
Involution,  gehen,  als  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte,  nach  (7, 
der  so  Zentrum  dieser  Involution  wird.  Jede  von  diesen  Tangenten 
und  diejenige  von  K^  im  nämlichen  Punkt  werden  durch  A,  B 
harmonisch  getrennt,  da  die  erstere  und  AB  in  bezug  auf  K^ 
konjugiert  sind. 

Jeder  Punkt  (S  auf  K^  führt  zu  einem  Büschel  von  ^  mit  ge- 
meinsamer Tangente  ^C  in  ß. 

Es  ergeben  sich  oo^  sich  selbst  entsprechende  Kegel- 
schnitte^. Jeder  Kegelschnitt  {AB XX')  gehört  zu  diesem  Systeme; 
denn  ist  Y  ein  beliebiger  Punkt  auf  ihm,  so  liegt  Y'  auch  auf  ihm; 
oder  die  beiden  weiteren  Schnitte  mit  K^  müssen,  wie  A,  B,  X,  X\ 
auch  dem  entsprechenden  angehören. 

Jeder  Punkt  X  scheidet  aus  dem  Systeme  einen  Büschel  mit  dem 
vierten  Grundpunkte  X';  die  Büschel  (X,  X')  und  (Y,  Y')  haben  den 
Kegelschnitt  (XX'  YY')  gemeinsam,  also  bilden  alle  diese  sich 
selbst  entsprechenden  Kegelschnitte  ein  Netz. 

Umgekehrt,  in  jedem  Kegelschnitt-Netze  9^  mit  zwei 
Grundpunktenbefinden  sichdie  beiden  veränderlichenGrund- 
punkte  der  Büschel  in  einer  Verwandtschaft  Ii.  Denn  nach 
Nr.  687  liegen  diese  ferneren  Grundpunkte  in  gerader  Linie  mit  dem 
Pole  der  Verbindungslinie  der  festen  Grundpunkte  in  bezug  auf  den 
Kegelschnitt -Bestandteil  der  Jaco  bischen  Kurve  dieses  Netzes  und 
sind  konjugiert  in  bezug  auf  ihn. 

Jeder  Kegelschnitt  von  9^  trägt  eine  Involution  von  solchen 
Punktepaaren  und  entspricht  in  Ii  sich  selbst. 

Diese  sich  entsprechenden  Kegelschnitte  der  quadratischen  In- 
version unterscheiden  sich  dadurch  von  der  Basis  K^^  daß  sie  nicht, 
wie  diese,  Punkt  für  Punkt  sich  selbst  entsprechen. 

Ihr  Netz  und  K^  bestimmen  das  Gebüsche  aUer  durch  Aj  B 
gehenden  Kegelschnitte.  Einem  beliebigen  Kegelschnitt  dieses  Ge- 
büsches entspricht  involutorisch  ein  anderer  aus  dem  Büschel,  den  er 
mit  K^  bestimmt,  weil  die  vier  Schnittpunkte  sich  selbst  entsprechen. 
So  entsteht  in  jedem  der  Büschel  des  Gebüsches,  die  von  K^  ausgehen, 
Involution,  im  Gebüsche  (oder  wenn  wir  koUinear  in  den  Punktraum 
abbilden  (Nr.  670),  in  diesem)  involutorische  Homologie;  K'^  repräsen- 
tiert das  Zentrum,  das  Netz  die  Ebene. 

Drei  Paare  entsprechender  Punkte  und  die  drei  Hauptpunkte 
bilden  immer  eine  Gruppe  assoziierter  Punkte;  denn  es  gehen  durch 
sie  drei  aus  einem  Kegelschnitt  des  Netzes  und  einer  Gerade  durch 
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das  Zentrum  bestehende  Kurven  3.  Ordnung;  und  da  diese  sich  selbst 
entsprechen,  so  tun  es  alle  Kurven  des  Büschels.  Durch  die  drei 
Hauptpunkte  und  irgend  drei  Paare  entsprechender  Punkte, 
als  assoziierte  Punkte,  ist  ein  Büschel  von  Kurven  ?>.  Ordnung 
bestimmt;  diese  entsprechen  sich  selbst  in  /j.  Jede  von  diesen 
oo*  Kurven  3.  Ordnung  trägt,  infolge  von  7i,  eine  involutorische 
Korrespondenz,  eine  zentrale  Involution,  wie  wir  sie  später  nennen 
werden,  und  gehört  zu  oo^  derartigen  Büscheln. 

Durch  vier  Punkte  geht  eine  von  diesen  Kurven;  denn  drei  von 
ihnen  und  ihre  entsprechenden  bestimmen  einen  der  Büschel,  aus  dem 
der  vierte  eine  Kurve  ausscheidet,  die  dann  auch  den  entsprechenden 
enthält. 

Beliebige  vier  Paare  entsprechender  Punkte  der  7i  liegen 
mit  den  drei  Hauptpunkten  auf  einer  Kurve  3.  Ordnung. 

Auch  bei  der  lu  muß  jede  sich  selbst  entsprechende  Kurve  3.  Ord- 
nung durch  die  drei  Hauptpunkte  gehen,  damit  die  Ordnung  auf  3 
sich  reduziert,  und  weiter  durch  drei  Paare  entsprechender  Punkte. 
Diese  bestimmen,  als  Paare  konjugierter  Punkte,  ein  Netz  von  Kegel- 
schnitten, dem  der  gegebene  Büschel  angehört;  und  die  Kurve  3.  Ord- 
nung ist,  wegen  der  drei  Hauptpunkte,  die  Geradenpaar-Doppelpunkte 
des  Büschels  sind,  und  der  drei  Paare  konjugierter  Punkte  die  Jacobi- 
schen Kurve  dieses  Netzes.  Daß  es  sich  hier  nicht  auch  um  assoziierte 
Punkte  handeln  kann,  werden  wir  in  Nr.  885  erkennen.  Bei  einer 
Verwandtschaft  In  sind  von  Kurven  3.  Ordnung  nur  die  Jacob i sehen 
Kurven  der  oo^  durch  den  Kegelschnitt-Büschel  gehenden  Netze  sich 
selbst  entsprechend,  und  die  auf  ihnen  durch  Ijj  entstehenden  ein- 
deutigen Korrespondenzen  sind  solche  konjugierter  Punkte  (§  118). 

Bei  der  Verwandtschaft  Jn  tragen  die  drei  Hauptpunkte,  813 
die    Ecken    des    Polardreiecks    des    zugrunde    liegenden    Kegelschnitt- 
Büschels,  Involutionen  entsprechender  Geraden  a,  a';  &,  &';  c,  c'. 
Sie   sind    verbundene  Involutionen  (Nr.  82);   denn  gehen  a,  6,  c 
durch  Xj  so  gehen  a,  h\  c    durch  den  entsprechenden  Punkt  X\ 

Und  aus  zweien  dieser  Involutionen  wird  nach  Nr.  811  die  Ver- 
wandtschaft erzeugt. 

Auch  die  Ii  enthält  verbundene  Involutionen;  jede  Gerade 
durch  das  Zentrum  C  trägt  eine  Involution  entsprechender  Punkte; 
nehmen  wir  zwei  dieser  Involutionen  mit  den  Doppelpunkten  M,  N-, 
M^,  N^  auf  K^'^  die  verbundene  dritte  liegt  stets  auf  AB  und  hat 
zwei  nach  K^  konjugierte  Punkte  zu  Doppelpunkten,  nämlich  die 
Schnitte  {MM^,  NN^),  (MN^,  NM^).  Demnach  ist  AB  ein  Paar 
derselben,  und  wir  sehen  von  neuem,  daß  diese  Punkte  mit  jedem 
Paare  der  einen  und  jedem  Paar  der  andern  Involution  auf  einem 
Kegelschnitte  liegen,  einem  aus  dem  Netze  '^. 
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Wir  wollen  unsere  Verwandtschaften  Ii  und  In  durch 
eine  quadratisclie  Transformation  £i  aus  Z  nach  1.^  in  Kolli- 
neationen  transformieren.-^)  Dazu  legen  wir  zwei  Hauptpunkte 
der  O  bei  Iji  in  zwei  beliebige  Hauptpunkte^  etwa  Ä,  B,  bei  ii  in 
die  beiden  homolo^^en  A,  B,  den  dritten  ^  in  einen  Koinzidenzpunkt. 
Einer  Gerade  in  Z^  korrespondiert  durch  Q  ein  durch  Ä^  B^  ^  gehender 
Kegelschnitt,  diesem  durch  /  ein  ebenfalls  durch  A,  B^  (S  gehender 
Kegelschnitt,  welchem  dann  durch  Q  wiederum  eine  Gerade  entspricht. 
Damit  ist  die  KoUineation  erzielt,  und  da  das  involutorische  Ent- 
sprechen erhalten  bleibt,  haben  wir  involutorische  Homologie. 
Die  Axe  und  das  Zentrum  ergeben  sich  verschiedenartig. 

Bei  In  entspricht  einem  Punkte,  der  unendlich  nahe  an  ©  ist, 
ein  in  derselben  Richtung  unendlich  naher.  Es  sei  q  in  Z^  die  dem 
S  zugehörige  Hauptgerade;  wenn  auch  (^  alle  Punkte  von  c^  zu  ent- 
sprechenden hat,  so  gilt  doch,  daß  wenn  man  sich  dem  ©  auf  einem 
bestimmten  Strahle  durch  ihn  nähert,  der  entsprechende  in  Zj  auf 
denjenigen  Punkt  von  Cj  zugeht,  der  dem  Strahle  durch  den  gegenüber- 
liegenden Hauptpunkt  ^^  angehört,  welcher  jenem  Strahle  in  der  Pro- 
jektivität  der  Büschel  um  die  homologen  Hauptpunkte  S,  ©^  entspricht. 
Nun  nähern  sich  entsprechende  Punkte  von  In  dem  (^  auf  derselben 
Gerade,  also  rücken  die  beiden  durch  Q  ihnen  entsprechenden  in  den- 
selben Punkt  von  q.  Diese  Gerade  trägt  lauter  sich  selbst  ent- 
sprechende Punkte,  ist  also  die  Axe  der  Homologie.  Zwei  von  den 
drei  übrigen  Koinzidenzpunkten  liegen  auf  S(^,  B),  Hauptgeraden  von 
O,  gehen  also  über  in  die  auf  c^  gelegenen  Hauptpunkte.  Der  dritte 
S,  auf  C(S  gelegen,  geht  durch  £l  in  das  Zentrum  der  Homologie  über. 
Die  Kegelschnitte  durch  J.,  B,  (S,  S,  sich  selbst  entsprechend  in  Zu, 
transformieren  sich  in  die  Strahlen  durch  das  Zentrum;  wir  können 
nun  auch  aus  der  äomologie  zurückschließen,  daß  diese  Kegelschnitte 
sich  selbst  entsprechen,  und  vermittelst  andrer  O  ergibt  es  sich  für 
die  übrigen  Büschel. 

Bei  Ii  aber  nähern  sich  entsprechende  Punkte  dem  i^  auf  involu- 
torisch  gepaarten  Strahlen;  folglich  trägt  q  eine  Involution  ent- 
sprechender Punkte,  ist  also  nicht  Axe,  sondern  Strahl  durch  das 
Zentrum.  Dieses  wird  auf  ihm  durch  denjenigen  Strahl  eingeschnitten, 
der  in  der  Projektivität  der  Büschel  (5  und  ©^  dem  Strahle  SC  ent- 
spricht, und  korrespondiert  dem  unendlich  nahen  Punkte  neben  (E 
auf  diesem  Strahle,  dem  vierten  Grundpunkte  des  Büschels  der  sich 
selbst  entsprechenden  Kegelschnitte  durch  AjB,^,  welche  in  letzterem 
Punkte  die  SO  tangieren.  Sie  gehen  in  die  Strahlen  durch  das 
Zentrum  über.  Die  Axe  der  Homologie  entsteht  hier  aus  dem  Kegel- 
schnitte K^y  der  ja  durch  die  Hauptpunkte  A,  B,  S  geht. 

1)  Bertini,  AnnaU  di  Matematica  Ser.  II  Bd.  8  S.  18,  19. 
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Dual  zu  In  ist  die  Verwandtschaft  der  Geraden,  welche  in  814 
bezug  auf  die  Kegelschnitte  einer  Schar  gemeinsam  konju- 
giert sind.  Auf  den  Seiten  des  Polardreiecks  befinden  sich  verbundene 
Involutionen,  und  einer  Gerade  entspricht  die  Gerade,  welche  zu  ihren 
drei  Schnitten  mit  den  Seiten  die  gepaarten  Punkte  enthält;  diese 
Geraden,  welche  die  Diagonalen  des  Yierseits  der  gemeinsamen  Tan- 
genten (dessen  Gegenecken  die  Doppelpunkte  der  Involutionen  sind) 
harmonisch  zu  den  Ecken  schneiden,  haben  wir  gelegentlich  (Nr.  123) 
schon  konjugierte  Geraden  genannt. 

Besteht  die  Schar  aus  konfokalen  Kegelschnitten,  so  sind 
die  verbundenen  Involutionen  die  Fokalinvolutionen  auf  den  Axen  und 
die  absolute  Involution,  und  entsprechende  Geraden  sind  die 
zugleich  rechtwinkligen  und  konjugierten  Geraden  für  einen 
der  Kegelschnitte  und  dann  für  alle.  Den  Tangenten  eines  von 
ihnen  entsprechen  die  Normalen,  dem  Kegelschnitte  also  seine  Evolute. 
Einem  Strahlenbüschel  £  korrespondiert  eine  Parabel;  den  vier  Tan- 
genten, die  sie  mit  einer  Kurve  der  Schar  gemein  hat,  die  vier  Nor- 
malen aus  S  an  diese  Kurve. 

Zu  dieser  dualen  Geraden-Verwandtschaft  führt  ein  Ge- 
büsche von  Kegelschnitten,  wenn  die  ein  Geradenpaar  des- 
selben bildenden  Geraden  einander  zugeordnet  werden.  Drei 
Punkte  scheiden  aus  dem  Gebüsche  einen  Kegelschnitt  aus:  liegen  sie 
in  einer  Gerade,  so  ist  es  ein  Geradenpaar,  dessen  zweite  Gerade 
eindeutig  und  involutorisch  der  ersten  zugeordnet  wird.  Zwei  Punkte 
scheiden  einen  Büschel  aus,  die  beiden  Geradenpaare  desselben,  zu 
denen  nicht  die  Verbindungslinie  gehört,  lehren,  daß  den  Strahlen  des 
Büschels  um  den  einen  Punkt  die  Tangenten  eines  Kegelschnitts  ent- 
sprechen. Also  ist  die  Verwandtschaft  vom  zweiten  Grade.  Wäre 
sie  dual  zu  i^,  so  müßten  alle  Schnittpunkte  zugeordneter  Geraden, 
also  aUe  Doppelpunkte  von  Geradenpaaren  des  Gebüsches  auf  einer 
Gerade  liegen;  was  nicht  der  Fall  ist,  liegen  doch  die  zu  einem 
Netze  des  Gebüsches  gehörigen  auf  dessen  Jaco bischer  Kurve 
3.  Ordnung.  Direkt  zeigt  sich  die  Verwandtschaft  als  dual  zu  /^j,  wenn 
man  die  Kegelschnitt-Schar  heranzieht,  welche  auf  dem  Gebüsche  ruht 
(Nr.  450).  In  bezug  auf  diese  sind  die  Geraden  der  Geradenpaare  des 
Gebüsches  konjugiert. 

Hat  sich  das  Gebüsche  als  Schnitt  eines  Flächengebüsches 
2.  Ordnung  mit  einer  Ebene  ergeben,  so  werden  zugeordnete  Ge- 
raden von  den  Flächen  des  Gebüsches  eingeschnitten,  welche 
die  Ebene  berühren.  Hier  zeigt  sich,  daß  jeder  Punkt  der  Ebene 
Doppelpunkt  eines  Paars  ist. 

Die  vier  sich  selbst  entsprechenden  Geraden  (Grundtangenten 
der  Kegelschnitt-Schar)  rühren  von  Kegeln  des  Gebüsches  her,  welche 
die  Ebene  tangieren. 
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Von  der  ij  mögen  noch  folgende  Spezialfälle  erwähnt 
werden.  Das  Zentrum  C  rücke  auf  die  Basis  JBT^;  also  liegen 
aUe  drei  Hauptpunkte  unendlich  nahe  bei  C;  aber  wir  können  nicht 
schließen,  daß  der  einer  Gerade  l  entsprechende  Kegelschnitt  ?^  die 
Basis  in  C  oskuliert;  er  hat  ja  mit  ihr  noch  die  beiden  Punkte  K^^l 
gemeinsam,  die  Berührung  mit  K^  ist  nur  zweipunktig,  und  wir  haben 
die  drei  unendlich  nahen  Hauptpunkte  nicht  alle  auf  jBT^  anzunehmen; 
das  würde  ja  dem  K^  eine  Gerade  als  korrespondierend  zuweisen, 
nicht  ihn  selbst.  Aber  alle  oo^  Kegelschnitte  P  berühren  sich  in 
C  dreipunktig.  ^) 

Wir  lassen  zweitens  die  Basis  K^  in  zwei  Geraden  m,  n  zerfallen; 
die  Hauptpunkte  Äj  B  vereinigen  sich  im  Punkte  Q  =  mn,  so  daß 
sie  unendlich  nahe  auf  der  Polare  c  von  G  nach  mn  liegen,  und  ihre 
Hauptgeraden  in  QG.  Die  den  Geraden  l  entsprechenden  Kegel- 
schnitte l^  berühren  c  in  Q.  Ein  solcher  Kegelschnitt  l^  ist  also  Ort 
der  Punkte  auf  den  Strahlen  durch  G,  welche  zu  den  Schnitten  mit 
m^n-^l  harmonisch  sind,  oder  der  Punkte,  welche  nach  den  Punkten 
ml,  nl'^  Q  und  G  harmonische  Strablen  senden. 

Eine  Verwandtschaft  i^j  ergibt  sich,  wenn  man  bei  einem  Drei- 
ecke ABG  zu  den  Strahlen  von  A,  B,  G  nach  X  die  symmetrischen 
in  bezug  auf  die  Winkelhalbierenden  konstruiert;  sie  laufen  in  einen 
Punkt  X',  der  dem  X  in  der  Jjj  zugeordnet  ist.  ABG  ist  das 
Hauptdreieck,  die  Koinzidenzpuukte  sind  die  Mittelpunkte  der  vier 
eingeschriebenen  Kreise;  dem  des  umgeschriebenen  entspricht  der  Höhen- 
punkt. Zwei  solche  Punkte  X,  X'  sind  je  zusammengehörige  Brenn- 
punkte eines  dem  Dreiecke  eingeschriebenen  Kegelschnitts.^) 

Drei  Geraden  ö'j,  ^'2,  Q's  und  ein  Kegelschnitt  K^  seien  gegeben; 
die  beiden  Tangenten  aus  einem  Punkte  X  an  K^  bestimmen  mit 
den  drei  Geraden  q  einen  Kegelschnitt,  der  mit  K"^  zwei  weitere  Tan- 
genten gemein  hat.  Ihr  Schnittpunkt  X'  ist  dem  X  in  einer  7^^  zu- 
geordnet. Es  gibt  vier  Kegelschnitte,  welche  q^j  q^y  q^  berühren  und 
IP  doppelt  tangieren^).  Die  Berührungspole  bestimmen  einen  Kegel- 
schnitt-Büschel mit  q^q^q^  als  Polardreiseit.  In  bezug  auf  ihn  sind  X 
und  X'  konjugiert. 

§  114.    Die  Kreisverwandtschaft. 

815  Bei    der    quadratischen  Inversion    sei  die  Basis  K^  ein  Kreis 

und  das  Zentrum,  das  nun  0  heiße,  sein  Mittelpunkt.  Für 
zwei  entsprechende  Punkte  X,  X',  in  gerader  Linie  mit  0  gelegen 
und   konjugiert  in  bezug  auf  K'^y  gilt  daher,  daß    OX-  OX'  gleich 

1)  Bertini,  a.  a.  0.  S.  15. 

2)  Schoute,  Bulletin  des   Sciences   mathematiques  Ser.  IT,   Bd.  6    S.  Iö2. 

3)  Steiner-Schröters  Vorlesungen  3.  Aufl.  Nr.  256. 
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dem  Quadrat  des  Radius  ist,  welches  auch  negativ  sein  kann.  Wir 
haben  dann  die  sogenannte  Transformation  durch  reziproke 
E/adien  vor  uns;^)  jenes  konstante  Produkt^  nennen  wir  ihre  Potenz. 
Die  zu  0  gehörige  Hauptgerade  ist  die  unendlich  ferne  o^;  die  beiden 
andern  Hauptpunkte  sind  die  Schnitte  von  o^  mit  der  Basis,  die 
absoluten  Punkte  I_^_,  I_]  jedem  gehört,  als  Hauptgerade  die  nach 
ihm  gehende  isotrope  Gerade  aus  0  zu. 

Eine  Gerade  durch  das  Zentrum  0  entspricht  sich  selbst. 

Einer  beliebigen  Gerade  korrespondiert  ein  Kreis  durch  0, 
als  Kegelschnitt  durch  die  drei  Hauptpunkte.  Und  einem  belie- 
bigen Kreise,  als  Kegelschnitt  durch  die  Hauptpunkte  7^,i_,  ent- 
spricht ebenfalls  ein  Kreis,  als  Kegelschnitt  durch  die  homologen 
Hauptpunkte  7_,  2^. 

Wegen  dieses  Entsprechens  von  Kreisen  wird  die  Verwandtschaft 
Kreisverwandtschaft  und  auch  homozyklisch  genannt^).  Wir 
nennen  sie  kürzer  Kreisinversion. 

Sich  selbst  entsprechend  können  nur  Kegelschnitte  durch  die 
Hauptpunkte  J^,  2_,  also  nur  Kreise  sein. 

Sich  selbst  entsprechend  ist  jeder  Kreis  ^  durch  zwei 
entsprechende  Punkte  X,  X';  denn  ist  Y  ein  weiterer  Punkt  des- 
selben, so  folgt  hier  sehr  einfach  aus  OX  ■  OX.'  =  OY  •  OY'y  daß  auch 
ihm   Y'  angehört. 

Jeder  Durchmesser  des  Basiskreises  schneidet  ihn  und  einen 
solchen  Kreis  harmonisch;  daraus  folgt,  daß  die  beiden  Kreise  ein- 
ander orthosfonal  schneiden. 

Legt  man  nämlich  eine  Involution  durch  zwei  harmonische  Paare 
AB,  CD  fest,  so  bilden  die  beiden  zu  einem  Elemente  P  in  bezug  auf 
sie  harmonischen  Elemente  Q,  B  auch  ein  Paar.  Denn  nehmen  wir 
einen  Kegelschnitt  als  Träger  und  seien  J?,  F  die  Pole  von  ÄBy  CD 
in  bezug  auf  ihn,  auf  CD,  AB  gelegen,  und  G  der  Schnitt  (ABy  CD)j 
so  ist  EFG  ein  Polardreieck.  Nun  geht  FQ  durch  E,  PB  durch  F, 
also  (Nr.  111)  QB  durch  G,  woraus  die  Involution:  AB,  CD,  QR 
folgt.  Und  umgekehrt,  geht  QB  durch  G,  so  muß  EFG  Polar drei- 
eck,  E  und  F  müssen  konjugiert  und  die  Paare  AB,  CD  harmo- 
nisch sein. 

Ist  nun  M  der  Mittelpunkt  von  ^,  so  gehört  zur  Involution  der 
Paare  der  Durchmesser-Endpunkte  auf  OM  auch  das  Paar  der  Mittel- 

1)  Von  Lord  Kelvin  (W.  Thomson)  bei  einem  elektrischen  Probleme  ge- 
funden (Principe  des  images):  Journal  de  mathematiques  1.  Ser.  Bd.  10  S.  364 
(1845),  Bd.  12  S.  256;  und  anschließend  Liouville:  ebenda  Bd.  12  S.  265.  Von 
Liouville  stammt  der  Name  Transformation  durch  reziproke  Radien. 

2)  Eine  involutorische  Kreisverwandtschaft,  welche  eine  Ijj  ist,  entsteht 
durch  die  Punkte,  die  in  bezug  auf  zwei  konzentrische  gleichseitige  Hyperbeln, 
welche  einen  Büschel  solcher  Hyperbeln  bestimmen,  zugleich  konjugiert  sind; 
denn  die  absoluten  Punkte  sind  zwei  Ecken  des  gemeinsamen  Polardreiecks. 
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punkte  Oy  Jf ;  und  weil  jene  aus  jedem  der  beiden  Schnitte  der  Kreise 
rechtwinklig  projiziert  werden,  so  gilt  dies  auch  für  0,  M'^  woraus 
folgt,  daß  die  Kreise  sich  rechtwinklig  schneiden.  Und  umgekehrt, 
wenn  ein  Kreis  ^  den  Basiskreis  orthogonal  schneidet,  so  folgt,  daß 
die  einen  Durchmesser-Endpunkte  zu  den  anderen  harmonisch  sind, 
also  die  von  ^  einander  entsprechen  und  ^  sich  selbst  entspricht. 

Das  System  der  sich  selbst  entsprechenden  Kreise  ist 
das  der  Orthogonalkreise  des  Basiskreises.  Daß  sie  ein  Netz 
bilden,  folgt  hier  einfacher  daraus,  daß,  wenn  zwei  Kreise  einen  dritten 
rechtwinklig  schneiden,   alle  Kreise  ihres  Büschels  es  auch  tun. 

Nach  Nr.  812  muß  für  einen  sich  selbst  entsprechenden  Kegel- 
schnitt die  Tangente  in  einem  der  beiden  ferneren  Schnitte  mit  der 
Basiskurve  von  deren  Tangente  durch  bie  beiden  zu  einander  homo- 
logen Hauptpunkte,  also  im  vorliegenden  Falle  durch  die  absoluten 
Punkte  harmonisch  getrennt  werden,  was  Rechtwinkligkeit  dieser  beiden 
Tangenten  bedeutet. 

Ein  Kreis,  welcher  in  eine  Gerade  ausgeartet  ist,  besteht  aus 
dieser  und  der  unendlich  fernen  Gerade  ö«.  Es  seien  «/,  0  zwei  sich 
in  X  schneidende  Geraden,  y'^,  z"^  die  ihnen  entsprechenden  Kreise, 
welche,  außer  in  0,  sich  im  entsprechenden  Punkte  X  schneiden;  wir 
ziehen  aus  X  nach  den  absoluten  Punkten  J^,  I_  die  isotropen  Ge- 
raden ^^,  %_  und  ebenso  aus  X':  i'^,  i' _.  Jene  gehen,  da  die  abso- 
luten Punkte  zu  einander  homolog  sind,  in  die  Geradenpaare  (i'_, 
OIj^^  {i\y  0I_)  über  oder  einfacher,  wenn  wir  von  den  Hauptge- 
raden absehen,  in  die  Geraden  ^'_,  ^'^  als  eigentlich  entsprechende 
Gebilde;  Tangenten  in  X'  an  sie  sind  diese  Geraden  selbst.  Daher 
ist  (Nr.  796): 

{y,  ^,  Ky  ^-)  =  (/;  ^^  ^'-y  K\ 
wenn  y\  z    die   Tangenten  an  /^,  z^  in  X'  sind.    D.  h.    der  Winkel, 
unter  welchem   die  Kreise  1/'^,  z"^  sich  in  X  schneiden,  ist  entgegen- 
gesetzt gleich  dem  der  beiden  Graden  1/,  z  (Nr.  76). 

Seien  allgemeiner  \  l  zwei  sich  in  X  schneidende  Kurven  und 
h'j  V  die  ihnen  entsprechenden  Kurven,  die  sich  in  X'  schneiden, 
t/,  z  die  Tangenten  an  jene  in  X,  y^j  z^  die  ihnen  entsprechenden 
Kreise,  welche  Ä:',  V  in  X'  berühren,  y\  z  ihre  auch  Tcy  V  berühren- 
den Tangenten,  so  zeigt  sich,  daß  bei  der  Transformation  durch 
reziproke  Radien  der  Schnittwinkel  zweier  Kurven  der 
Größe  nach  erhalten  bleibt,  aber  der  Sinn  sich  ändert.  Wegen 
dieser  Erhaltung  der  Winkelgröße  wird  die  Transformation  isogonal 
oder  winkeltreu   genannt. 

Infolge  dessen  sind  entsprechende  Figuren  in  ihren 
kleinsten  Teilen  ähnlich,  welche  Eigenschaft  auch  als  Konfor- 
mität bezeichnet  wird.  In  der  Tat,  einem  unendlich  kleinen  gerad- 
linigen Dreieck  entspricht  ein  unendlich  kleines  Dreieck,  dessen  Seiten 
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zunächst  KJreisbogenelemente,  als  Elemente  aber  auch  geradlinig  sind. 
Die  Winkel  sind  wegen  der  Isogonalität  in  beiden  dieselben,  also  sind 
sie  ähnlich.  Das  gilt  natürlich  nur  in  endlicher  Entfernung  vom 
Zentrum;  denn  Teile  der  Figur  in  unendlicher  Nähe  des  Zentrums 
werden  in  unendliche  Ferne  transformiert^). 

Unsere  Transformation  hat  zur  Herstellung  eines  Apparats  (Peau- 
celliers  Apparat)  geführt,  vermittelst  dessen  eine  kreisförmige  Be- 
wegung wiederum  in  eine  kreisförmige,  insbesondere  aber 
in  eine  geradlinige  Bewegung  übergeführt  werden  kann.  Wenn 
ein  Viereck  die  Seiten  a.  h,  c,  d  in  dieser  Reihenfolge  hat  und 
a^  -\-  c^  =  y^  -\-  d^y  so  sind  seine  Diagonalen  rechtwinklig  und  umge- 
kehrt; sie  bleiben  rechtwinklig,  wenn  es  mit  unveränderten  Seiten 
durch  Drehung  um  die  Ecken  als  Scharniere  verschoben  wird.  Nun 
sei  PXQX'  ein  Stabviereck,  das  aus  zwei  gleichschenkligen  Drei- 
ecken mit  der  gemeinsamen  Basis  XX'  besteht,  sodaß  seine  Diagonalen 
XX'  und  FQ  rechtwinklig  sind.  Man  lege  noch  zwei  Stäbe  PO,  QO 
an,  so  daß  0  auf  XX\  etwa  auf  der  Verlängerung  über  X  liegt, 
weshalb  auch  POQX'  rechtwinklige  Diagonalen  hat.  Daraus  folgt, 
daß  0,  X,  X'  immer  auf  einer  Gerade  bleiben,  der  Senkrechten  aus  0  auf 
PQ.    Ist  ü  noch  der  Diagonalenschnitt  und  daher  Xü  =  ÜX\  so  ist: 

OP'-XP'=  OIP  -  Xü''  =  {Oü  -\-  XÜ){OU -  XU)  ===  OX'    OX; 

dies  Produkt  ist  also  konstant,  und  es  liegt,  sobald  0  festgehalten 
wird,  Transformation  durch  reziproke  Radien  vor.  Wenn  X  auf  einem 
beliebigen  Kreise,  speziell  auf  einem  Kreise  durch  0  sich  bewegt,  so 
beschreibt  X'  einen  Kreis,  bzw.  eine  gerade  Linie. 

Beweisen  wir  die  Fundamentaleigenschaften,  ohne  Heranziehung  816 
der  absoluten  Punkte.  Transformiert  man  in  bezug  auf  dasselbe 
Zentrum,  aber  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Potenzen,  so  ergeben  sich 
aus  der  nämlichen  Figur  zwei  Figuren,  die  in  bezug  auf  das  Zentrum 
symmetrisch  sind,  also  in  der  Gestalt  und  im  Umlauf ungs sinn  über- 
einstimmen. Es  genügt  daher,  wenn  es  sich  um  auf  diesen  Sinn 
bezügliche  Eigenschaften  handelt,  einen  der  beiden  Fälle  ins  Auge  zu 
fassen;  wir  woUen  positive  Potenz  annehmen.  Ferner  ist  einleuchtend, 
daß,  wenn  eine  Figur  in  bezug  auf  eine  durch  das  Zentrum  gehende 
Gerade  (normal-)  symmetrisch  ist,  das  auch  für  die  entsprechende 
Figur  gilt. 

1)  Sind  ta  und  U  die  Strecken   auf  den  äußern,  bzw.  inneren  gemeinsamen 
Tangenten  zweier  Kreise  zwischen  den  Berührungspunkten,  a  der  Schnittwinkel 
der  Kreise,  und  i2,  r,  a  die  Radien  und  die  Zentrale,  so  ist: 
ta^  =  «^  —  {R  —  r)\  ti^  =  a-  —  {R  +  r)-,  a^  —  R^  —  r^  =  —  2Br  cos  a,  also: 


ta     1  —  COS  a 

i^       1  -}-  cos  o 


tang  \g-. 


Folglich  ist  jenes  Verhältnis  in  der  Verwandtschaft  invariant.    (Von  Mannheim 
1904  gefunden.) 
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Sind  A,  B  zwei  Punkte  und  Äy  J5'  ihnen  entsprechend^ 
so  folgt  aus:  OA  •  OÄ  =  OB  -  OB'  =  p,  daß  OB:OB==  OB":  OA,  es 
ist  überdies  ^AOB  =  A'0'B^,  da  ja  —  bei  positiver  Potenz  — 
Ay  A\  Bj  B!  je  auf  demselben  Halbstrahl  aus  0  liegen;  also  sind  die 
Dreiecke  OAB  und  OB' Ä  so  ähnlich,  daß  B'  dem  J.,  Ä  dem 
A  homolog  ist.  Als  ähnliche  Dreiecke  haben  sie  ungleichen^ 
als  entsprechende  Dreiecke  OAB  und  OA'B'  gleichen  Um- 
laufungsinn. 

Aus  jener  Ähnlichkeit  folgt:  ^OBÄ  =  OAB.  Sind  daher  A,  B 
zwei  Punkte  einer  Gerade  g^  von  denen  A  fest,  B  veränderlich  ist, 
so  bewegt  sich  B^  so,  daß  OB'A  =  OAB-.,  d.h.  B  beschreibt  den  Kreis 
durch  0  über  der  Sehne  OA',  dessen  beiderseitige  Peripheriewinkel 
gleich  den  von  OA  mit  g  gebildeten  und  je  auf  derselben  Seite  von 
OA  liegenden  Winkeln  sind.  Die  Sehne  wird  Durchmesser  und  Sym- 
metrieaxe,  wenn  OA  auf  gr  senkrecht  steht.  Der  Mittelpunkt  dieses 
der  Gerade  g  entsprechenden  Kreises  entspricht  dem  Punkte, 
der  zu  0  in  bezug  auf  g  symmetrisch  ist.  Die  Tangente  in 
0  an  diesen  Kreis  ist  parallel  zu  ^;  die  Kreise  also,  welche  zwei 
Geraden  g,  h  entsprechen,  schneiden  sich  in  0  unter  einem  Winkel, 
welcher  mit  dem  Winkel  gh  in  Größe  und  Sinn  übereinstimmt,  also 
am  anderen  Schnittpunkte,  d  i.  dem  dem  Punkte  gh  entsprechenden 
Punkte,  unter  einem  Winkel,  der  mit  gh  in  der  Große,  aber  nicht 
im  Sinne  übereinstimmt. 

Ein  beliebiger  Kreis  werde  von  einer  Gerade  durch  0  in  Ay  B 
geschnitten,  ein  dritter  Punkt  auf  ihm  sei  C;  A'j  By  C  seien  die 
entsprechenden  Punkte.  Die  Strecken  AB  und  A'B>  schließen  beide 
das  Zentrum  0  aus  oder  beide  ein;  wenn  absolut  OB^  OA,  so  ist: 
OB'KOA'. 

Wie  oben  gefunden,  ist: 

^OAC=OCA\  ^OBC=  OC'B. 
Wenn  AB  und  A'B'  das  Zentrum  ausschließen,  subtrahieren  wir 
und  haben: 

^OBC-OAC=OG'B'- OC'A' 
oder: 

ACB==A'C'B', 

im  anderen  Falle  führt  die  Addition  zu: 

OAC+  OBC=^A'CB' 

oder: 

n-ACB==AC'B'. 

Bewegt  sich  also  G  auf  dem  gegebenen  Kreise,  so  be- 
schreibt C'  ebenfalls  einen  Kreis,  welcher  ebenso  wie  jener 
0  ausschließt,  bzw.  einschließt;  über  den  Sehnen  AB  und 
A'B'y  welche  auf  einem  durch  das  Zentrum  gehenden  Strahle 
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liegen,  haben  entsprechende  Punkte  im  ersten  Falle  gleiche, 
im  zweiten  supplementäre  Peripheriewinkel. 

Am  einfachsten  wird  die  Figur,  wenn  jener  Strahl  gemeinsamer 
Durchmesser  und  gemeinsame  Symmetrieaxe  wird. 

Seien  nun  A^  B\  Ä,  JBf  die  Durchmesser-Endpimkte  der  beiden 
entsprechenden  Kreise  fc,  Ä;'  auf  diesem  Strahle,  M'  der  Mittelpunkt 
von  V,  M  der  Punkt,  der  ihm  entspricht,  so  ist: 

1    _  om;^  _  WA'  +  OB')  _  ,  /J_  ,  JL\ 

OM"      p  V  -\OA~^OB}' 

also: 

2      _     1       ,       1     . 
OM       0A~^  OB' 

der  Punkt  Mj  der  in  den  Mittelpunkt  M'  von  k'  übergeht, 
wird  vom  Zentrum  0  durch  die  beiden  Durchmesser-End- 
punkte J.,  B  von  k  harmonisch  getrennt  (Nr.  7)  und  entspricht 
dem  Zentrum   0  in   derjenigen  Kreisinversion,  deren  Basiskreis  k  ist. 

Ähnliches  gilt  für  den  Punkt  L\  in  den  der  Mittelpunkt  L  von 
k  übergeht. 

Wenn  die  beiden  Kreise  das  Zentrum  0  ausschließen,  sieht  man 
unmittelbar,  daß  dies  Zentrum  0  Schnittpunkt  gemeinsamer  gleich- 
artiger Tangenten,  also  Ahnlichkeitspunkt  wird.  Allgemein  ergibt 
es  sich  folgendermaßen.     Es  ist: 


OL 

OA  +  OB 

"^  ^  OB' 

OA 

OB 

OM'  ~ 

~  OA'  -\-  0B'~ 

^-^OB' 

OB' 

OA 

=   Q^—  OA  _  AB^ 

~  OA  —  OB'  ~  B'A" 

also  absolut  das  Verhältnis  der  Radien.  Bei  positiver  Potenz  ist 
dies  Verhältnis  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  das  Zentrum  von 
k  und  k'  aus-  oder  eingeschlossen  wird;  das  Zentrum  ist  also 
dann  äußerer,  bzw.  innerer  Ahnlichkeitspunkt.  Dies  kehrt  sich 
um,  wenn  die  Potenz  negativ  ist;  wenn  der  eine  von  zwei  Kreisen  um 
den  einen  Ahnlichkeitspunkt  um  180°  gedreht  wird,  so  wird  dieser 
von  der  andern  Art. 

Sind  C,  D;  C,  D'  die  Schnittpunkte  eines  Strahls  durch  diesen 
Ahnlichkeitspunkt  0  mit  k,  k\  so  sind  in  der  ihm  zugehörigen  Ähn- 
lichkeit C  und  B\  B  und  C  entsprechend,  während  die  in  der  Kreis- 
inversion entsprechenden  Punkte  C  und  C\  B  und  D',  nach  Steiners 
Terminologie^),  in  bezug  auf  diesen  Ähnlichkeitspunkt  potenzhaltend  sind. 

Durch  die  Schnittpunkte  von  k  mit  dem  Basiskreise,  als  sich 
selbst  entsprechende  Punkte,  geht  auch  k'. 


1)  Gesammelte  Werke  Bd.  I  S.  23,  498. 
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Wir  wissen  schon^  die  den  Basiskreis  rechtwinklig  schneidenden 
Kreise,  für  welche  die  Potenz  der  Inversion  Potenz  des  Zentrums 
ist,  oder  die  Kreise  durch  entsprechende  Punkte  entsprechen  sich  selbst. 

Wenn  zwei  entsprechende  Kreise  hy  Ic  das  Zentrum  einschließen, 
so  ist  (bei  positiver  Potenz)  unmittelbar  ersichtlich,  daß  sie,  ent- 
sprechend umlaufen,  gleichen  Sinn  haben;  im  anderen  Falle  folgt, 
wenn  ein  Halbstrahl  aus  0  in  A,  C\  A\  C  trifft,  B  und  B'  ent- 
sprechende Punkte  auf  der  einen,  D,  D'  solche  auf  der  andern  Seite 
dieses  Halbstrahls  sind,  aus:  OC  ^  OA,  OA'y-OC,  daß  die  Um- 
laufungssinne AB  CD  und  A'B'C'D'  verschieden  sind. 

Zwei  entsprechende  Kreise  haben,  entsprechend  um- 
laufen, denselben  oder  verschiedene  Sinne,  je  nachdem  sie 
das  Zentrum  ein-  oder  ausschließen. 

Den  Übergang  bilden  die  Fälle,  wo  der  eine  Kreis  eine  Gerade  ist. 

Also  haben  auch  zwei  entsprechende  Dreiecke  gleichen 
oder  verschiedenen  Umlaufungssinn,  je  nachdem  die  um- 
geschriebenen Kreise  das  Zentrum  ein-  oder  ausschließen. 

Wir  fanden,  daß  die  Winkel  OAB  und  OB'A'  gleich  sind.  Aus 
derartigen  Gleichheiten  läßt  sich  ableiten,  daß: 

<^  ABC  -f  ABC  ~AOC; 

worin  die  Winkel  konkav,  AOG{^A'OC')  positiv,  ABC,  A' B C 
positiv  oder  negativ  sind,  je  nachdem  sie  mit  AOG  gleichen  Sinn 
haben  oder  nicht,  und  das  Kongruenzzeichen  ^  bedeutet,  daß  Addition 
oder  Subtraktion  von  2t:  zugelassen  wird.     Ebenso: 

ADG-^ÄB'G'=AOC', 
also 

ABG-ABG^-{A'B'G-AB'G'). 

Ferner  folgt  aus  der  Ähnlichkeit  von  OAB  und  OB' A^  .  .  .  (absolut): 
A'B'  =  AB  ■  ^^^ ,  CD'  =  CD  ■  ?g , 

B'C'=BC%,D'ä=DaI?^; 

also : 

AB'  CD'  _  AB^p 
B'C'D'A'        BG'BÄ' 

Möbius  nennt ^)  einen  solchen  Quotienten  aus  den  vier  Seiten  eines 
Vierecks  auch  Doppelverhältnis  und  ABG  —  ABG  einen  Doppel- 
winkel. Es  sind  also  die  Doppelverhältnisse  entsprechender 
Gruppen  von  vier  Punkten,  sowie  die  Doppelwinkel  gleich. 
817  Konzentrische  Kreise  können   nur  aus  sich  nicht    (reell)  schnei- 

denden  Kreisen   entstehen;    diese    werden   von    der  Zentrale    in   zwei 

1)  Vgl.  die  in  Nr.  818  zitierte  Abhandlung. 
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hyperbolischen  Punktepaaren  AB,  A^B^  geschnitten;  dann  ist  ein  reelles 
Paar  vorhanden,  das  zu  beiden  harmonisch  ist.  Nimmt  man  einen 
Punkt  desselben  zum  Zentrum  der  Transformation,  bei  beliebigem 
Werte  der  Potenz,  so  vereinigen  sich  in  dem  andern,  nach  dem  obigen 
Satze,  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise,  in  welche  die  gegebenen 
übergehen,  so  daß  zwei  sich  nicht  schneidende  Kreise 
immer  in  konzentrische  transformiert  werden  können. 

Bei  zwei  beliebigen  Kreisen  l\,  A*2  seien  A^B^,  A^B^  die  durch 
0  gehenden  Durchmesser,  A^B^,  A^B^  die  entsprechenden  von  hy, 
Jc^j  so  ist 


daher: 


OA^OB,        A^B^    A^'B^'      ,         i      i    - 


Sollen   also    die   transformierten    Kreise   gleich   werden,    so 
hat  man   0  so  zu  wählen,  daß  absolut: 

OA^  ■  OB^  ^  r\ 
OA,  ■  OB,  ~  r,  ' 

Nun    ist    das   Potenzverhältnis    TTi :  TTg   eines  Punktes    in 

bezug  auf  zwei  Kreise   k^,  l'^   konstant  für  alle  Punkte  eines 

Kreises  h  aus  ihrem  Büschel,  und  zwar,  wenn  M^,  M^,  M  die 

Mittelpunkte  sind,  ist 

TT,  _  M^M 

Es  sei  X  ein  Punkt  auf  A',  eine  Transversale  durch  ihn  treffe 
Je  nochmals  in  Z,  l\  in  X^,  Y^,  die  Potenzlinie  in  P,  Z  und  Z^ 
seien  die  Mitten  von  XYy  X^  Y^  und  XS  das  Lot  auf  die  Potenzlinie. 
Es  ist  PX  ■  Pr=  PXi  •  PY,;  daher: 

XX, .  Xi;  =  {PX,  -  PX)(P  r,  -  PX) 

=  PX,PY,-PX(PX,-\-PY,)  +  PX'- 

=  PX  •  PY+  PX'-  2PX  .  PZ, 

=  2PXPZ-2PX'PZ,==2PXZ,Z=2SXMyM- 

das  ist  die  Potenz  TT,  von  X  in  bezug  auf  A\.     Ebenso  ist 

T^,==2SX.M,M,    daher    ^l  =  §^-') 


f)  Ti' 

1)  Oben,  in  Ä B'  =  AB    -^^r^  ging  AB  nicht  durch   0,    und  wir  hatten 

die  jetzt  nicht  vorhandenen  Dreiecke  OAB,  OA'B'. 

2)  Zeuthen,  Grundriß  einer  elementar-geometrischen  Kegelschnittslehre  S. 4. 
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Also  haben  wir  0  auf  einen  der  Kreise  des  Büschels 
\li2  zu  legen,  deren  Mittelpunkte  die  Ahnlichkeitspunkte 
von  k^y  7^2  sind. 

Zu  drei  Kreisen  gibt  es  einen  Orthogonalkreis,  welcher  sie  alle 
drei  rechtwinklig  schneidet,  sein  Mittelpunkt  ist  der  Potenzpunkt  der 
drei  Kreise  und  sein  (ev.  imaginärer)  Radius  ist  die  Wurzel  aus  der 
gemeinsamen  Potenz.  Liegen  die  drei  Mittelpunkte  in  gerader  Linie, 
so  daß  die  drei  Potenzlinien  zu  je  zweien  parallel  sind  und  ihr  Kon- 
kurrenzpunkt, der  Potenzpunkt,  unendlich  fern  ist,  so  ist  der  Ortho- 
gonalkreis in  die  Zentrale  ausgeartet.  Weil  nun  wegen  der  Isogonalität 
der  Orthogonalkreis  in  den  Orthogonalkreis  der  entsprechenden  Kreise 
übergeht,  so  kann  man  drei  Kreise,  deren  Orthogonalkreis 
reell  ist,  in  solche  transformieren,  deren  Mittelpunkte  in 
gerader  Linie  liegen,  wenn  man  das  Zentrum  auf  jenen 
Orthogonalkreis  legt.  Man  beachte,  daß  es  in  den  drei  voran- 
gehenden Aufgaben  nicht  auf  die  Potenz  ankommt. 

Diese  drei  Aufgaben  werden  benutzt,  um  Figuren  mit 
Kreisen  in  einfachere  umzuwandeln,  an  denen  Eigenschaften, 
von  welchen  man  weiß,  daß  sie  bei  der  Transformation  durch 
reziproke  Radien  nicht  verloren  gehen,  leichter  bewiesen 
oder  hergestellt  werden  können.  Es  soll  z.  B.  bei  zwei  Kreisen, 
von  denen  einer  den  andern  einschließt  oder  die  sich  gegenseitig  aus- 
schließen, ermittelt  werden,  ob  sogenannte  kommensurable  Kreis- 
reihen möglich  sind:  bestehend  aus  Kreisen,  welche  die  gegebenen 
Kreise  und  von  denen  jeder  den  vorangehenden  berührt,  der  letzte 
auch  den  ersten^).  Die  Untersuchung  wird  wesentlich  einfacher,  wenn 
die  Kreise  konzentrisch  oder  gleich  sind.  Oder  beim  Apollonischen 
Berührungsproblem  lassen  sich  die  schwierigeren  Fälle  in  einfachere 
überführen-,  man  kann  zwei  von  den  drei  gegebenen  Kreisen,  welche 
von  den  gesuchten  zu  berühren  sind,  in  Geraden  transformieren  oder 
konzentrisch  machen,  oder  die  drei  in  solche  überführen,  welche  dieselbe 
Zentrale  haben. 

Das  Produkt  von  zwei  Kreisinversionen  ist  im  allgemeinen 
nicht  wiederum  eine  solche.  Denn  schneiden  sich  zwei  Kreise  in 
^j,  JB^  und  liegen  Ä^JB  auf  dem  einen,  A^jB^  auf  dem  andern,  so 
haben  wir  zwei  Inversionen  mit  den  Zentren  {AA^,  ^-^i)  '^^^  iA^A^y 
B^B.^y  in  deren  Produkt  den  A,B  die  A^yB^  entsprechen;  diese  liegen 
aber  nicht  auf  einem  Kreise  und  sind  nicht  in  einer  Kreisinversion 
entsprechend.  Aber  es  ist  möglich,  eine  Kreisinversion  her- 
zustellen, welche  jede  Figur  in  eine  Figur  überführt,  die 
zu  der  durch  das  Produkt  erhaltenen  kongruent  ist  und 
zwar  ungleichsinnig. 

1)  Steiner,  Gesamm.  Werke  Bd.  I,  S.  47.  Oder:  Klassiker  der  exakten 
Wissenschaften  Nr.  123,  S.  42. 
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Der  erste  Faktor  des  Produkts  habe  das  Zentrum  0^  und 
die  Potenz  p^j  der  zweite  0^  und  j)^.  Es  sei  O3  dem  0^  in 
dem  ersten  entsprechend;  nehmen  wir  ihn  als  Zentrum  der 
gesuchten  Inversion  mit  zunächst  beliebiger  Potenz  ^3,  und 
bezeichnen  die  drei  Inversionen  mit  (OJ,  (0^),  (Og)^  so  sind  die 
Felder  F^  und  F.j  welche  aus  demselben  Felde  durch  (0^), 
(O2)  und  (O3)  entstehen^  ähnlich  und  ungleichsinnig.  F^  ent- 
steht aus  F.2  durch  (0.2)(0^)(0r^).  Die  Eindeutigkeit  ist  ersichtlich; 
einer  Gerade  in  F.,  entspricht  durch  (O^)  ein  durch  0^  gehender 
Kreis,  diesem  durch  (O^)  ein  durch  O3  gehender  Kreis  und  diesem 
durch  (O3)  eine  Gerade;  also  liegt  KoUineation  vor.  Dem  absoluten 
Punkte  I^  entspricht  durch  1  0^)  die  Gerade  0^1  _^j  diese  geht  durch 
(Oj)  in  die  Gerade  0^I_  über,  welcher  in  (Og)  der  /_  entspricht, 
und  ebenso  geht  dieser  in  jenen  über;  die  beiden  absoluten  Punkte 
korrespondieren  sich  involutorisch;  also  handelt  es  sich  um  ungleich- 
sinnige Ähnlichkeit  (Nr.  292).  Wir  woUen  das  Ahnlichkeitsver- 
hältnis  ermitteln. 

Die  beiden  Punkte  A,B  mögen  durch  (OJ  in  A^y  B^  und  diese 
durch  (Og)  in  A^^  B^  übergehen,  während  durch  (O3)  die  A^  B  in 
^3,  B^  transformiert  werden.  Aus  der  Ähnlichkeit  von  O^AB  und 
O^B^A^  folgerten  wir  schon,  daß  absolut: 

ebenso: 

AB—  _AAlP2     _   j  T?  PiP-- 


und: 

weil  aber  durch  (OJ  die  Punkte  O3  und  A  aus  0,  und  A^  entstehen, 
so  ist: 

HA—  _9lAllh^  —  OxA'O^A^ 

A    B  —   AB  .  ^8  '  ^1  ^a 

^^3  -  JLü     o,AO,B    0,A,0,B,' 


und 
daher: 


A,B,  ^p,0,0,' 
A^B^  p,p^      ' 

demnach  konstant. 

Folglich  ergibt  sich  Kongruenz,  wenn 


O3  ist  von  P2  unabhängig. 

Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.    IV. 
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Ersichtlicli  entspricht  die  Gerade  o  =  0^0^  0^  sich  selbst  und 
trägt  ähnliclie,  bzw.  gleiche  Punktreihen;  der  aus  O3  in  {0-^{0^  und 
(O3)  sich  ergebende  unendlich  ferne  Punkt  ist  sich  selbst  entsprechend, 
der  andere  Koinzidenzpunkt  ist  bei  ähnlichen  Punktreihen  immer  end- 
lich, bei  gleichen  dann,  wenn  sie  ungleichlaufend  sind,  im  andern  Falle 
mit  dem  unendlich  fernen  vereinigt.  Positives  Vorzeichen  von  p^  führt 
zu  ungleichlaufenden,  bzw.  gleichlaufenden  Punktreihen  auf  0 ,  je 
nachdem  ^1,^2  dasselbe  oder  verschiedene  Vorzeichen  haben;  negatives 
umgekehrt.  Wir  suchen  eine  Formel  für  diesen  zweiten  Koinzidenz- 
punkt üf;  er  entstehe  aus  i;  also  haben  wir: 

und 

also: 

2  p,  0,L       > 


nun  ist 
also: 


0,M  =  0,M-  0,0,^-  ll .  ^^-^^  -  0, O3  =  ^^ 
--0,0,(0,0,+  0,L)-0,0,-  0,L^p„ 

-  O^ig  -0,0,+  0, O3)  =  Ä  +  f^  0, 0,^ 

00—0   0—  00   —  ^1  ~  ^1  ^2  ^ 

—  O   T  (  ^'       !   P^-^t^A  _  ^   _!_    ^1^^  . 


(^'+ofo?')«'«» 


PIP2 


Wenn  p^  =  — nff^y   ^^   ^ixdi    M  unendlich   fern;    die   Punktreihen 

auf  0  sind  gleich  und  gleichlaufend.  Entsprechende  Punkte  X2,  X^ 
liegen  stets  auf  verschiedenen  Seiten  von  0.  Durch  Verschiebung 
längs  0  können  (Nr.  293)  die  beiden  Figuren  in  symmetrische  Lage 
in  bezug  auf  0  gebracht  werden.  Verschiebungsstrecke  ist  0,  O3, 
wofern  0,  und   0^  in  (Og)  entsprechend  sind:  es  ist: 

0,0, 


0,0, 
iert   ( 
0   sind    die  Punktreihen    ungleichlaufend,    und   entsprechende  Punkte 


Wenn  aber  p,=  -\-  7?^/^ ^  ,   so   existiert   ein   endlicher  Punkt  J/;   auf 
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X^y  Xg  liegen  auf  derselben  Seite  von  ö;  so  daß  eine  Verschiebung 
nicM  zu  symmetrischer  Lage  führt.  Sich  selbst  entsprechend  wird  in 
diesem  Falle  die  Senkrechte  q  in  31  auf  o;  in  bezug  auf  sie  liegen 
die  entsprechenden  Punkte  auf  o  symmetrisch,  folglich  gilt  das  auch 
für  die  übrigen.     Zu  den  beiden  Fällen 

n   -  —  -^1^         und       w  -  4-    ^'^^ 

gehören  also  verschiedene  Symmetrieaxen  o,  bzw.  eine 
Senkrechte  zu  o:  in  jenem  Falle  muß  die  symmetrische  Lage 
erst  durch  Verschiebung  erreicht  werden,  in  diesem  ist  sie 
schon  vorhanden;  man  kann  jenen  ja  durch  Drehung  um  Og  um 
180°  in  diesen  überführen.^) 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  allgemeinen  Kreisverwandt-  818 
Schaft.  Möbius  hat  sie  selbständig  und  in  vielfach  eigenartiger 
Weise  untersucht.^)  Wir  leiten  ihre  Eigenschaft  aus  der  allgemeinen 
quadratischen  Verwandtschaft  ab  und  werden  finden,  daß  die  Felder 
so  aufeinander  gelegt  werden  können,  daß  Transformation 
durch  reziproke  Radien  entsteht;  das  gestattet  dann,  die  auf  die 
Gestalt  bezüglichen  Ergebnisse  von  diesem  speziellen  FaU  auf  den 
allgemeinen  zu  übertragen.  Die  absoluten  Punkte  der  einen 
und  der  andern  Ebene  sind  homologe  Hauptpunkte.  Die 
Zuordnung  ist  also  auf  zwei  Weisen  möglich.  Die  dritten 
endlichen  und  zueinander  homologen  Hauptpunkte  entsprechen  je  allen 
Punkten  der  unendlich  fernen  Gerade  r'^,  q^  des  andern  Feldes;  wir 
könnten  sie  Fluchtpunkte  nennen,  wollen  jedoch  den  Möbiusschen 
Namen  Zentralpunkte  benutzen,  sie  aber  mit  den  für  die  Flucht- 
elemente angewandten  Buchstaben  JR,  Q'  bezeichnen. 

Bei  solchen  Hauptpunkten  entsprechen  Kreisen  wiederum  Kreise: 
sind  nun  k  und  h'  zwei  entsprechende  Kreise,  so  schneiden  wir  sie 
mit  zwei  entsprechenden  Geraden  durch  R  und  Q',  deren  unendlich 
ferne  Punkte  Q,  Fi  seien,  in.  A,  B,  bzw.  J.',  J5';  wir  haben,  je  nach- 
dem R  von  k  ein-  oder  ausgeschlossen  wird,  auf  der  ersten  die  Reihen- 
folge ARBQ  bzw.  RÄBQ  und  daher  wegen  der  Projektivität  der 
beiden  Punktreihen  auf  der  andern  die  Reihenfolge  A' R' B' Q'  bzw. 
R'A'B'Q'-^  d.  h.  Q'  wird  von  A'  ein-  oder  ausgeschlossen. 

Zwei  entsprechende  Kreise  verhalten  sich  zu  den  Zen- 
tralpunkten gleichartig:  sie  schließen  jeder  den  zugehörigen 
Zentralpunkt  ein,  oder  jeder  ihn  aus. 


1)  Vgl.  Mannheim,  Journal  de  Mathematiques  2.  Serie  Bd.  16,  S.  317; 
dort  sind  jedoch  nur  positive  Potenzen  berücksichtigt.  Mannheim  sagt  von 
zwei  entsprechenden  Dreiecken  nur:  Fun  peut  etre  amene  ä  coincider  avec  le  symd- 
trique  de  l'autre  .  .  . 

2)  Verhandl.  d.  Sachs.  Gesellsch.  der  Wiss.  Bd.  2  (1855)  S.  529;  Gesamm. 
Werke,  Bd.  2,  S.  243. 

6* 


84  VII.   §  114.  Die  Kreisverwandtschaft. 

Daraus  folgt,  daß  im^  ersteren  Falle  dem  Innern,  Äußern 
des  einen  Kreises  das  Äußere,  Innere  des  andern  entspricht, 
im  zweiten  Falle  hingegen  das  Innere  dem  Inneren,  das 
Äußere  dem  Äußeren. 

Wegen  RA-  Q'Ä'  =  RB  •  Q' B'  ist,  wenn  Ä  näher  an  R  liegt 
als  B,  B'  näher  an  Q'  als  A'. 

In  den  projektiven  Büscheln  um  die  homologen  Hauptpunkte 
Rj  Q'  gehen  zwar  (Nr.  796)  entsprechende  Strahlen  nach  nicht  homo- 
logen Hauptpunkten  5  aber  weil  doch  die  isotropen  Strahlen  des  einen 
Büschels  den  isotropen  Strahlen  des  andern  entsprechen,  so  sind  die 
beiden  Büschel  i?,  Q  gleich;  und  zwar  werden  gleiche 
Winkel  von  solchen  Halbstrahlen  gebildet,  auf  denen  ent- 
sprechende Punkte  liegen.  Denn  schneiden  zwei  Strahlen  g,  h 
durch  R  einen  Kreis  kj  welcher  R  einschließt,  in  A,  B\  C,  D  und 
die  entsprechenden  g\  Ji  durch  Qj  den  ¥  in  Äy  B';  C,  D',  muß 
^  Ä  Q'C  =  ARC  sein,  weil  wenn  <^  Ä Q' B'  =  ARC  wäre,  indem  die 
entsprechenden  Strahlen  h  und  Ji,  um  R,  Q'  sich  drehend  und  durch 
jene  nach  Annahme  gleichen  Winkel,  also  über  entsprechende  Strahlen^) 
sich  bewegend,  mit  den  andern  g  und  g  sich  vereinigen,  in  dem 
einen  Falle  C  mit  A,  im  andern  Falle  D'  mit  A'  zusammen- 
fallen würde. 

Nehmen  wir  nun  an,  daß  gleichartige  (positive)  Sinne  in  den 
beiden  Feldern  so  festgesetzt  seien,  daß  auf  zwei  entsprechenden 
Kreisen,  welche  jR  und  Q'  einschließen,  die  Reihen  der  entsprechenden 
Punkte  gleichen  Sinn  haben,  so  haben  auch  die  gleichen  Büschel  R 
und  Q'y  deren  entsprechende  Strahlen  entsprechende  Punkte  projizieren 
(jeder  zwei)  gleichen  Sinn;  was  in  diesem  Falle  unmittelbar  ersicht- 
lich ist. 

Sind  nun  li  und  h'  zwei  entsprechende  Kreise,  welche  i?,  Q'  aus- 
schließen, so  sind  die  Berührungspunkte  Ay  C  der  Tangenten  aus  R 
an  7c  den  Berührungspunkten  A',  C  der  Tangenten  aus  Q'  an  h'  ent- 
sprechend. Liegt  B  auf  dem  Innern  Bogen  ACy  dann  liegt  B'  auf  dem 
äußeren  Bogen  Ä C  oder  umgekehrt;  daraus  folgt,  weil,  wie  vorhin 
festgestellt  wurde,  die  Sinne  R{A,  B,  C)  und  Q'{Äy  B',  C)  über- 
einstimmen, daß  auf  diesen  Kreisen  die  Sinne  ABC  und  ÄB'C 
nicht  übereinstimmen. 

Also:  Wenn  wir  bestimmen,  daß  auf  zwei  entsprechenden 
Kreisen,  welche  die  Zentralpunkte  R,  Q'  einschließen,  die 
IJmlaufungssinne  der  entsprechenden  Punktreihen  gleich- 
artig sind,  so  sind  auch  die  gleichen  Strahlenbüschel  um 
R,  Q'  von  gleichem  Sinne,  sowie  die  Punktreihen  auf  jeden 
zwei    entsprechenden   Kreisen    von  jener  Art,   hingegen   auf 


1)  In  gleichen  Büscheln  liegen  in  gleichen  Winkeln  entsprechende  Strahlen. 
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solchen,  welche  die  Zentralpunkte  ausschließen,  von  un- 
gleichem Sinne^). 

Auf  allen  Paaren  entsprechender  Strahlen  durch  B,  Q' 
ist  die  Potenz  der  projektiven  Beziehung  (absoluta  dieselbe. 
Es  mögen  wieder  irgend  zwei  Geraden  durch  B  gezogen  sein,  k  sei 
ein  Kreis,  der  sie  reell  schneidet,  in  A,  B:  C,  B\  Q'A'B',  Q' C B' 
seien  die  entsprechenden  Sekanten  des  entsprechenden  Kreises  //,  so 
ist  die  eine  Potenz: 

BA-  Q'Ä=BB-  Q'B', 
und  die  andere : 

BCQ'C'=BB-  Q'B\ 

Andererseits  ist,  wegen  des  bekannten  Kreissatzes: 

BA-  BB==BC-  BB     und     Q'A' -  Q' B' =  Q'C-  Q'B'-, 
also: 

(BA-  Q'A')'  =  iBC-  Q'CJ 
und  absolut: 

BA'  Q'Ä  =-BC-  Q'C. 

Man  kann  die  gleichen  Sti ahlenbüschel  B,  Q'  in  zwei  Weisen  mit 
den  entsprechenden  Strahlen  aufeinander  legen:  entweder  so,  daß 
durchweg  entsprechende  Halbstrahlen  sich  decken  und  entsprechende 
Punkte,  die  ja  auf  entsprechenden  Halbstrahlen  liegen,  auf  derselben 
Seite  des  Punktes  0,  in  dem  B  und  Q'  sich  decken,  zu  liegen  kommen, 
die  Potenz  also  immer  positiv  wird;  oder  so,  daß  durchweg  nicht 
entsprechende  Halbstrahlen  aufeinander  liegen,  entsprechende  Punkte 
auf  verschiedene  Seiten  von  0  fallen  und  die  Potenz  negativ  wird. 

Jedenfalls  ist  dadurch  die  Kreisverwandtschaft  in  die 
Transformation  durch  reziproke  Radien  oder  Kreisinversion 
übergeführt,  und  die  Sätze  über  gestaltliche  Verhältnisse 
gehen  von  dieser  auf  jene  über. 

Wir  haben  also  auch  bei  der  allgemeinen  Kreisverwandtschaft: 
Die  Dreiecke  BAB  und  Q'B'A'  sind  ähnlich  und  ungleich 
umlaufen,  also  BAB  und  Q'ÄB'  gleich  umlaufen:  die  Doppel- 
verhältnisse und  Doppelwinkel  entsprechender  vierpunktiger 
Gruppen  sind  gleich,  die  Schnittwinkel  entsprechender  Kur- 
ven an  entsprechenden  Punkten  sind  entgegengesetzt  gleich- 

Drei  Paare  entsprechender  Punkte  J.,  Äv  By  jB';  C,  C  be-  819 
stimmen,   je   nach   der  Zuordnung   der   absoluten  Punkte  als 
homologe    Hauptpunkte,    zwei    Kreisverwandtschaften.      In 
der  einen  werden  die  Zentralpunkte  von  den  Kreisen  A'  =  ABC 
und  W  =  A B' C  eingeschlossen,  in  der  andern  ausgeschlossen. 


1)  Es  empfiehlt  sich,  diese  Annahme  zu  machen;  Möbius  gibt  den  Punkt- 
reihen auf  den  letzteren  Kreisen  gleichen  Sinn;  dann  sind  die  Strahlenbüschel 
i2,  Q'  ungleichsinnig,  was  bei  dem  Aufeinanderlegen  der  Felder  unbequem  wird. 
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Yon  der  Seydewitz  sehen  Herstellungsweise  der  quadratischen 
Verwandtschaft  (Nr.  797)  wissen  wir,  daß  zwei  Paare  homologer 
Hauptpunkte  und  drei  Paare  entsprechender  Punkte  die  beiden  Pro- 
jektivitäten  der  Büschel  um  jene  festlegen,  so  daß  dann  die  dritten 
Hauptpunkte  konstruiert  werden  können ,  sowie  zu  jedem  Punkte 
sein  entsprechender.  Es  fragt  sich,  wie  hier,  wo  jene  gegebenen  Haupt- 
punkte imaginär  sind,  reell  konstruiert  werden  soR. 

Nehmen  wir  an,  daß  die  Sinne  ABC  und  Ä B'C  auf  Ic  und  // 
die  positiven  Drehsinne  in  den  beiden  Feldern  seien,  übertragen  wir 
sie  auf  die  Punktreihen  von  q^  and  r^  und  bezeichnen  dann  in  der 
Darstellung  der  absoluten  Punkte  durch  die  absolute  Involution  die 
mit  dem  positiven,  bzw.  negativen  Sinne  behafteten  in  dem  einen 
Felde  mit  J4.,  iL,  im  andern  mit  J+,  JL.  Ordnen  wir  zunächst  die 
ungleichartigen  als  homolog  einander  zu,  so  haben  wir  es  mit  den 
Projektiv!  täten: 

mA,  B,  C)  A  JL{Ä,  B',  C\ 

IJA,  B,  C)  T\  J;{A\  B',  C) 

zu  tun  und  sollen  die  beiden  dem  gemeinsamen  Strahle  r^  entspre- 
chenden Strahlen  konstruieren:  der  Schnitt  ist  jR,  und  Q'  ist  der 
Schnitt  der  g«,  entsprechenden  Strahlen.  Wir  schneiden  jene  projek- 
tiven Büschel  mit  h  und  Ä;',  welche  durch  die  Scheitel  gehen,  und 
erhalten  beidemal  dieselbe  Projektivität: 

(P)  KA  B,  C)  A  7/ (-4',  B',  C). 

Der  zweite  Schnitt  von  r^,  als  Strahl  von  JL,  bzw.  J^,  ist  </+,  Jl; 
die  ihnen  in  der  Projektivität  (P)  entsprechenden  Punkte  auf  h  seien 
J^,  J-'i  es  ist  dann  R  der  Schnittpunkt  {I^J^,  I_J_)\  und  wenn 
ebenso  den  7+,  7_  von  Ic  auf  k'  die  Punkte  /|,  II  entsprechen,  so 
ist  Q'  der  Punkt  (Jlll,  J^I+).  Bei  der  Zuordnung  von  2+  und  J\., 
/_  und  JL  als  homologen  Punkten  haben  wir  R^  =  {I^J^,  J-J'+)  und 
Q^'  =  (J+lLj  JLI+).  Diese  neuen  Puakte  J+,  J_  und  J|,  IL  bestimmen 
wir  auf  Je,  bzw.  k'  durch  Involutionen.  J+j  JL  sind  auf  k'  die  Doppel- 
punkte der  Involution,  welche  in  diesen  Kegelschnitt  durch  jede  be- 
liebige rechtwinklige  Involution,  deren  Scheitel  auf  ihr  liegt,  einge- 
schnitten wird,  in  der  also  diametral  gegenüberliegende  Punkte  ge- 
paart sind.  Sind  daher  W,  33',  S'  die  Gegenpunkte  von  A\  B\  C/, 
so  ist  Ä%\  B"^\  G'^'  diese  Involution;  sind  weiter  %  33,  (S  die 
ihnen  in  (P)  entsprechenden,  so  sind  die  Doppelpunkte  der  Involution 
A%  PS3,  0©  die  J+,  J-',  und  da  JI  den  Sinn  A' B' C\  JL  den  Sinn 
A'  C B'  hat,  so  hat  auch  J^  den  Sinn  ABC,  in  den  ja  A'B'C  durch 
(P)  übergeht,  und  J_  den  Sinn  AGB',  also  denselben  wie  ihn  bzw. 
I^  und  /_  haben.  Wir  konstruieren  für  diese  elliptische  Involution 
{A%  Bid)  auf  k  das  Zentrum  S  und  die  Axe  s,  welche  also  außer- 
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halb  liegt;  für  diejenige,  von  welcher  i^,  I_  die  Doppelpunkte  sind^ 
ist  der  Mittelpunkt  M  von  h  Zentrum,  q^  die  Axe. 

Die  vier  Punkte  i^,  J_;  «7^,  J_  sind  die  Schnitte  von  g«,  und  s 
mit  A',  die  beiden  Diagonalpunkte  Pi  und  i^  ihres  Vierecks  liegen 
daher  auf  der  Diagonale,  welche  dem  dritten  Diagonalpunkte  ^oo^ 
gegenüberliegt,  der  Polare  desselben  nach  /,•  oder  dem  auf  5  senk- 
rechten Durchmesser  MS,  und  sind  sowohl  in  bezug  auf  k 
konjugiert,  als  auch  harmonisch  zu  den  beiden  Gegenseiten 
^00,  Sj  folglich  symmetrisch  in  bezug  auf  s  und  durch  diese  Eigen- 
schaften leicht  zu  finden.  Weil  sie  konjugiert  sind,  so  liegt  der  eine 
innerhalb,  der  andere  außerhalb  Ä'.  Was  die  geraden  Involutionen 
auf  q^  und  s  anlangt,  von  denen  1^,  7_;  J"^,  J_  die  Doppelpunkte 
sind,  so  sind  (Nr.  78)  it  und  i?^  Scheitel  je  einer  Involution,  die 
mit  beiden  perspektiv  ist;  und  werden  die  Punkte  Ay  B,  C  aus  irgend 
einem  Punkte  von  A"  auf  q^  nach  A^,  B^,  Q,  auf  s  nach  J.g,  B^,  C^ 
projiziert,  so  muß  B  =  (I_^_J_^,  I_J_)  so  beschaffen  sein,  daß  es  im 
Büschel  B  einen  Sinn  gibt,  der  sowohl  mit  A^^B^C^,  als  mit  ^2^2 ^2 
perspektiv  ist,  und  im  Büschel  B^  einen,  der  zugleich  mit  A^B^C^ 
und  A2C2B2  perspektiv  ist.  Daraus  erhellt,  daß  i?^  auf  der  andern 
Seite  von  s  liegt  als  Je  und  der  äußere  und  daher  B  der  innere  Punkt  ist. 

Wir  konstruieren  ganz  entsprechend  den  Punkt  Q\  der  innerhalb 
Je'  liegt,  und   Q^',  der  außerhalb  liegt. 

Bei  der  einen  Kreisverwandtschaft,  welche  I_^_,  Jl;  J_,  J^  zu 
homologen  Hauptpunkten  hat,  sind  Tc  =  {ABC),  Tc={A'B'C')  ent- 
sprechende Kreise,  welche  die  Zentralpunkte  jR,  Q'  einschließen,  bei 
der  andern  mit  I^,  J_^;  7_,  J"_,  als  homologen  Hauptpunkten,  hin- 
gegen solche,  welche  sie  ausschließen.  Im  ersten  Falle  müssen  die 
gleichen  Büschel  gleichen  Sinn  haben;  in  ihnen  gehen  entsprechende 
Strahlen  nach  nicht  homologen  Hauptpunkten;  also  ist  ihre  Projek- 
tivität : 

R{A,  B,  c,  h,  7_)  Ä  Q'(Ä',  b;  c,  e/-;,  j:); 

es  gehen  entsprechende  Strahlen  nach  absoluten  Punkten  mit  demselben 
Sinne;  die  Büschel  haben  gleichen  Sinn- 

Im  zweiten  Falle,  wo,  der  Mö bin s sehen  Annahme  entsprechend^ 
die  entsprechenden  Sinne  auf  den  die  Zentralpunkte  ausschließenden 
Kreisen  gleichartig  sind,  haben  die  Büschel  B,  Q'  ungleichen  Sinn; 
denn  es  gilt: 

B,{A,  B,  c,  A,  j.)  Ä  Qt'(A',  b;  c;  Ji,  j;). 

Folgende  Darstellung  hat  mir  0.  Tö plitz  mitgeteilt.  Wir  gehen 
aus  von  der  Projektivität: 

(P)        k{A,  B,  C)  A  h\Ä,  B,  C), 
welche  durch  die  drei  gegebenen  Paare  auf  den  durchgehenden  Kreisen 


^^  OF    THE 
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festgelegt  wird.  Einem  Büschel  von  Strahlen  in  T'  entspricht  (in 
einer  der  herzustellenden  Kreis  Verwandtschaften)  ein  Kreishüschel^ 
dessen  Grundpunkte  der  Zentralpunkt  und  der  dem  Scheitel  entspre- 
chende Punkt  sind;  jedem  unendlich  fernen  Punkt  von  Z'  entspricht 
jener  Zentralpunkt;  einem  Büschel  von  parallelen  Strahlen  korrespon- 
diert also  ein  Büschel  von  Kreisen,  die  sich  im  Zentralpunkt  berühren: 
die  Tangente  entspricht  dem  Strahle  aus  dem  andern  Zentralpunkte 
von  jener  Richtung. 

Seien  nun  D',  £";  F',  G'  Schnitte  von  //  mit  zweien  von  den 
Parallelen,  D,  E-^  F,  G  die  ihnen  auf  h  durch  (P)  entsprechenden 
Punkte,  so  muß  der  Zentralpunkt  in  Z  dem  Ort  der  Berührungspunkte 
zwischen  Kreisen  von  (D,  E)  und  Kreisen  von  (i^,  G)  angehören. 
Beide  Kreisbüschel  haben  h  gemein  und  befinden  sich  in  demselben 
Netze,  in  den  Potenzpunkt  0  desselben  laufen  alle  Potenzlinien  der 
Büschel  aus  ihm  zusammen;  also  ist  er  (DE,  FG)]  durch  ihn  geht, 
wenn  in  X  und  X^  sich  zwei  Kreise  jener  Büschel  schneiden,  immer 
die  Gerade  XX^,  und  wenn  sie  sich  in  T  berühren,  die  gemeinsame 
Tangente,  und  OT^  ist  gleich  der  gemeinsamen  Potenz,  also: 

OD'  0E=^  OF-  OG-, 

daher  ist  der  Orthogonalkreis  des  Netzes  der  Ort  der  Berührungspunkte. 
Nun  haben  D',E''^  F\  G'  auf  //  hyperbolische  Lage,  also  auch  D,  E-^ 
Fy  G  auf  /c,   0  liegt  außerhalb,   und   der  Orthogonalkreis  ist  reell. 

Wenn  D' E\  F'G\  parallel  bleibend,  sich  um  D',  F'  drehen,  so 
beschreiben  auch  DE,  FG  Perspektive  Büschel  und  0  beschreibt  eine 
Gerade  s,  welche  außerhalb  Ic  liegt.  Die  Schnittsekanten  der  beiden 
Orthogonalkreise  (0),  (O^)  mit  h,  die  Polaren  von  0,  0^  nach  h  treffen 
sich  in  dem  im  Innern  gelegenen  Pole  von  s,  und  schneiden  in  Punkte- 
paaren von  elliptischer  Lage;  daraus  folgt,  daß  (0),  (0^)  einen  im 
Innern  von  li  gelegenen  Schnittpunkt  haben  und  einen  im  Äußern^ 
symmetrisch  zu  jenem  in  bezug  auf  s.  Das  sind  jR  und  R^,  und 
ähnlich  ergeben  sich  Q',  Q^,  wobei  die  gleichartig  zu  /i,  li  liegenden 
zusammengehören. 

Die  sämtlichen  Orthogonalkreise  aus  Punkten  0  von  s  bilden 
den  Büschel,  der  zu  demjenigen  (Je,  s)  orthogonal  ist,  für  welchen  s 
Potenzlinie  ist  und  zu  dem  Tc  gehört.  Die  von  den  verschiedenen 
Parallelstrahlen-Büscheln  von  Z'  in  h'  eingeschnittenen  Involutionen 
haben  ihre  Zentren  auf  r^,  der  Axe  der  Involution  auf  ¥  mit  den 
Doppelpunkten  J+ ,  JL.  Also  liegen  die  Zentren  0  der  entsprechenden 
Involutionen  auf  yt  auf  der  Axe  derjenigen  Involution  auf  li,  in  welche 
jene  durch  (P)  übergeht,  demnach  mit  den  Doppelpunkten  «7"^,  J_, 
also  auf  der  früheren  s,  mit  der  so  die  jetzige  identisch  wird. 

Die  Grundpunkte  P,  Pj  des  einen  von  zwei  orthogonalen  Kreis- 
büscheln sind  Grenzpunkte  des  andern  (Tz,  s)   (Mittelpunkte  von  Null- 
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kreisen  desselben),  daher  Doppelpunkte  der  Involution,  in  der  dieser 
von  seiner  Zentrale  (der  Potenzlinie  des  andern  Büschels)  geschnitten 
wird,  und  konjugiert  nach  allen  Kreisen  von  (Je,  s).  So  identifizieren 
sich  diese  Zentralpunkte  mit  den  früheren. 

Nun  handelt  es  sich  darum,  zu  einem  vierten  Punkte  den  ent- 
sprechenden zu  konstruieren.  Auf  den  entsprechenden  Strahlen  aus 
den  Zentralpunkten  JR,  Q'  nach  J.,  Ä':  .  .  .  weiß  man  den  Wert  der 
Potenz  der  projektiven  Beziehung  und  welche  Halbstrahlen  entspre- 
chend sind,  kann  dann  auf  andern  entsprechenden  Strahlen  durch  die 
gleichen  Winkel  die  entsprechenden  Halbstrahlen  feststellen  und,  da 
die  Potenz  die  nämliche  ist,  weitere  entsprechende  Punkte  konstruieren. 
Man  kann  auch  damit  arbeiten,  daß  BÄX  und  Q'X'A'  ähnlich  und 
ungleich  umlaufen  sind,  wofern  die  Büschel  um  jR,  Q'  gleichlaufend  sind. 

Da  mit  Kreisen  ]c=(ÄBC)  und  l'  =  {A'B'G'),  welche  B,  Q' 
einschließen,  bequemer  zu  arbeiten  ist,  so  kann  man  im  andern  Falle  C 
durch  einen  Punkt  D  ersetzen,  so  daß  der  Kreis  ABB  den  Zentral- 
punkt einschließt. 

In  bezug  auf  die  Lage  von  i?,  §',  bzw.  B^,  Q/  zu  den  Dreiecken  820 
ABC,  ÄB'C  lassen  sich  noch  einige  interessante  Sätze  ableiten. 

Aus  dem  Umstände,  daß,  wofern  die  Umlaufungssinne  ABC  und 
A' B' C  die  nämlichen  und  B,  Q'  die  von  den  Kreisen  eingeschlossenen 
Zentralpunkte  sind,  die  Dreiecke  BAB  und  Q'Ä B'  gleichen  Um- 
laufungssinn haben,  folgt,  daß  entweder  B  und  Q'  beide  im  Innern 
der  Dreiecke  oder  in  gleichnamigen  Segmenten  der  umgeschriebenen 
Kreise  liegen.  Aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  BAB,  Q' B'A'-^ . . . 
folgt  aber,  daß,  wenn  ersteres  der  Fall  ist  und  die  Dreieckswinkel 
einfach  durch  die  Ecken  bezeichnet  werden: 

BBC==A  +  A'  =  B'Q'C', 
CBA  =  B-\-B'=CQ'Ä, 
ABB=C+  C  =  A'Q'B'', 

hingegen,  wenn  letzteres  der  Fall  ist  und  etwa  Bi  und  Q'  in  den 
Segmenten  {AB),  {A'B')  liegen,  dieselben  zwei  ersten  Gleichungen 
gelten,  an  Stelle  der  dritten  aber  tritt: 

271  -  ABB  =  C  -f  C  =  27T  -  AQ'B'. 

Der  erste  oder  zweite  Fall  tritt  also  ein,  wenn  alle  drei  Summen 
A-\-  Ä,  B  -\-  B\  (7  -f-  C  unter  tt  bleiben,  oder  wenn  eine  —  und 
nur  eine  kann  es  tun  —  tt  überschreitet;  und  ist  dies  etwa  C  +  C, 
so  liegen  B  und  Q'  in  den  genannten  Segmenten.  Ist  diese  Summe 
gleich  TT,  so  liegt  B  auf  AB,  Q'  auf  AB'. 

Was  die  außerhalb  der  Kreise  gelegenen  Zentralpunkte  B^,  Q^' 
anlangt,  so  haben,  wenn  wieder  ABC,  ÄB'C  von  gleichem  Sinne 
sind,  Dreiecke  wie  B^AB,  Q^'A'B'  ungleichen  Umlaufungssinn.     Be- 
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zeichnen  wir  z.  B.  den  innerhalb  des  Winkels  C,  aber  außerhalb  des 
Kreises  ABC  gelegenen  Teil  der  Ebene  mit  {AB),  den  Scheitelwinkel 
von  G  mit  C ,  so  folgt  ans  jenem  ungleichen  Umlaufungssinne,  daß, 
wenn  B^  in  einem  jener  Außenteile,  etwa  in  {AB)  liegt,  dann  Q'  sich 
im  Scheitelwinkel  C  befindet  und,  wenn  B^  in  C  liegt,  Q^'  in  {AB'). 
Die  Ähnlichkeit  von  B^AB,  Q{B'A\  usw.  lehrt  dann,  daß  im 
ersten  dieser  beiden  FäUe  folgende  Gleichungen  bestehen: 

bb^g  =  a-a==b'q^c\ 
cb^a  =  b-b'=c'q;a\ 
ab^b  =  c'-  c  =aq^b'- 

im  andern  Falle  kehren  sich  die  drei  in  der  Mitte  stehenden  Diffe- 
renzen um.  Der  erste  Fall  tritt  also  ein,  wenn  A^A,  B^B', 
C  <iG'  ist,  der  zweite,  wenn  die  umgekehrten  Ungleichungen  bestehen. 
Ist  G  =  C\  so  sei  etwa  A^  A\  5  <  B'-^  je  nachdem  wir  G  =  G'  als 
Grenzfall  von  G  ^  G'  oder  G  <C  G'  auffassen,  haben  wir  B^  in  {AG), 
Q^'  in  B\  bzw.  B^  in  3.,  Q^'  in  (B'G')  zu  suchen;  also  liegt  B^  auf 
der  Verlängerung  von  AB  über  A  und  Q^  auf  derjenigen  von  AB' 
über  B\ 

Aus  allem  erhellt,  daß  die  Vergleichung  der  Winkel  des  einen 
Dreiecks  mit  den  entsprechenden  im  andern  uns  vollständig  belehrt, 
wo  die  einen  und  die  andern  Zentralpunkte  aufzusuchen  sind.  In 
jedem  Falle  geben  dann  die  betreffenden  Gleichungen  Konstruktionen, 
in  denen  die  Funkte  als  zweite  Schnitte  von  Kreisen  sich  gewinnen 
lassen. 

Die  Projektivität  der  beiden  entsprechenden  Kreisbüschel  {Ay  B) 
und  {A\  B')  ist,  wenn  die  Zentralpunkte  B,  Q'  bekannt  sind,  fest- 
gelegt; es  entsprechen  den  Kreisen  {ABG),  {ABB)  und  der  Potenz- 
linie AB  der  Kreis  {AB'G'),  die  Potenzlinie  AB'  und  der  Kreis 
AB'  Q'-^  folglich  kann  man  weitere  entsprechende  Kreise  konstruieren 
und  damit  auch  entsprechende  Punkte. 

Ferner  liefert  die  Formel  ^^ '  .  =  W7^^~~D'Ä'^  wenn  B  ge- 
geben ist,  einen  Kreis,  auf  welchem  die  beiden  zugehörigen  D'  liegen; 
denn  sie  gibt  jjrj'-^) 

821  In    sehr    einfacher    Weise    stellt    man    eine    Kreisverwandtschaft 

zwischen  zwei  Feldern  vermittelst  zweier  stereographischen  Projek- 
tionen einer  und  derselben  Kugel  her.  Diese  als  stereographische 
bezeichnete  Projektion  der  Kugel  auf  eine  Ebene  rührt  von  dem 
griechischen  Astronomen  Hipparch  (2.  Jahrh.  v.  Chr.)  her.     Projek- 


1)   Zur  Ergänzung:   E.    von   Weber,    Münchener   Sitzungsberichte   (math. 
phys.  Klasse)  1901  Heft  IV,  S.  367. 
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tionszentrum  S  ist  ein  beliebiger  Punkt  der  Kugel^  Projektionsebene 
eine  Ebene,  die  zu  dem  Durchmesser  nach  S  normal  ist:  da  die 
wesentlichen  Eigenschaften  bei  Parallelverschiebung  der  Projektionsebene 
erhalten  bleiben,  nehmen  wir  als  geeignetste  Lage  die  der  Berührungs- 
ebene Z  im  Gegenpunkte  N  von  S.  Sie  führt  zu  einer  Kreisver- 
wandtschaft zwischen  Kugel  und  Ebene;  denn  sie  führt  Kreise 
auf  der  einen  Fläche  in  solche  auf  der  andern  über.  Benutzen  wir 
die  imaginären  Geraden  auf  der  Kugel,  so  ergibt  sich  diese  Eigen- 
schaft unmittelbar.  Sie  treffen  jeden  ebenen  Schnitt  der  Kugel,  also 
jeden  Kreis  auf  ihr,  und  auch  die  absolute  Kurve,  den  Schnitt  der 
unendlich  fernen  Ebene,  also  sind  sie  isotrope  Geraden.  Die  beiden 
^^,  i_,  welche  im  Projektionszentrum  S  sich  schneiden,  und  den 
Schnitt  der  Berühr ungs ebene  desselben  mit  der  Kugel  bilden,  sind 
der  Z  parallel  und  gehen  daher  nach  den  absoluten  Punkten  J^,  I_ 
dieser  Ebene.  Jeder  Kreis  auf  der  Kugel  trifft  sie,  und  Projektionen 
der  Treffpunkte  sind  die  /^,  /_,  die  Projektion  geht  durch  sie,  ist 
also  ein  Kreis.  Umgekehrt,  ein  Kreis  in  Z  wird  aus  S  durch  einen 
Kegel  projiziert,  zu  dessen  Kanten,  weil  er  durch  1^,  I_  geht,  auch 
i^j  i_  gehören:  folglich  bleibt  als  fernerer  Schnitt  und  eigentliche 
Projektion  auf  die  Kugel  ein  ebener  Schnitt,  also  ein  Kreis.  Aber 
beweisen  wir  dies  auch,  ohne  Heranziehung  der  absoluten  Punkte, 
mit  den  Mitteln  der  Geometrie  der  Alten. 

Wenn  A'i  ein  Kreis  auf  der  Kugel  ist,  so  sei  \x  die  Ebene,  welche 
durch  den  Durchmesser  SN  senkrecht  zu  seiner  Ebene  gelegt  ist;  sie 
enthält  einen  Durchmesser  A^B^  von  \'^  AB  sei  dessen  Projektion 
aus  S  auf  Z  oder  auf  die  Tangente  des  von  ju  ausgeschnittenen  Haupt- 
kreises K  in  N.  Die  Ebene  \x  ist  Symmetrieebene  des  Kegels  S\, 
weil  sie  durch  die  Spitze  geht,  den  Kreis  l\  halbiert  und  auf  seiner 
Ebene  senkrecht  steht.  Da  SA^N  ^  SNA  und  SB^N  ^  SNB,  so 
ergibt  sich  SN'^  =  SA-SA^  =  SB  SB,,  oder  SA,  :  SB,  =  SB:  SA: 
bei  solcher  Lage  wird  A,B,  antiparallel  zu  AB  in  bezug  auf  die 
Kanten  SA,A,  SB,B  in  der  Symmetrieebene  genannt;  daraus  folgt, 
daß  die  in  AB  auf  )li  senkrechte  Ebene  Z  aus  dem  Kegel  einen 
Kreis  h  ausschneidet,  nach  dem  schon  den  Alten  bekannten  Satz  über 
den  zweiten  Büschel  von  Parallelebenen,  welche  aus  einem  schiefen 
Kreiskegel  Kreise  ausschneiden.  Umgekehrt,  ist  l'  ein  Kreis  in  Z,  so 
legen  wir  durch  SN  und  seinen  Mittelpunkt  die  Ebene  )u,  welche 
also  auf  Z  senkrecht  und  daher  wiederum  Symmetrieebene  des  Kegels 
Sk  ist;  der  Durchmesser  von  h  in  ihr  sei  AB  und  A,^  B,  die  Pro- 
jektionen von  A,  B  aus  S  auf  die  Kugel  oder  den  von  jli  ausgeschnittenen 
Hauptkreis  K.  Wir  finden  ebenso  AB  antiparallel  zu  A,B„  so  daß 
die  in  AB  auf  }i  senkrecht  stehende  Ebene  aus  dem  Kegel  einen 
Kreis  mit  dem  Durchmesser  A,B,  ausschneidet.  Das  Lot  aus  dem 
Kugelmittelpunkt  M  auf  diese  Ebene  fällt  in  )li;  daher  ist  A,B,  auch 
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Durchmesser  des  von  der  Ebene  aus  der  Kugel  ausgeschnittenen 
Kreises;  beide  Kreise  fallen  in  denselben  /q  zusammen,  der  also  Pro- 
jektion von  It  auf  die  Kugel  ist. 

Die  Kreise  auf  der  Kugel,  welche  durch  S  gehen,  projizieren  sich 
in  Geraden. 

Der  Schnittpunkt  T  der  Tangenten  in  Ä^,  B^  an  K  ist  die  Spitze 
des  Rotationskegels,  welcher  der  Kugel  längs  \  umgeschrieben  ist-, 
dieser  Punkt  projiziert  sich  aus  S  in  die  Mitte  von  AB,  also  den 
Mittelpunkt  von  Ic.  Wenn  nämlich  ST  den  K  in  U  schneidet,  so 
sind  ^1,  B^  und  U,  S  durch  konjugierte  Geraden  in  K  eingeschnitten, 
mithin  harmonisch,  also  auch  ihre  Projektionen  aus  S. 

Die  Berührungsebene  in  einem  beliebigen  Punkte  X^  der  Kugel, 
dessen  stereographische  Projektion  X  sei,  diejenige  in  S  und  die  zu 
dieser  parallele  X  bilden  gleiche  Winkel  mit  SX-^^X  und  werden  des- 
halb vom  Ebenenbüschel  um  diese  Gerade  in  gleichen  Strahlenbüscheln 
geschnitten.  Zwei  Tangenten  der  Kugel  in  X-^  machen  daher  den- 
selben Winkel  wie  ihre  Projektionen  aus  S  auf  51;  d.  h.  die  stereo- 
graphische   Projektion    ist    isogonal    und    also    auch    konform. 

Der  Punkt  S  der  Kugel  wird  durch  jede  seiner  Tangenten  projiziert; 
daher  entspricht  ihm  in  L  die  unendlich  ferne  Gerade.  S  ist  also 
ein  Hauptpunkt  auf  der  Kugel. 

In  T  sind  Hauptpunkte  die  absoluten  Punkte,  denen  die 
Geraden  i^ji_,  entsprechen. 

Projiziert  man  eine  Kugel  aus  zwei  Zentren  S^  S'  stereo- 
graphisch auf  die  Ebenen  Z,  X',  so  sind  die  Projektionen  X,  X' 
desselben  Punktes  X^  der  Kugel  entsprechend  in  einer  Kreis- 
verwandtschaft; daß  die  projizierenden  Strahlen  in  quadratischer 
Verwandtschaft  stehen,  wissen  wir. 

Zentralpunkte  sind  die  Punkte  jR,  Q',  in  denen  SS'  die 
Ebenen  schneidet;  denn  dem  B  entspricht  in  der  ersten  stereogra- 
phischen Projektion  der  S'  und  diesem  in  der  zweiten  die  unendlich  ferne 
Gerade.  Man  bestätigt,  daß  durch  i?,  bzw.  Q'  die  Kreise  gehen,  welche 
den  Geraden  der  andern  Ebene  entsprechen .  Entsprechende  Strahlen 
der  Büschel  ByQ'  werden  je  durch  dieselbe  Ebene  des  Büschels 
SS'  eingeschnitten;  weil  3fS  zu  X,  MS'  zu  T'  normal  ist,  ist  die 
Gerade  SS'  gleichgeneigt  gegen  X  und  X',  wodurch  die  gleichen 
Strahlenbüschel  zustande  kommen.  Ein  Kreis  auf  der  Kugel  hat 
die  Zentren  entweder  auf  derselben  oder  auf  verschiedenen 
Seiten.  Es  entstehen  aus  ihm  entsprechende  Kreise,  welche 
die  Zentralpunkte  aus-  bzw.  einschließen.  Betrachtet  man  X 
aus  Sy  X'  aus  S',  so  haben,  wofern  X  auf  derselben  Seite  der  Be- 
rührungsebene von  S  liegt,  wie  die  Kugel,  und  X'  ebenso  beschaffen 
ist  in  bezug  auf  S'^  im  ersten  Falle  die  Kreise  gleichen,  im  zweiten 
ungleichen  Umlauf ungs sinn. 
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Am  anschaulichsten  und  am  meisten  benutzt  wird  der  Fall,  wo 
S,  S'  Gegenpunkte  sind  und  aus  jedem  auf  die  Berührungsebene  des 
andern  projiziert  wird.     Sie  werden  Zentralpunkte. 

Wenn  zwei  kreisverwandte  Felder  T,  Z'  stereographisch  822 
auf  zwei  Kugeln  K,  K'  projiziert  werden,  so  geben  die  Geraden 
*+>  *_i;  ^'+?  ^'_  der  Kugeln,  die  sich  im  Zentrum  S  bzw.  S'  schneiden, 
durch  die  absoluten  Punkte  von  X,  Z',  also  durch  homologe  Haupt- 
punkte der  Kreisverwandtschaft:  wir  verfahren  also  so,  wie  es  in 
Nr.  807  erörtert  wurde,  und  wollen  uns,  wie  dort  schon  erwähnt 
wurde,  für  diesen  Fall  mit  imaginären  Hauptpunkten  klar  machen, 
daß  die  Korrespondenz  auf  den  Kugeln  von  einer  Kollineation  herrührt. 

Aus  der  Isogonalität  der  Kreis  Verwandtschaft  zwischen  Z  und  Z' 
und  derjenigen  der  stereographischen  Projektionen  (Z,  K)  oder  (Z',  K') 
folgt.,   daß   auch   die  Verwandtschaft   der  Kugeln  isogonal  ist. 

Jeder  die  eine  Kugel  reell  sehneidenden  Ebene  entspricht  eine  die 
andere  so  schneidende,  welche  den  entsprechenden  Kreis  trägt.  Dreht 
sich  jene  um  eine  Gerade,  welche  die  Kugel  reell  trifft,  so  dreht  die 
andere  sich  um  die  Gerade,  welche  die  entsprechenden  Punkte  verbindet. 

Zwei  sich  rechtwinklior  schneidende  Kreise  einer  Kugel 
liegen  in  Ebenen,  welche  in  bezug  auf  die  Kugel  konjugiert 
sind;  denn  die  Tangente  der  Kugel,  welche  in  einem  Punkt  des 
einen  Kreises  berührt  und  zu  dessen  Tangente  normal  ist,  ist  Kante  des 
Kegels,  welcher  der  Kugel  längs  des  Kreises  umgeschrieben  ist;  also 
geht  die  Ebene  des  zweiten  Kreises  durch  den  Pol  der  Ebene  des 
ersten,  den  Scheitel  dieses  Kegels. 

Die  Ebene  eines  Kreises  auf  der  Kugel,  welcher  alle  Kreise,  in 
denen  sie  von  den  Ebenen  eines  Büschels  geschnitten  wird,  recht- 
winklig schneidet,  geht  durch  die  Pole  dieser  Ebenen,  mithin  durch 
die  Polare  der  Büschelaxe  in  bezug  auf  die  Kugel. 

Liegt  also  ein  Ebenenbüschel  vor,  dessen  Axe  p  die  K  nicht 
reell  schneidet,  so  konstruieren  wir  die  Kreise  auf  der  Kugel,  welche 
die  Kreise  in  seinen  Ebenen  rechtwinklig  schneiden:  sie  liegen  in  den 
Ebenen  durch  die  Polare  p^  von  p\  diese  p^  schneidet  die  Kugel,  eine 
elliptische  Fläche  2.  Grades,  reeU:  in  den  Berührungspunkten  der 
durch  p  gehenden  Tangentialebenen.  Dieser  Büschel  von  Kreisen  auf 
der  Kucrel  oreht  durch  die  Verwandtschaft  in  einen  Büschel  über  mit 
ebenfalls  reell  schneidender  Axe  p^.  Weil  die  Verwandtschaft  der 
Kugeln  isogonal  ist,  so  sind  die  Kreise,  welche  diese  Kreise  recht- 
winklig schneiden,  die  entsprechenden  zu  denen  in  Ebenen  des  Büschels  ^; 
ihre  Ebenen  bilden  einen  Büschel  um  die  Polare  p  von  ^/.  Also 
entspricht  auch  einem  Ebenenbüschel  mit  imaginär  schneidender  Axe 
ein  Ebenenbüschel;  und  die  Kollineation  ist  erkannt. 

Bei  der  stereographischen  Projektion  ergeben  sich  also 
aus  zwei  zueinander  orthogonalen  Kreisbüscheln  der  Ebene 
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auf  der  Kugel  Büschel  von  Kreisen,  welche  durch  Ebenen- 
büschel eingeschnitten  werden,  deren  Axen  in  bezug  auf  die 
Kugel  polar  sind.  Die  reellen  Grundpunkte  des  einen  Büschels 
sind  Grenzpunkte  (Mittelpunkte  von  Punktkreisen)  des  andern,  der 
imaginäre  Grundpunkte  hat. 
823  Die  Kreisverwandtschaft  spielt  in  der  Funktionentheorie  eine  wich- 

tige Rolle.  Sind  zwei  komplexe  Größen -s  =  ic  +  2/^,  Z  =  X-{-Yi 
durch  eine  lineare  Substitution: 

^  =  i — T  ' 

cz  -\-  d 

verbunden,  in  der  auch  die  Koeffizienten  a,  h,  c,  d  komplex 
sind,  so  besteht,  wenn  beide  in  einer  Gaußischen  Ebene  dar- 
gestellt werden,  zwischen  entsprechenden  Punkten  Kreis- 
verwandtschaft. Vorausgesetzt  ist,  daß  ad —  hc'>  0,  d.  h.  daß  nicht 
die  Proportion  a:c  =  h:d  statt  hat;  denn  im  andern  Falle  ist  Z  gar- 
nicht  von  z  abhängig.  Wir  beziehen  x^  y^  X,  Y  auf  dasselbe  recht- 
winklige Koordinatensystem;  eine  nachträgliche  Verlegung  ändert  ja 
nichts  wesentliches. 

Es  empfiehlt  sich,  von  einfacheren  Fällen  zum  allgemeinen  auf- 
zusteigen.    Wir  haben  in: 

1.  Z  =  0  -\-  h:  eine  einfache  Verschiebung. 

2.  Z  ==  e"'^,  wo  a  reell  ist:  eine  Drehung  um  den  Anfangspunkt  0; 

3.  Z=Jc0,  wo   Je  reell   ist:    Ähnlichkeit  mit    ähnlicher  Lage  in 
bezug  auf  0  als  Ahnlichkeitspunkt. 

4.  Z  ^  az  =  Jce^'s:  Ähnlichkeit  mit  0  als  Ahnlichkeitspunkt,  aber 
nicht  mehr  ähnliche  Lage. 

5.  Z  ^  az  -\-}):  Zu  dem  Vorigen  tritt  noch  Verschiebung  hinzu, 
so  daß   0  nicht  mehr  Ahnlichkeitspunkt  ist. 

Für    die    bisherigen    Fälle    ist  Isogonalität    und   Gleichsinnigkeit 
unmittelbar  ersichtlich. 

6.  Z  ==      ,  wo  li  reell  ist.    Polarkoordinaten  sind  bequemer.    Die 

Transformation  führt  den  Punkt  (r,  0)   in  den  Punkt  (— ,—  0)  über; 

wir  zerlegen  und  führen  ihn  zunächst  in  (^  ?0)  über,  offenbar  ver- 
mittelst einer  Transformation  durch  reziproke  Radien  mit  dem  Zen- 
trum  0  und  der  Potenz  k.    Die  Überführung  von  (~  ,  0j  in   (    ,—  0] 

ist  Symmetrie  oder  Spiegelung  in  bezug  auf  die  Polaraxe.  Beide 
Transformationen  sind  isogonal;  also  auch  ihr  Produkt.  Die  Spiegelung 
kehrt  den  Sinn  um.  Für  die  Transformation  durch  reziproke  Radien 
haben  wir  erhalten:  entsprechende  Kreise,  welche  das  Zentrum  aus- 
schließen, werden  ungleichsinnig  umlaufen,  solche  aber,  welche  es 
einschließen,    gleichsinnig;    im    letztern   Falle    entspricht   jedoch   dem 
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Innern  (Äußern)  des  einen  Kreises  das  Äußere  (Innere)  des  andern. 
Man  kann  daher  auch  folgende  Auffassung  obwalten  lassen:  In  beiden 
Fällen  liegen  für  Menschen,  welche  entsprechende  Kreis -Punktreihen 
durchlaufen,  entsprechende  Räume  ungleichartig,  der  eine  linker  Hand, 
der  andere  rechter  Hand.  Nennt  man  dies  üngleichsinnigkeit,  so 
kann  man  die  Transformation  durch  reziproke  Radien  (und  die  Kreis- 
wandtschaft überhaupt)  als  durchweg  ungleichsinnig  bezeichnen;  und 
dann  ist  das  Produkt  aus  ihr  imd  der  Spiegelung  als  gleichsinnig  zu 
bezeichnen. 

7.   Es  liege  endlich  der  allgemeine  FaU  vor: 

ry        az  -\-'b 
cz  -j-d 
wo  c  >  0  ist.     Wir  haben: 

y bc  —  ad        a  k  a 

~~  c^z-\-cd  '^  ~c  ~  c^e^z-\-cde^  ~^  T' 

wo  a  und  Je  =  (hc  —  ad)^"  reell  sind. 
Wir  zerlegen  nun: 
/=  cV«-^  +  cd^":  Ähnlichkeit; 

z"  =  —,'.  Transformation  durch  reziproke  Radien,  verbunden  mit 

Spiegelung; 

Z  =  z"  A, :  Verschiebung. 

AUe  diese  Transformationen  sind  homozyklisch,  isogonal  und 
gleichsinnig  in  der  eben  erläuterten  Bedeutung;  folgHch  gilt  dies 
auch  für  die  durch  die  allgemeine  Hneare  Substitution  bewirkte  Ver- 
wandtschaft.    Sie  ist  eine  Kreisverwandtschaft.  ^) 

Die  Zentralpunkte  sind,  weil  ihnen  die  unendlich  fernen  Punkte 
entsprechen: 

d  ry  a 

c  '  c 


§  115.   Involntorisclie  eindeutige  Verwandtschaften  beliebigen  Grades. 

Wir  haben  erkannt  (Nr.  788, 811),  daß  bei  einer  involutorischen  824 
eindeutigen  Verwandtschaft  die  Hauptpunkte,  Hauptkurven 
und  das  homaloidische  Netz  des  einen  Feldes  mit  denen  des 
andern  identisch  sind.    Es  ist  daher  s^  =  r^^,  a-^'  =  a,.^.  und  demnach 

(Nr.  785):  a^  =  a.^.  und  z.  B.  n}\  =^i\a^i^.    Eine  Cremonasche  Ver- 

k 
wandtschaft  mit  ungleichartigen  Netzen  kann  nicht  involutorisch  werden. 
Um  einen  Koinzidenzpunkt  ü  ergibt  sich,  wie  in  Nr.  812, 


1)  Fricke,  Kurzgefaßte  Vorlesungen  über  verschiedene  Gebiete  der  Mathe- 
matik, Analytisch -funktionentheoretischer  Teil  S.  77—83.  —  Vgl.  auch  Holz- 
müller, Einführung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften. 
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eine  Involution  (die  in  gewissen  Fällen  auch  Identität  werden 
kann):  von  zwei  gepaarten  Strahlen  berührt  jeder  die  ent- 
sprechende Kurve  des  andern  in  ü,  oder  allgemeiner,  sie  be- 
rühren  entsprechende   Kurven,    die  ja  zugleich   durch   U  gehen. 

Die  involutorischen  Fälle  der  quadratischen  Verwandtschaft  sind 
in  §  113  erörtert.    Wir  woUen  noch  einige  andere  Beispiele  vorführen. 

Der  Satz  über  die  Assoziation  der  neun  Grundpunkte  eines  Kur- 
venbüschels 3.  Ordnung  (Nr.  227) : 

Alle  Kurven  3.  Ordnung,  welche  durch  acht  Punkte  gehen, 
haben  einen  neunten  durch  diese  acht  Punkte  bestimmten 
Punkt  gemein  führt  zu  einer  involutorischen  eindeutigen  Verwandt- 
schaft, welche  die  Geisersche  heiße^)  und  auf  welche  wir  in  Nr.  788 
eine  andere  zurückführten. 

Es  werden  sieben  feste  Grundpunkte  Ay  B,  .  .  .  G  ge- 
geben, welche  ein  spezielles  Netz  3.  Ordnung  9^  bestimmen; 
der  achte  und  neunte  H  und  I  bestimmen  sich  gegenseitig 
eindeutig  und  involutorisch.  Jeder  von  den  sieben  Grund- 
piinkten  bestimmt  als  Doppelpunkt  (Nr.  781)  mit  den  sechs 
andern  eine  Kurve  3.  Ordnung  a^,  W,  -  •  •  9^j  welche  zu  9^  gehört. 
Wird  der  achte  Grundpunkt  H  auf  a^  gelegt,  so  enthält  der  aus  dem 
Netze  ausgeschiedene  Büschel  die  Kurve  a^;  im  Doppelpunkte  A  hat 
diese  mit  irgend  einer  andern  Kurve  des  Büschels  zwei  Punkte  ge- 
meinsam; d.  h.  der  zu  //  gehörige  I  fällt  in  A.  Dem  Punktet  sind 
alle  Punkte  von  a^  entsprechend.  Die  sieben  festen  Grundpunkte 
sind  also  dreifache  Hauptpunkte  der  Verwandtschaft  und  die 
a^j  .  .  .  die  zugehörigen  Hauptkurven. 

Beim  Grade  8  (Nr.  787)  ergab  sich  ein  homaloidisches  Netz 
mit  sieben  dreifachen  Punkten,  so  daß  eine  Verwandtschaft  8.  Grades 
zu  vermuten  ist.  Es  handelt  sich  darum  zu  ermitteln,  wie  oft  ent- 
sprechende Punkte  auf  zwei  gegebene  Geraden  l  und  T  fallen.  Jeder 
Büschel  von  9^  sendet  in  jeden  andern  eine  Kurve;  wir  nehmen  also 
zwei  Büschel  33  und  S3i  aus  Sil  und  untersuchen,  wie  oft  sich  eine 
Kurve  des  einen  mit  einer  des  andern  sowohl  auf  l,  als  auf  T  schneiden. 
Ein  Punkt  X  auf  l  bestimmt  eine  Kurve  aus  S,  ihre  drei  Schnitte 
mit  l  drei  Kurven  aus  S3i,  welche  T  in  neun  Punkte  X^  schneiden,  die 
wir  Xi  zuordnen;  ebenso  entsprechen  jedem  Xj  neun  Punkte  X. 
Zu  den  18  Koinzidenzen  gehören  die  drei  Schnitte  der  gemein- 
samen Kurve  von  33  und  ^^,  und  zwar  dreifach,  da  jeder  sich  bei 
den  drei  Schnitten  dieser  Kurve  mit  l  ergibt;  ferner  der  Punkt  II. 
In  den  acht  übrigen  schneiden  sich  verschiedene  Kurven  aus  33  und 
33i,  die  einen  zweiten  Schnitt  auf  l  haben.  Oder,  wenn  wir  in  den 
Büscheln  33   und  33i    solche  Kurven  einander  zuordnen,   die  sich  auf 

1)  Geiser,  Journal  f.  Mathem.  Bd.  67  S.  78. 
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l  schneiden,  so  entsteht  eine  Korrespondenz  [3,3];  das  Erzeugnis  der- 
selben ist,  weil  auf  T  eine  Korrespondenz  [9,9]  bewirkt  wird,  eine 
Kurve  18.  Ordnung,  von  welcher  aber  die  Gerade  l  und  die  gemein- 
same Kurve  von  33  und  33i,  dreifach  gerechnet,  sich  ablösen.  Die 
restierende  Kurve  8.  Ordnung  ist  die,  welche  der  l  entspricht. 

Die  Geisersche  Verwandtschaft  ist  8.  Grades  mit  sieben 
dreifachen  Hauptpunkten,  den  Grundpunkten  von  91. 

Legen  wir  T  durch  A  und  berücksichtigen  nur  die  von  A  ver- 
schiedenen Punkte,  so  ergibt  sich  eine  Korrespondenz  ['ofi^  auf  T,  von 
deren  Koinzidenzen  6  -f  1  abzuziehen  sind;  die  lünf  übrigen  lehren, 
daß  es  auf  T  fünf  von  A  verschiedene  Punkte  gibt,  die  einen  asso- 
ziierten auf  l  haben:  d.  h.  daß  die  der  l  korrespondierende  Kurve 
8.  Ordnung  dreimal  durch  A  geht. 

Die  Jacobische  Kurve  des  homaloidischen  Netzes  8.  Ordnung, 
von  der  Ordnung  3(8  —  1)  =  21,  setzt  sich  aus  den  sieben  Kurven  a^, 
.  .  .  zusammen. 

Die  Jaco bische  Kurve  des  (nicht  homaloidischen)  gegebenen 
Netzes  3.  Ordnung  hat  die  Ordnung  3(3  —  1)  =  6.  Sie  ist  der  Ort  der 
Doppelpunkte  von  Kurven  des  Netzes,  aber  auch  der  Ort  der  Berüh- 
rungspunkte zwischen  zwei  Kurven  des  Netzes  und  dann  allen  ihres 
Büschels  (Nr.  686).  Also  ist  sie  der  Ort  der  Punkte,  in  denen  sich 
H  und  I  vereinigen.  Die  zu  A  gehörige  Hauptkurve  a^  geht  zwei- 
mal durch  Aj  d.  h.  A  vereinigt  sich  zweimal  mit  einem  der  ent- 
sprechenden Punkte,  gehört  also  dieser  Kurve  doppelt  an. 

Die  Geisersche  Verwandtschaft  besitzt  eine  Kurve  V  6.  Ord- 
nung von  Koinzidenzpunkten  (Koinzidenzkurve),  welche 
durch  jeden  der  sieben  Grundpunkte  zweimal  geht. 

Als  Doppelpunkte  einer  zerfallenden  Kurve  von  91  liegen  auf 
ihr  die  42  Schnittpunkte  der  Verbindungslinien  zweier  der  Grund- 
punkte je  mit  dem  Kegelschnitt  durch  die  fünf  übrigen. 

Eine  Gerade  und  die  ihr  entsprechende  Kurve  8.  Ordnung  haben, 
außer  den  Begegnungspunkten  der  ersteren  mit  der  Koinzidenzkurve, 
noch  zwei  Punkte  gemeinsam.  Das  sind  einander  entsprechende  Punkte. 

Jede  Gerade  trägt  ein  Paar  entsprechender  Punkte. 

Wenn  keine  Koinzidenzkurve  vorhanden  ist,  ist  diese  Zahl  gleich 
dem  Grade  der  Verwandtschaft  (Nr.  790).  Die  durch  die  Koinzidenz- 
kurve verringerte  Anzahl  hat  man  als  Klasse  der  Verwandtschaft  be- 
zeichnet^). 

Zwischen   der   Klasse  v   und   der   Ordnung  h   der  Koinzi- 
denzkurve besteht  die  Beziehung: 
h  -{-  2\  =  n. 

1)  Caporali,  Sülle  trasformazioni  univoche  iuvolutorie.  Rendiconti  dell' 
Accademia  di  Napoli  1879.  —  Ob  das  Wort  „Klasse"  geeignet  ist,  ist  mir 
zweifelhaft. 

Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.   IV.  7 
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Wenn  n  ungerade  ist,  muß  also  notwendig  eine  Koinzi- 
denzkurve vorhanden  sein. 

Die  Geisersche  Verwandtschaft  hat  die  Klasse  1. 
825  Die    Graßmannsche    Erzeugung    der   Fläche   3.  Ordnung  führt, 

wie  in  Nr.  381  schon  kurz  erwähnt  wurde,  zu  einer  eindeutigen 
Abbildung  der  Fläche  F^  in  eine  Ebene  Z^).  Weil  die  Geiser- 
sche Verwandtschaft,  von  der  Ebene  auf  die  kubische  Fläche  ver- 
mittelst dieser  Abbildung  übertragen,  zu  einer  sehr  einfachen  Figur 
führt,  wollen  wir  hier  die  Haupteigenschaften  der  Abbildung  be- 
sprechen, und  auf  sie  in  einem  späteren  Abschnitte  ausführlicher  zu- 
rückkommen. 

Die  drei  erzeugenden  kollinearen  Bündel  beziehen  wir  korrelativ 
auf  ein  Feld,  so  daß  drei  homologen  Ebenen  ein  Punkt  des  Feldes 
entspricht;  er  ist  das  Bild  des  Punktes  der  Fläche,  in  welche  sie  zu- 
sammenlaufen. Die  Fläche  enthält  sechs  Geraden  a,  &',...  f  (früher 
%,  .  .  .  «g),  welche  je  homologen  Ebenen  gemeinsam  sind.  Diesen 
Geraden  von  F^  entsprechen  sechs  Punkte  Ä^  B,  .  .  .  F,  welche 
also   Haupt-   oder  Fundamentalpunkte  der  Abbildung  werden. 

Die  Ebenen  der  Bündel,  welche  zu  den  Punkten  eines  ebenen 
Schnitts  der  Fläche  führen,  umhüllen  Kegel  3.  Klasse  (Nr.  377),  denen 
durch  die  Korrelation  eine  Kurve  3.  Ordnung  entspricht,  welche  durch 
Ä,  .  .  .  F  geht,  weil  a',  .  .  .  f  den  ebenen  Schnitt  trefien.  Also  bildet 
sich  ein  ebener  Schnitt  der  kubischen  Fläche  in  eine  durch 
Äf .  .  .  F  gehende  Kurve  3.  Ordnung  ab;  und  umgekehrt,  drei 
weitere  Punkte  einer  solchen  Kurve  3.  Ordnung  (die  sie  neben  Ä^ .  .  .  F 
bestimmen)  legen  durch  die  entsprechenden  Punkte  auf  F^  die  Ebene 
fest,  von  deren  Schnitte  sie  das  Bild  ist. 

Eine  Gerade  in  T  führt  durch  die  Korrelation  zu  drei  ent- 
sprechenden Büscheln  in  den  Bündeln,  also  ist  sie  das  Bild  der 
kubischen  Raumkurve  r^  auf  F^,  welche  durch  jene  erzeugt  wird 
und  gegen  die  a\  .  . .  f  windschief  ist. 

Die  Gerade  EF  bildet  sich  in  eine  kubischen  Raumkurve  r^  ab, 
welche  in  e\  f  und  eine  sie  schneidende  Gerade,  das  eigentliche 
Bild  zerfällt.  Und  der  Kegelschnitt  durch  fünf  Fundamentalpunkte 
Ay...E  hat,  weil  er  die  einem  ebenen  Schnitte  entsprechende  Kurve 
noch  einmal  trifft,  in  dessen  Ebene  nur  einen  Bildpunkt;  sein  Bild 
ist  also  eine  Gerade,  welche  a', .  .  .  e  trifft.  So  ergeben  sich  die 
früher  mit  c  und  &  bezeichneten  Geraden  der  F^. 

Es  wird  später  in  dem  Abschnitte  über  eindeutige  Flächenab- 
bildungen gezeigt  werden,  daß  dieselbe  Abbildung  auch  durch  die 
Erzeugung    der    Fläche    3.    Ordnung    vermittelst   trilinearer    Ebenen- 


1)  Sie  rübrt  von  Clebsch  her:  Journal  f.  Mathematik  Bd.  65  S.  359.   Vgl. 
auch  Cremona,  ebenda  Bd.  68  S.  82  und  Reye,   Geom.   der  Lage  1.  Auflage. 
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büschel  (Nr.  211)  erhalten  werden  kann;  wir  haben  ja  in  Nr.  406 
diese  Erzeugung  als  speziellen  Fall  der  Graß  mann  sehen  erkannt.  Sie 
hat  den  Vorzug,  daß  bei  ihr  sich  leicht  beweisen  läßt,  was  a.  a.  0. 
geschehen  soU,  daß  die  6  Fundamentalpunkte  beliebige  Punkte 
der  Ebene  Z  sein  können,  während  für  diesen  Zweck  der  Apparat 
der  kollinearen  Bündel  wenig  bequem  ist. 

Wir  legen  also  die  Fundamentalpunkte  ^,  .  .  .  i^  in  6  der 
Grundpunkte  des  Kurvenuetzes  3.  Ordnung  der  Geiserschen 
Verwandtschaft,  dem  siebenten  G  entspricht  G'  auf  F^.  Wenn  nun 
H  und  I  die  weiteren  Schnitte  zweier  Kurven  sind  und  H'j  F  ihre 
Bilder  auf  i^,  so  sind  G',  R',  F  den  beiden  korrespondierenden  Schnitten 
gemeinsam,  also  in  gerader  Linie  gelegen,  und  den  Kurven  des  Büschels 
in  Z  entsprechen  die  Kurven  in  den  Ebenen  durch  G'  H'  F . 

Der  Geiserschen  Verwandtschaft  entspricht  daher  auf 
der  kubischen  Fläche  die  einfachere  involutorische  Ver- 
wandtschaft zweier  Punkte  H',  F,  welche  mit  einem  festen 
Punkte   G'  in  gerader  Linie  liegen. 

Durchläuft  H  in  T  eine  Gerade  ?,  so  beschreibt  H'  auf  F^  eine 
kubische  Raumkurve  T^,  welche,  aus  G'  projiziert,  einen  Kegel  3.  Ord- 
nung liefert,  der  mit  F^  noch  eine  Raumkurve  6.  Ordnung  gemein 
hat:  den  Ort  der  Punkte  F.  Sie  geht  dreimal  durch  G' ^  den 
dreifachen  Punkt  des  Kegels,  und  trijfft  a\...  f  dreimal,  weil  diese 
von  V^  nicht  getroffen  werden.  Also  wird  die  Kurve  in  Z  durch 
jeden  der  Punkte  Ä,  .  .  .  G  dreimal  gehen. 

Die  einer  zweiten  Gerade  m  entsprechende  Raumkurve  m'^,  aus 
demselben  Netze  mit  T^,  trifft  diese  einmal  (Nr.  377):  in  dem  Punkt, 
dessen  Bild  Im  ist.  Folglich  liegen  die  acht  übrigen  Punkte,  in  denen 
rn^  jenen  Kegel  trifft,  auf  der  Raumkurve  6.  Ordnung,  und  ihr  Bild 
in  Z,  die  der  Gerade  l  entsprechende  Kurve,  trifft  m  achtmal. 

Die  zu  G  gehörige  Hauptkurve  ist  das  Bild  der  Schnittkurve 
der  Tangentialebene  von  F^  in  G',  die  in  G'  einen  Doppelpunkt  hat, 
mit  den  Haupttangenten  (welche  dreipunktig  berühren)  als  Tangenten, 
also  eine  Kurve  3.  Ordnung,  welche  durch  A, .  .  .  F  und  zweimal  durch 
G  geht. 

Die  zu  Ä  gehörige  Hauptkurve  ist  das  Bild  des  Kegelschnitts  auf 
F'^  in  der  Ebene  G'a]  er  geht  durch  G\  trifft  a  zweimal,  h\  .  .  .  f 
je  einmal  und  m'^,  welche  zu  a  windschief  ist,  dreimal.  Folglich  ist 
diese  Hauptkurve  3.  Ordnung,  geht  durch  Ä  zweimal,  durch  B,  .  .  .  G 
einmal. 

Die  (einzige)  Doppelsekante  aus  G'  an  P  beweist,  daß  einmal  auf 
l  zwei  assoziierte  Punkte  liegen. 

Die  Koinzidenzkurve  f  hat  zum  Bilde  auf  F^  die  Berührungs- 
kurve des  Tangentialkegels  aus  G\  also  die  Schnittkurve  der  ersten 
Polarfläche  von  G\  welche  F^  in  G'  berührt.    Daher  hat  diese  Kurve 

7* 
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in  G'  einen  Doppelpunkt  und  zwar  mit  den  beiden  Haupttangenten 
der  Fläche  als  Tangenten^  weil  diese  auf  der  ersten  Polare  liegen. 
Sie  trifft  jede  der  Geraden  a,...  f  zweimal:  in  den  Sclinitten  der 
a,  . .  .  mit  den  Kegelschnitten  in  den  Ebenen  G'a,...,  in  welchen  je 
diese  Ebenen  berühren:  der  m^  begegnet  sie  sechsmal,  so  oft  wie  die 
Polarfläche.  Daher  ist  V  eine  Kurve  6.  Ordnung,  welche  durch  A, 
.  .  .G  zweimal  geht,  und  in  ihnen  je  dieselben  Tangenten  hat,  wie  die 
zugehörige  Hauptkurve.  Denn  was  z.  B.  A  anlangt,  so  gehen  die 
Bilder  der  beiden  Kurven  durch  dieselben  zwei  Punkte  von  a;  jeder 
Annäherung  an  A  in  bestimmter  Richtung  entspricht  eine  Annäherung 
an  einen  bestimmten  Punkt  von  a. 

Damit  sind  die  wesentlichen  Eigenschaften  der  Greiser- 
schen  Verwandtschaft  mit  Hilfe  der  Abbildung  dargetan  und 
die  eben  erwähnte  Gemeinsamkeit  der  Tangenten  haben  wir 
noch  hinzugelernt. 

Wir  erkennen  den  Nutzen  der  eindeutigen  Abbildungen  von 
Flächen,  und  daß  auch  der  Übergang  zur  Fläche  der  höheren  Ordnung 
zu  einfacheren  Verhältnissen  führen  kann. 

826  Wenn    in    der    Geis  ersehen    Verwandtschaft    einer    Gerade    eine 

Kurve  8.  Ordnung  entspricht,  so  entspricht  einer  Kurve  w*®'"  Ord- 
nung, weil  sie  dieser  Kurve  in  8  ^  Punkten  begegnet,  eine  Kurve 
g^ter  Ordnung. 

Die  volle  entsprechende  Kurve  der  Koinzidenzkurve  6.  Ordnung 
r  ist  48.  Ordnung:  sie  besteht  aus  den  sieben  Hauptkurven  3.  Ord- 
nung, doppelt  gerechnet,  und  der  V  selbst,  von  der  jeder  Punkt  sich 
selbst  entspricht. 

Auch  jede  Kurve  3.  Ordnung  C^  von  9^  entspricht  sich 
selbst,  aber  nicht  Punkt  für  Punkt;  weil  der  zu  jedem  Punkte 
H  auf  ihr  assoziierte  I  auch  ihr  angehört.  Und  durch  diese  asso- 
ziierten Punkte  H,  I  entsteht  auf  ihr  eine  involutorische 
eindeutige  Korrespondenz,  eine  Involution,  wie  wir  sie  kurz 
nennen  wollen.  Es  handelt  sich  darum  zu  erkennen,  daß  die  Verbin- 
dungslinien HI  der  gepaarten  Punkte  in  einen  Punkt  von  C'^  zu- 
sammenlaufen. 

Wir  betrachten  einen  Strahlenbüschel  P  und  auf  jedem  seiner 
Strahlen  die  beiden  assoziierten  Punkte  J3,  /,  welche  er  trägt;  auf 
dem  Strahle  von  P  nach  seinem  assoziierten  Punkte  (und  keinem 
andern)  gehört  P  zu  dem  Punktepaare.  Also  erzeugen  die  H^  1 
auf  den  Strahlen  eines  Büschels  P  eine  durch  P  gcrifende 
Kurve  3.  Ordnung  (P).  Diese  Kurve  ergibt  sich  auch  als  Erzeug- 
nis des  Strahlenbüschels  P  und  des  zu  ihm  projektiven  Büschels  von 
Kurven  8.  Ordnung  im  homaloidischen  Netze.  Das  volle  Erzeugnis 
ist  9.  Ordnung;  aber  die  Koinzidenzkurve  6.  Ordnung  löst  sich  ab. 
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Die  Kurve  3.  Ordnung  geht  durch  die  sieben  Punkte  A,  .  .  .  G; 
denn  z.  B.  auf  PA  bilden  A  und  der  dritte  Schnitt  mit  a'  das  Punkte- 
paar. Also  sind  diese  Kurven  dem  Netze  9^1  angehörig.  Jede  6'^  des- 
selben ist  eine  solche;  es  seien  H,  1  zwei  assoziierte  Punkte,  gepaarte 
Punkte  der  Involution  auf  ihr,  P  der  dritte  Schnitt  der  HI  mit  C'^, 
so  ist  die  ihm  zugehörige  (P)  mit  C'^  identisch;  denn  sie  hat  die  zehn 
Punkte  A,  .  .  .  G,  Hj  ly  F  mit  ihr  gemeinsam. 

So  zeigt  sich,  daß  auf  jeder  C^  die  Involution  assoziierter 
Punkte  durch  einen  Strahlenbüschel  eingeschnitten  wird, 
dessen  Scheitel  auf  C'^  liegt. 

Diese  Involution,  auf  einer  nicht  unikursalen  Kurve  gelegen, 
hat  vier  Doppelpunkte  (nicht  zwei;  wie  die  gemeine  auf  unikur- 
salem  Träger),  nämlich  die  Berührungspunkte  der  vier  Tan- 
genten aus  dem  „Zentrum"  an  die  Kurve.  Sie  liegen  auf  f  und 
sind  die  ferneren  Schnitte  der  C^  mit  dieser  Kurve. 

Zu  den  G^  gehören  21  zerfallende  Kurven,  jede  bestehend  aus 
einer  Gerade  wie  AB  und  dem  Kegelschnitte  (G .  .  .  G).  Jede  weitere 
G^  schneidet  jeden  der  beiden  Bestandteile  noch  einmal:  das  sind  dies- 
mal nicht  involutorisch  entsprechende  Punkte  H,  I,  sondern  nur  pro- 
jektiv entsprechende  auf  verschiedenen  Trägern.  Das  Zentrum  liegt 
auf  dem  Kegelschnitte. 

Die  Gerade  und  der  Kegelschnitt  entsprechen  sich  also  in  der 
Geiser  sehen  Verwandtschaft. 

Die  zu  den  Kurven  eines  Büschels  im  Netze  gehörigen  Punkte  P 
durchlaufen  die  Gerade,  welche  die  Punkte  JET^  I,  die  zu  diesem  Büschel 
gehören,  verbindet.  Auf  diese  Weise  entsteht  zwischen  dem  Netze 
der  Kurven  und  dem  Punktfelde  der  P  eine  KoUineation:  mit  der 
Eigenschaft  der  durchgängigen  Inzidenz  entsprechender  Elemente. 

Wir  fanden  (Nr.  798),  daß  eine  quadratische  Verwandtschaft 
in  einander  liegender  Felder  zu  einer  Geiserschen  Verwandt- 
schaft führt,  in  welcher  die  beiden  Punkte  einander  ent- 
sprechen, in  denen  eine  Gerade  des  einen  Feldes  und  der 
entsprechende  Kegelschnitt  im  andern  sich  schneiden. 

Andererseits  führt  bei  einer  Geiserschen  Verwandtschaft 
jedes  Tripel,  das  aus  den  sieben  Grundpunkten  genommen 
wird,  zu  einer  quadratischen  Verwandtschaft.  Auf  jeder  Ge- 
rade l  liegt  ein  Paar  entsprechender  Punkte  H  und  J,  welche  dann 
mit  den  gewählten  Grundpunkten  Aj  P,  G  einen  Kegelschnitt  K  be- 
stimmen. Umgekehrt  wird  ein  Kegelschnitt  durch  Aj  B,  G  in  eine 
Kurve  K'  von  der  Ordnung  2  •  8  —  3  •  3  =  7  transformiert,  auf  welcher 
die  Punkte  A,  B,  G  die  Vielfachheit  2.3  —  2  —  1-1=2  und  die 
übrigen  Grundpunkte  die  Vielfachheit  3  haben;  folglich  sind  diesen 
entsprechenden  Kurven,  außer  J.,  P,  C,  noch  gemeinsam  acht 
Punkte.     Der    Kegelschnitt    schneidet    die   Koinzidenzkurve    noch    in 
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sechs  Punkten,  welche  zu  jenen  acht  Punkten  gehören;  die  übrigen 
Punkte  sind  die  einzigen  Punkte  H  und  1,  die  zugleich  auf  dem 
Kegelschnitte  liegen,  so  daß  also  auch  jedem  Kegelschnitte  K  durch 
Äy  By  C  nur  eine  Gerade  l  =  HI  zugeordnet  ist.  Dreht  sich  l  um 
einen  Punkt  P,  so  beschreiben  die  Paare  H,  I  auf  ihr  eine  durch  P 
und  Äj .  .  .  G  gehende  Kurve  3.  Ordnung;  die  Kegelschnitte  K,  welche 
sie  je  mit  Ä,  B,  C  verbinden,  schneiden  (Nr,  227)  in  diese  Kurve 
einen  festen  Punkt  Q  ein;  so  daß  dem  Büschel  der  Strahlen  l  ein 
Büschel  von  Kegelschnitten  korrespondiert^). 

Durchläuft  K  einen  Büschel  (ÄBCQ),  so  tut  es  auch  K'^  denn 
zu  den  3  •  2^  +  4  •  3^  =  48  festen  gemeinsamen  Punkten  tritt  noch 
der  assoziierte  von  Q.  Diese  beiden  projektiven  Büschel  erzeugen 
eine  Kurve  9.  Ordnung,  von  der  sich  aber  f  abzweigt;  es  bleibt  eine 
durch  Äj  B,  C,  Q  gehende  Kurve  3.  Ordnung  0^:  der  Ort  der  Punkte 
H,  I  auf  den  Kegelschnitten  von  (ÄBCQ).  Die  H,  ly  eingeschnitten  in 
C'^  durch  diese  Kegelschnitte,  haben  in  einen  Punkt  P  von  Ö*  zusammen- 
laufende Verbindungslinien  /.  So  ergibt  sich  eine  eindeutige  (nicht 
involutorische)  Zuordnung  der  Punkte  P  und  §;  wenn  P  eine  l  durch- 
läuft, so  durchläuft  Q  den  zugeordneten  Kegelschnitt  K]  also  ist  sie 
quadratisch. 

827  Wenn   E,  P,    G   in    gerader    Linie    liegen,    so    enthält   jede 

Kurve  des  Netzes  9^,  welche  durch  einen  Punkt  H  dieser  Gerade 
geht,  sie  ganz,  und  der  Kurvenbüschel  besteht  aus  ihr  und  den  Kegel- 
schnitten des  Büschels  (J.,  B,  C,  D);  der  neunte  Punkt  /  ist  jeder 
Punkt  der  Gerade. 

Jede  zwei  Punkte  der  Gerade  sind  entsprechend  und 
jeder  sich  selbst. 

Von  der  einer  Gerade  korrespondierenden  Kurve  8.  Ordnung  sondert 
sich  diese  Gerade  ab,  die  Transformation  ist  nur  7.  Grades  und  P,  P,  G 
sind  zweifache  Hauptpunkte  geworden.  Auch  von  der  Koinzidenz- 
kurve spaltet  sich  die  Gerade  ab;  die  restierende  Kurve  5.  Ordnung 
geht  durch  P,  P,  G  nur  einmal. 

Von  den  Hauptkurven  von  P,  P,  G  löst  sich  auch  diese  Gerade 
ab,  die  von  P  ist  der  Kegelschnitt  (ABC DE). 

G'  liegt  auf  derjenigen  Gerade  von  P^,  welche  sich  in  EF  ab- 
bildet, der  einzigen  der  Fläche,  welche  von  den  Geraden  a',  .  .  .  f  nur 
e  und  f  trifft  (Cgg  nach  der  früheren  Bezeichnung).  Weil  sie  jede 
der  kubischen  Raumkurven  r^,  die  sich  in  Geraden  von  X  abbilden, 
trifft,  so  gehört  sie  zum  Kegel,  der  diese  aus  G'  projiziert,  so  daß  sie 
vom  weiteren  Schnitt  6.  Ordnung  sich  absondert;  endlich  gehört  sie 
auch  zur  Berührungskurve  des  Tangentialkegels  aus  G'. 


1)  Caporali,  Memorie  delF  Accademia  dei  Lincei  Ser.  III  Bd.  2  (zweite  Ab- 
handlung). 
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Wenn  (H^y  I^),  {H^,  I^  zwei  Büschel  aus  SSI  sind,  so  erhält  man 
die  H,  I  als  weitere  Schnitte  irgend  einer  Kurve  des  einen  mit  irgend 
einer  des  andern.  Nehmen  wir  im  jetzigen  Falle  als  zweiten  Büschel 
den  obigen,  so  ergeben  sich  die  H^  I  als  Schnitte  der  Kurven  von 
(J^i,  Ji)  mit  den  Kegelschnitten  von  {A,  B,  C,  D). 

Weil  E,F^G  in  gerader  Linie  liegen,  liegen,  wegen  der  Assoziation, 
Ay  Bf  C,  Bj  H,  I  auf  einem  Kegelschnitte. 

Befindet  sich  G  auch  mit  C,  B  in  gerader  Linie,  so  wird 
die  Transformation  vom  6.  Grade;  nur  noch  A^  B  sind  dreifache 
Hauptpunkte,  0,  D,  Ej  F  doppelte  und  G  einfacher;  seine  Haupt- 
kurve ist  AB.  Die  Koinzidenzkurve  ist  4.  Ordnung,  geht  durch  A^  B 
zweimal,  durch  C,  B,  E,  F  einmal,  durch  G  nicht. 

Läßt  man  H^,  I^  auf  CBG,  H^,  L2  auf  EEG  liegen,  so  sind  H 
und  I  Schnitte  eines  Kegelschnitts  K  aus  (A,  Bj  C,  B)  und  eines  Kegel- 
schnitts K^  aus  {AjB,EjF)\  und  umgekehrt,  wenn  das  der  Fall  ist 
und  G  =  {CBj  EF),  so  sind  die  neun  Punkte  Aj  .  .  .  I  die  Schnitte 
der  Kurven  3.  Ordnung  {K,  EF)  und  {K^ ,  CB),  also  assoziiert. 

Die  jetzige  Verwandtschaft  6.  Grades  entsteht  daher  einfacher 
folgendermaßen.  Es  liegen  zwei  Kegelschnitt- Büschel  (J.,^,  0,  D), 
(A,  B,  E,  F)  mit  zwei  gemeinsamen  Grundpunkten  vor.  Jedem 
Punkte  H  entspricht  der  vierte  Schnitt  /  der  beiden  durch 
ihn  gehenden  Kegelschnitte  der  Büschel. 

Legt  man  durch  A  und  B  eine  hyperbolische  Fläche  2.  Grades 
F^  und  schneidet  in  0  Geraden  aus  verschiedenen  Regelscharen  durch 
A  und  5,  so  ergibt  sich  durch  Projektion  aus  0  auf  die  Fläche  die 
involutorische  Verwandtschaft  der  Schnitte,  mit  F^,  der  Strahlen  des 
Netzes  [C'B\  E'F'\  wo  C",  B\  E\  F'  die  Projektionen  von  C,  D,  E,  F 
sind.  Also  handelt  es  sich  um  die  in  Nr.  788  erwähnte  involutorische 
Verwandtschaft. 

Involutorisch    zugeordnet    sind    die    beiden    weiteren  828 
Schnitte   einer  Kurve  aus  dem  Büschel  3.  Ordnung  (J., .  .  .  i) 
und  eines  Kegelschnitts  aus  dem  Büschel  (A^  B,  C,  B). 

Wir  operieren  mit  den  beiden  Büscheln  3.  und  2.  Ordnung  und 
zwei  Geraden  l,  T  ähnlich  wie  in  Nr.  824;  auf  l  ergibt  sich  eine  Kor- 
respondenz [6,  6];  eine  Koinzidenz  ist  II.  Die  elf  übrigen  lehren,  daß 
wir  es  mit  einer  Verwandtschaft  11.  Grades  zu  tun  haben. 
Wird  wiederum  T  durch  einen  der  Punkte  A,  .  .  .  B  oder  einen  der 
E .  .  .  I  gelegt,  so  reduziert  sich  die  Korrespondenz  auf  eine  [3,  4] 
bzw.  [6,  4],  aus  der  wir  entnehmen,  daß  die  A^  .  .  .  B  fünffache, 
die  jEJ,  .../ doppelte  Hauptpunkte  sind. 

Daß  einem  beliebigen  Punkte  des  Kegelschnitts  (ABCBE) 
der  Punkt  E  als  entsprechender  Punkt  zugehört,  ist  unmittelbar  er- 
sichtlich; er  ist  also  die  zu  E  gehörige  Hauptkurve. 
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Ordnen  wir  in  den  beiden  Büscheln  die  in  Ä  sich  berührenden 
Kurven  einander  zu,  so  entsteht  Projektivität.  Also  ist  die  zu  Ä  ge- 
hörige Hauptkurve  eine  Kurve  5.  Ordnung.  Der  Punkt  Ä,  in  dem 
entsprechende  Kurven  der  beiden  projektiven  Büschel  sich  stets  be- 
rühren, ist  dreifach  und  die  Punkte  B, . . .]  E...  doppelt,  einfach  auf 
ihr  (Nr.  171).  Dem  Punkte  A  entspricht  als  Hauptkurve  die 
Kurve  5.  Ordnung  {A^IPC^B^E  .  .  .  I). 

Die  beiden  Büschel  schneiden  in  eine  Gerade  Involutionen  3.  und 
2.  Grades  eio,  also  mit  zwei  Paaren  der  letzteren,  die  zu  einem  Tripel 
der  ersteren  gehören  (Nr.  196). 

Jede  Gerade  trägt  zwei  Paare  entsprechender  Punkte; 
die  Klasse  der  Verwandtschaft  ist  2. 

Daher  ist  die  Koinzidenzkurve  7.  Ordnung. 

Bestätigen  wir  die  Ergebnisse  wiederum  durch  die  Abbildung 
auf  F\  Die  Bilder  G\  H\  F  von  G,  H,  1  liegen  (Nr.  825)  in  ge- 
rader Linie  ^';  EF  hildet  sich  in  die  Gerade  u  von  F^  ab,  welche 
e,  f  trifft,  gegen  a,  .  .  .  ä'  windschief  ist.  Also  bilden  sich  die  Kurven 
des  Büschels  3.  Ordnung  in  die  Schnitte  der  Ebenen  durch  t'  ab,  und 
die  Kegelschnitte  des  andern  Büschels,  welche  mit  EF  Kurven  3.  Ord- 
nung durch  die  Fundamentalpunkte  zusammensetzen,  in  die  von  den 
Ebenen  durch  u'  ausgeschnittenen  Kegelschnitte.  In  der  involu- 
torischen  Verwandtschaft  auf  F^  sind  die  beiden  weiteren 
Schnitte  eines  Strahls  des  Netzes  \t'y  ^^'],  außer  dem  auf  Uj 
entsprechend.  Wenn  der  Gerade  l  in  Z  die  ii  einmal  treffende  Raum- 
kurve V^  entspricht,  so  liefern  die  Geraden,  die  sich  auf  f',  iij  V^ 
stützen,  eine  Regelfläche  5.  Grades,  auf  welcher  ii  dreifach,  t'  doppelt, 
V^  einfach  ist.  Ihr  fernerer  Schnitt  9.  Ordnung  trifft  eine  m^  noch 
elfmal,  a, . . .  d'  fünfmal,  e\  f  zweimal  und  geht  zweimal  durch  G'y  H', F. 
Sein  Bild  ist  die  der  l  entsprechende  Kurve  11.  Ordnung. 

Die  Regelschar  \t\  u,  a~\  schneidet  in  F^  eine  Raumkurve  4.  Ord- 
nung 2.  Art  ein,  welche  in  der  Verwandtschaft  auf  der  Fläche  der 
a  korrespondiert.  Der  m^  begegnet  sie  fünfmal,  der  a  dreimal,  V,  c',  (V 
zweimal,  e',  f  einmal,  durch  G\  H\  I'  geht  sie.  Damit  ist  die  zu 
Ä  gehörige  Hauptkurve  5.  Ordnung  wie  oben  als  (Ä^B^C^D^E .. .  I) 
charakterisiert. 

Ahnlich  erhält  man  die  zu  E  zugehörige  Hauptkurve;  ihr  ent- 
spricht auf  F^  der  Kegelschnitt  in  der  Ebene  ue.  Und  in  denjenigen 
in  der  Ebene  G' ti^'  bildet  sich  die  zu   G  gehörige  Hauptkurve  ab. 

Die  Strahlen  von  [t\  li],  welche  F^  berühren,  erzeugen  eine 
Regelfläche,  für  welche  u  vierfache,  f  doppelte  Leitgerade  ist;  also 
vom  Grade  6.  Die  Berührungskurve  und  Koinzidenzkurve  f  auf  F^ 
ist  also  7.  Ordnung.  Von  m'^  wird  die  Fläche  in  sieben  Punkten  be- 
rührt, von  a  dreimal,  von  e,  welche  u'  trifft,  einmal;  das  sind  Schnitte 
mit  r'.     Endlich  (r',  doppelt  auf  der  Regelfläche,  einfach  auf  F^j  ge- 
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hört  der  Berührungskurve  nur  einfach  an.  Danach  ist  die  Koinzidenz- 
kurve r  in  Z  von  der  Ordnung  7  und  durch  {A^B^C^D^E .  .  .  I) 
charakterisiert. 

Die  Begegnungspunkte  der  a  mit  der  vorhinigen  Raumkurve 
4.  Ordnung  sind  gerade  die  drei  Punkte,  durch  welche  V  geht.  Daraus 
folgt  wieder,  daß  V  und  die  Hauptkurve  von  Am  A  dieselben  Tangenten 
haben.  Und  ebenso  geht  V  durch  die  Schnitte  von  e  mit  dem  Kegel- 
schnitte in  II  e.  — 

Wenn  A,  B,  C,  D,  H,  I  auf  einem  Kegelschnitte  K^  liegen  und 
daher  E,  F,  G  auf  einer  Gerade,  so  sondert  sich  dieser  K^,  von  dem 
jede  zwei  Punkte  einander  entsprechen,  doppelt  von  der  jeder  Gerade 
korrespondierenden  Kurve  ab;  es  resultiert  eine  Verwandtschaft  7.  Grades: 
die  in  Nr.  827  besprochene. 

Zu  einer  involutorischen  Verwandtschaft  führt  das  lineare  829 
System  3.  Stufe  von  Kurven  6.  Ordnung,  welche  acht  ge- 
gebene Doppelpunkte  A,  .  .  .  H  haben.  Es  hat  die  Eigenschaft, 
daß  die  Kurven  des  Netzes,  das  durch  einen  Punkt  /  aus 
diesem  Gebüsche  ausgeschieden  wird,  alle  durch  einen  zweiten 
Punkt  K  gehen,  der  dem  1  involutorisch  zugeordnet  wird. 
Cremona  hat  diese  und  die  wesentlichen  Eigenschaften  der  Verwandt- 
schaft vermittelst  der  Abbildung  auf  die  kubische  Fläche  gefunden^). 

Aj  .  .  .  F  seien  wiederum  die  Fundamentalpunkte  der  Abbildung. 
Die  Kurven  6.  Ordnung  mit  ihnen  als  Doppelpunkten  haben  den  Grad 
der  Mannigfaltigkeit  -^-  •  6  •  9  —  3  •  6  =  9.  Die  neun  weiteren  bestim- 
menden Punkte  einer  Kurve  geben  neun  Bilder  auf  F^,  und  die  durch 
sie  bestimmte  Pläche  2.  Grades  schneidet  eine  Kurve  6.  Ordnung,  die 
sich  in  jene  Kurve  abbildet;  da  sie  V^  sechsmal  und  a,...  f  zwei- 
mal trifft. 

Ein  Punkt  1'  auf  F^  bestimmt  einen  Kegelschnitt,  der  durch  ihn 
geht  und  F^  in  G',  H'  berührt;  er  schneidet  noch  in  K'.  Die 
Flächen  2.  Grades,  welche  durch  F  gehen  und  F^  in  G\  H' 
tangieren,  enthalten  diesen  Kegelschnitt  und  K'-^  sie  schneiden  F^ 
in  solchen  Kurven,  deren  Bilder  auch  in  G,  ^Doppelpunkte 
haben,  durch  I  gehen  und  also  auch  durch  K. 

Der  involutorischen  Verwandtschaft  der  1  und  K  auf  Z 
entspricht  also  auf  F^  die  involutorische  Verwandtschaft 
der  beiden  weiteren  Schnittpunkte  J',  K'  der  F^  mit  den 
Kegelschnitten,  die  sie  in  G\  H'  berühren. 

Diejenigen  dieser  Kegelschnitte,  welche  eine  Gerade  q  treffen, 
erzeugen  die  Fläche  2.  Grades  F^^,  welche  F^  in  G',  H'  berührt  (be- 
kanntlich je  drei  lineare  Bedingungen)  und  durch  q  geht.     Die  beiden 


1)  Bertini  hat  Cremonas  Überlegungen  mitgeteilt.    Annali  di  Matematica 
Ser.  U  Bd.  8  S.  273. 
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Tangenten  des  Doppelpunktes  G'  der  Schnittkurve  dieser  Fläche  mit 
F^  führen  zu  zwei  die  q  treffenden  Kegelschnitten,  welche  in  G' 
oskulieren  und  in  H'  berühren,  so  daß  alle  Kegelschnitte,  welche  dies 
tun,  wiederum  eine  Fläche  2.  Grades  g^  erzeugen^). 

Weil  G'y  H'j  I'j  K'  auf  einem  ebenen  Schnitte  von  F^  liegen, 
befinden  sich  I  und  K  auf  einer  Kurve  3.  Ordnung  durch  A, .  . .  H. 
Die  sechs  Schnitte  der  F^  mit  der  T^,  welche  der  Gerade  l  in  X  ent- 
spricht, führen  zu  einer  Fläche  6.  Ordnung  derjenigen  F^  in  G'  und 
H'  tangierenden  Kegelschnitte,  welche  sich  auf  V^  stützen;  ihr  fernerer 
Schnitt  ist  15.  Ordnung,  und  von  ihren  Schnittpunkten  mit  m^,  die 
der  m  in  Z  entspricht,  liegt  einer  auf  V^,  die  17  andern  auf  der  Kurve 
15.  Ordnung.  Diese  begegnet  den  a,..  .f  je  sechsmal,  weil  die  Fläche 
es  tut;  sie  geht  sechsmal  durch  G',  nämlich  für  diejenigen  Punkte  /', 
in  denen  V^  von  der  obigen  g^  getroffen  wird. 

Also  korrespondiert  der  Gerade  l  eine  Kurve  17.  Ord- 
nung, welche  durch  jeden  der  Punkte  Ay...H  sechsmal  geht. 

Durch  die  Abhildung  werden  G  und  H  von  Aj. .  .F  geschieden ; 
aber  es  ist  sofort  ersichtlich,  daß,  was  in  der  Ebene  1  für  A, .  .  .  F 
erhalten  ist,  auch  für  G  und  H  gilt;  und  wir  werden  uns  weiterhin 
den  besonderen  Beweis  für  G  und  H  ersparen. 

Die  Fläche  2.  Grades  der  in  G\  H'  tangierenden  und  auf  a^  sich 
stützenden  Kegelschnitte  schneidet  noch  in  einer  Kurve  5.  Ordnung, 
welche  m^  sechsmal,  6',  .  .  .  f  zweimal  trifft,  die  a  aber  dreimal  (wie 
irgend   eine  Ebene   durch  a   lehrt)   und  durch  G\  H'  zweimal  geht. 

Die  zu  A  gehörige  Hauptkurve,  in  welche  diese  Kurve  sich 
abbildet,  ist  deshalb  eine  Kurve  6.  Ordnung,  charakterisiert 
durch  [a^B^  .  .  .  H^). 

Zur  Koinzidenzkurve  V  auf  F^  gelangen  wir  durch  die  Kegel- 
schnitte, welche,  außer  in  G\  H',  F'^  noch  ein  drittes  Mal  berühren; 
in  jeder  Ebene  durch  G'H'  gibt  es  drei;  der  Gegenpunkt  0'  nämlich 
des  Büschels  der  in  G\  H'  tangierenden  Kegelschnitte,  in  den  die 
Verbindungslinien  der  weiteren  Schnitte  i"',  K'  zusammenlaufen,  ist 
der  Tangentialpunkt  des  dritten  Schnitts  L'  der  Gerade  G' H'j  die, 
doppelt  gerechnet,  zum  Büschel  gehört;  die  Berührungspunkte  der 
drei  weiteren  Tangenten  aus  0'  an  den  Schnitt  der  Ebene  mit  F^ 
führen  zu  den  drei  Kegelschnitten. 

Diese  Kegelschnitt-Tripel  in  den  Ebenen  durch  G' H',  von  denen 
keins  einen  Kegelschnitt  enthält,  zu  dem  G' R'  gehört,  erzeugen  eine 
Fläche  6.  Ordnung.  Dazu  führt  auch  die  Fläche  F^.  Sie  schneidet 
jP^  in  einer  Raumkurve  6.  Ordnung,  welche   durch  G'  und  H'  zwei- 

1)  Diese  Fläche  oskuliert  F^  in  G' ;  d.  h.  jede  durch  G'  gehende  Ebene 
schneidet  aus  ihnen  zwei  sich  in  G'  dreipunktig  berührende  Kurven  aus.  Eine 
solche  Oskulation  ist  mit  sechs  linearen  Bedingungen  äquivalent:  Cremona, 
Grundzüge  einer  allgemeinen  Theorie  der  Oberflächen  Nr.  19. 
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mal  geht;  die  Ebenen  durch  Q' H'  schneiden  in  zwei  zusammen- 
gehörigen /'.  K'.  Enthält  die  Ebene  die  eine  oder  andere  Tangente 
von  G'j  so  wird  dieser  einer  der  beiden  gepaarten  Punkte.  Legen 
wir  die  Axe  eines  Ebenenbüschels  durch  G',  und  ordnen  in  ihm 
Ebenen  einander  zu,  welche  nach  gepaarten  F,  K'  gehen,  so  ergibt 
sich  eine  Korrespondenz  [4,  4],  von  deren  acht  Koinzidenzen  zwei 
von  den  Paaren  herrühren,  zu  denen  G'  gehört,  während  die  sechs 
übrigen  durch  vereinigte  /',  K'  entstehen.  Demnach  treffen  von  den 
Kegelschnitten,  die,  außer  in  G'  und  H',  noch  ein  drittes  Mal  tangieren, 
■sechs  die  Gerade  q. 

Diese  Fläche  6.  Ordnung  berührt  die  F^  längs  einer  Kurve  9.  Ord- 
nung, der  Koinzidenzkurve  f.  Von  m'^  wird  die  Fläche  in  -|-  •  3  •  6  =  9 
Punkten,  von  a',  .  .  .  f  je  in  drei  Punkten  berührt,  die  Kurve  also  so 
oft  getroffen.  Daraus  folgt,  daß  die  Koinzidenzkurve  f  in  Z 
"9.  Ordnung  ist  und  durch  jeden  der  Punkte  Ä,  .  .  .  H  dreimal 
geht,  und  in  jedem  dieser  Pimkte  dieselben  drei  Tangenten  hat  wie 
die  ihm  zugehörige  Hauptkurve. 

Außerhalb  der  Koinzidenzkurve  T  besteht  noch  ein  einzelner  Koin- 
zidenzpunkt L,  der  neunte  assoziierte  Punkt  zu  A^  .  .  .  H,  welchem 
auf  F^  der  dritte  Schnitt  L'  von  G' H'  entspricht.  Die  Kurve  des 
Gebüsches,  die  durch  L,  X,  Y  bestimmt  wird,  besteht  aus  den  beiden 
durch  X,  Y  gehenden  Kurven  3.  Ordnung  des  Büschels  {AB . . .  HL)-^ 
und  das  durch  L  ausgeschiedene  Netz  besteht  aus  lauter  in  zwei 
Kurven  dieses  Büschels  zerfallenden  Kurven.  Statt  zwei  getrennten 
Punkten  haben  sie  alle  den  neunten  Doppelpunkt  L  gemeinsam,  in 
dem  sich  /  und  K  vereinigen. 

Die  entsprechenden  Kurven  auf  F^  setzen  sich  aus  zwei  ebenen 
Schnitten  durch  G'H'L'  zusammen. 

Die  Klasse  der  Verwandtschaft  ist  -^-(17  —  9)  =  4. 

Die  Kurven  6.  Ordnung  des  Gebüsches  (vom  Geschlechte  2)  sind 
sich  selbst  entsprechende  Kurven,  da  jede  zu  dem  durch  einen  Punkt 
I  auf  ihr  ausgeschiedenen  Netze  gehört  und  K  enthält.  Sie  trägt 
also  eine  Involution  von  Punkten  I,  K. 

§  116.   Fortsetzung. 

Untersuchen  wir  involutorische  Jonquieressche  Verwandt-  830 
Schäften  (Nr.  781).^)    Der  (w— l)-fache  Hauptpunkt  sei  0,  die 
2(w— 1)  einfachen  S^,  .  .  .  S^r_^y     Die  zu   0  gehörige  Hauptkurve 

1)  Zu  den  folgenden  Bshandlungen  vgl.  Bertini,  Annali  di  Matematica 
Ser.  II  Bd.  8  S.  11,  146  und  244,  und:  Rendiconti  dell'  Istituto  Lombardo  Ser.  U 
Bd.  13  S.  443,  Bd.  16  S.  89,  190.  Fortgesetzt  wurden  diese  Untersuchungen,  in 
bezug  auf  involutorische  Verwandtschaften  3.,  4.,  5.  Klasse,  von  Martinetti, 
Annali  di  Matematica  Ser.  II  Bd.  12  S.  173,  Bd.  13  S.  53  und  von  Berzolari, 
ebenda  Bd.  16  S.  191. 
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0«-i(^_iyer  Ordnung  bat  0  zum  (n  —  2)-fac]ien  Punkte  und  die 
>S^  zu  einfachen,  die  den  S  zugehörigen  Hauptgeraden  verbinden  einen 
der  S  mit  0. 

Jedem  Strahle  durch  0  entspricht,  nach  Ablösung  von  0"~^, 
eine  Gerade,  die  durch  0  gehen  muß,  damit  er  für  die  volle  Kurve 
(^^— l)-fach  wird.  So  können  denn  zwei  Fälle  eintreten:  Entweder 
entspricht  jeder  Strahl  durch  0  sich  selbst,  oder  die  ent- 
sprechenden Strahlen  sind  in  einer  Involution  gepaart.  Im 
ersten  Falle  entsteht  auf  jedem  Strahle  durch  0  eine  Involution 
entsprechender  Punkte,  und  die  Doppelpunkte  dieser  Involutionen  er- 
zeugen eine  Koinzidenzkurve.  Dem  0  ist  in  der  Involution  jedes- 
mal der  fernere  Schnitt  mit  der  Hauptkurve  0""^  gepaart  und  auf 
den  n  —  2  Tangenten  der  0'*~^  vereinigt  er  sich  mit  0.  Daraus  folgt, 
daß  die  Koinzidenzkurve  (>^  — 2)-mal  durch  0  geht  und  n^^^ 
Ordnung  ist:  P.  Mithin  absorbieren  die  Schnitte  einer  Gerade  mit 
r^  alle  Schnitte  mit  der  korrespondierenden  Kurve,  die  Klasse  ist  0; 
auf  einer  beliebigen  Gerade  befindet  sich  kein  Paar  entsprechender 
Punkte;  nur  die  Strahlen  durch  0  enthalten  solche  Paare  und 
stets  oo\  Zwei  korrespondierende  Punkte  liegen  immer  har- 
monisch zu  den  beiden  weiteren  Schnitten  des  sie  tragenden 
Strahls  durch   0  mit  P. 

Umgekehrt,  jede  Kurve  f'*  n^^^  Ordnung  mit  einem  (w  —  2)- 
fachen  Punkte  0  führt  zu  einer  involutorischen  Verwandt- 
schaft n^^^  Grades  dieser  Art,  wenn  auf  den  Strahlen  durch 
0  zwei  Punkte  zugeordnet  werden,  die  zu  den  weiteren 
Schnitten  mit  P  harmonisch  sind-  Die  Kurve  P  ist  von  der 
Klasse  2(2w  — 3),  und  von  0  gehen  2(n—l)  anderwärts  berüh- 
rende Tangenten  aus;  auf  ihnen  wird  die  Involution  parabolisch 
und  jedem  Punkte  einer  von  diesen  Tangenten  entspricht  der  Be- 
rührungspunkt: sie  werden  Hauptgeraden  der  Verwandtschaft 
zugehörig  zu  den  Berührungspunkten  als  Hauptpunkten. 
Ferner  die  erste  Polare  0''~^  des  Punktes  0  in  bezug  auf  P  geht 
(Nr.  682)  ebenfalls  {n  —  2)-mal  durch  0  mit  denselben  Tangenten  wie 
f*  und  der  weitere  Schnitt  eines  Strahls  durch  0  mit  ihr  ist  dem  0 
harmonisch  zugeordnet  in  bezug  auf  die  weiteren  Schnitte  mit  P. 
Diese  erste  Polare  von  0  ist  daher  die  0  zugehörige  Haupt- 
kurve {n—iy"^^  Ordnung.  Schon  daraus  erhellt,  daß  eine  Jon- 
quieressche  Verwandtschaft  n^^^  Grades  vorliegt.  Wir  wollen 
aber  noch  direkt  beweisen,  daß  auf  zwei  gegebenen  Geraden  ?,  l  ^^-mal 
entsprechende  Punkte  liegen.  In  der  speziellen  Hir  st  sehen  Inversion 
(Nr.  814),  mit  dem  Zentrum  0  und  der  Basis  (l,  T),  korrespondiert  der 
{n  —  2)- mal  durch  0  gehenden  P  eine  Kurve  von  der  Ordnung  n  -f  2, 
welche  durch  0  »-mal  und  durch  die  2n  Punkte  (P,  iT)  geht.  Also 
hat   sie    außerdem    mit    P    2n   Punkte    gemein,    welche   n  Paare    in 
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jener  Inversion  entsprechender  Punkte  bilden;  wir  haben  also  auf  f" 
n  Paare  je  auf  einem  Strahle  durch  0  gelegener  Punkte,  die  zu  den 
Schnitten  mit  /,  T  harmonisch  sind,  so  daß  diese  Schnitte  entsprechende 
Punkte  in  unserer  Verwandtschaft  sind. 

Dieser  Verwandschaft  ordnet  sich  unter,  für  n  =  2,  die  allgemeine 
Hirstsche  Inversion:  der  nächst  einfache  Fall  ergibt  sich  bei  einer 
Kurve  3.  Ordnung  mit  einem  auf  ihr  gelegenen  Punkte  0. 

Aber  auch  die  Geis  ersehe  Verwandtschaft  liefert  einen  hierher 
gehörenden  Spezialfall.  Wenn  nämlich  sechs  von  den  sieben  Grund- 
punkten, Bf  C ,  .  .  .  G,  sich  auf  einem  Kegelschnitt  K-  befinden,  dann 
liegen  der  achte  und  neunte  assoziierte  Punkt  H  und  I  stets  auf  einer 
Gerade  durch  A.  Der  durch  einen  Punkt  H  auf  K'-  bestimmte  Büschel 
im  Netze  51  besteht  aus  Kurven,  die  in  K^  und  einen  Strahl  durch  A 
zerfaUen:  I  ist  also  jeder  Punkt  von  7l-,  und  dieser  Kegelschnitt 
sondert  sich  von  jeder  Kurve  8.  Ordnung,  die  einer  Gerade  korrespon- 
diert, doppelt  ab;  es  bleibt,  als  eigentlich  korrespondierende  Kurve, 
eine  Kurve  4.  Ordnung,  welche  dreimal  durch  A,  durch  die  übrigen 
sechs  Grundpimkte  nur  einmal  geht.  Jeder  Punkt  auf  K^  ist  sich 
auch  selbst  entsprechend:  daher  reduziert  sich  die  eigentliche  Koin- 
zidenzkurve auf  eine  4.  Ordnung:  f^  und  geht  durch  A  zweimal,  durch 
die  übrigen  Punkte  einmal.  Somit  haben  wir  den  vorliegenden  FaU; 
wir  wissen  nun,  daß  ABj  .  .  .  AG  die  V^  in  B,  .  .  .  G  berühren.  Diese 
Kurve  4.  Ordnung  f*  mit  einem  Doppelpunkt  0  hat  die  besondere 
Eigenschaft,  daß  die  Berührungspunkte  der  sechs  von  0  kommenden 
Tangenten  auf  einem  Kegelschnitte  liegen,  und  daß  dieser  und  die 
Kurve  von  jedem  Strahle  durch  0  harmonisch  geschnitten  werden. 

Bei  der  Abbildung  auf  F^  entspricht  dem  K'  die  Gerade  g'  dieser 
Fläche,  welche  V,  c ,  d\  e,  f  trifft:  die  Gegengerade  der  a  im  Doppel- 
sechs, zu  dem  das  Sextupel  «',  .  .  .  f  gehört.  Auf  ihr  liegt  G\  und  sie 
trifft  alle  die  kubischen  Raumkurven  der  F^,  welche  sich  in  die  Ge- 
raden der  Ebene  abbilden,  zweimal.  Daraus  folgen  die  weiteren 
Eigenschaften  unserer  Verwandtschaft  in  bekannter  Weise. 

Ferner  haben  wir  folgenden  Spezialfall.  Es  sei,  im  Falle  eines 
ungeraden  n,  33  ein  Kurvenbüschel --"p-*^'^  Ordnung^  dessen 
Kurven  einen  gemeinsamen  (---—) -fachen  Punkt  ö,  und  in- 
folgedessen noch  2(«  —  1)  weitere  gemeinsame  Punkte  S^^ .  .  . 
^2{n-i)  lis-ben.  Entsprechend  sind  die  beiden  weiteren  Schnitte 
irgend  eines  Strahls  durch  0  und  irgend  einer  Kurve  des  33. 
Der  Grad  dieser  involutorischen  Verwandtschaft  ist  w;  was 
wie  in  Nr.  824  oder  S2S  bewiesen  wird.  Unmittelbar  ersichtlich  ist, 
daß  die  S^  Hauptpunkte  sind  je  mit  der  OS-  als  zugehöriger 
Haupt  gerade.      Der   Punkt    0    ist    auf    der    Kurve    n^^""   Ordnung, 
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welche  einer  Gerade  g  entspriclit,  {n  —  l)-fach;  denn  ein  beliebiger 
Strahl  durch  0  schneidet  sie  außerdem  nur  in  dem  Punkte,  welcher 
seinem  Schnitte  mit  g  entspricht.  Die  Hauptkurve  {n  —  Vf^^  Ordnung^ 
welche  0  zugehört,  wird  durch  die  einzigen  Punkte  auf  den  Strahlen 
durch  0  gebildet,  in  denen  sie  je  die  den  Strahl  in  0  berührende 
Kurve  von  33  nochmals  schneiden;  sie  hat  also  0  zum  {n  —  2)-fachen 
Punkte. 

Die  Koinzidenzkurve  ist  der  Ort  der  Berührungspunkte 
der  (anderwärts  berührenden)  Tangenten  aus  0  an  die  Kurven 
von  35.     Sie  sind  die  Schnitte  der  Kurven  je  mit  den  ersten  Polaren 

von  0,  die  einen  Büschel  ( — ~<^~~)^^  Ordnung  mit  ebenfalls  gemein- 
samem ( —  -—\  -  fachen    Punkte    0   bilden.     Diese    beiden   projektiven 

Büschel  erzeugen  eine  Kurve  n^^^  Ordnung,  die  Koinzidenzkurve;  für 
sie  ist  der  Punkt  0  (?^  — 2)-fach;  denn  jeder  Strahl  durch  0  schneidet 
den  Büschel  33  in  einer  Involution  2.  Grades  und  berührt  zwei  Kurven 
desselben^).  Die  einfachsten  FäUe  sind,  wenn  ein  Kegelschnitt-Büschel 
mit  einem  beliebigen  Punkte  0  vorliegt  oder  ein  Kurvenbüschel 
3.  Ordnung,  von  dem  0  ein  Grundpunkt  ist;  die  Verwandtschaften 
sind  3.  und  5.  Grades. 

Es  wurde  oben  vorausgesetzt,  daß  die  Doppelpunkte  der  Invo- 
lutionen auf  den  Strahlen  durch  0  im  allgemeinen  von  diesem  Punkte 
verschieden  sind;  es  kann  aber  eintreten,  daß  einer  von  ihnen  durch- 
weg in  0  fällt.  Er  wird  dann  für  die  Koinzidenzkurve  {n  —  l)-fach. 
Wir  stellen  diesen  Fall  her,  indem  wir  bei  einer  Kurve  n^^""  Ord- 
nung r^  mit  einem  (?^— l)-fachen  Punkte  0  zwei  Punkte  ein- 
ander zuordnen,  die  auf  einem  Strahle  durch  0  harmonisch 
liegen  zu   0  und  dem  letzten  Schnitte  mit  f". 

Die  erste  Polare  von  0  besteht  diesmal  aus  den  n  —  1  Tangenten 
von  Oy  und  0  wird  dadurch  (^— l)-facher  Hauptpunkt,  dessen 
Hauptkurve  in  diese  Tangenten  zerfällt.  Anderwärts  berührende 
Tangenten  von  f'  durch  0  gibt  es  nicht;  der  Punkt  0  hat  viel- 
mehr die  2(^—1)  einfachen  Hauptpunkte  in  sich  aufgenom- 
men, derartig,  daß  die  Kurven  des  homaloidischen  Netzes  die 
Tangenten  von  P  in  0  auch  zu  Tangenten  haben  und  die  je 
zu  derselben  Tangente  gehörigen  Äste  in  0  einander  drei- 
punktig  berühren,  den  Ast  von  f"  aber  nur  zweipunktig.  Daß 
es  auf  IjT  n  Paare  entsprechender  Punkte  gibt,  beweisen  die  n  Schnitte 
der  P  mit  der  Polare  von  0  nach  {l,  T).    Mit  T"  hat  jede  Kurve  des 


1)  Oder,  auf  jeder  Gerade  durch  0  gilt  r  =  r^=  — - —  ,  5  =  Sj  =  1  in  Nr. 

171,  so  daß  die  erzeugte  Kurve  mit  ihr  r -\- r^ -{- s  =  n  — 'l  in  0  vereinigte  Punkte 
gemeinsam  hat. 
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Netzes  die  n  Schnitte  der  korrespondierenden  Gerade  und  der  P  ge- 
meinsam, sodann  noch  (n—iy-\-n—l  Punkte,  nämlich  den  0,  der 
auf  V"  und  allen  Netzkurven  (n  —  l)-fach  ist,  und  n  —  1  Nachbarpunkte 
auf  den  Asten.  Von  den  n^  —  1  festen  Schnittpunkten  aber  zweier 
Netzkurven  zählt  der  0  zunächst  (n  —  l)--fach,  und  neben  ihm  liegen 
noch  n—1  Paare  von  gemeinsamen  Punkten  und  zwar  immer  der 
eine  noch  auf  einem  Aste  von  f",  während  der  andere,  wenn  auch 
ihm  unendlich  nahe,  doch  nicht  mehr  auf  f"  liegend  anzunehmen  ist; 
diese  Kurve  kann  nur  dadurch  in  sich  selbst  übergehen,  daß  sie  den 
(n  —  l)-fachen  und  w  —  1  einfache  Hauptpunkte  enthält: 

n'-(n-iy-(:n-  1)  =  n. 

Die  involutorische  Homologie  und  der  oben  erwähnte  Spezialfall 
der  Hir  st  sehen  Inversion  gehören  hierunter. 

Die  Klasse  ist  bei  diesen  Verwandtschaften  0.  Umge- 
kehrt bedingt  die  Klasse  0  eine  solche  Verwandtschaft.  Die 
Koinzidenzkurve  ist  dann  w*"  Ordnung,  da  eine  beliebige  Gerade  kein 
Paar  entsprechender  (verschiedener)  Punkte  enthält.  Also  müssen  sich 
die  oo^  Paare  entsprechender  Punkte  auf  oo^  Geraden  zu  je  oc^  ver- 
teilen, und  da  ein  Punkt  nur  einen  entsprechenden  hat,  so  kann  durch 
ihn  nur  eine  derartige  Gerade  gehen-,  sie  bilden  einen  Strahlenbüschel, 
und  jeder  Strahl  desselben  trägt  eine  Involution.  Man  hat  die  im 
Vorangehenden  betrachteten  Verwandtschaften,  den  allgemeinen  Fall 
oder  den  speziellen. 

Wir  nehmen  nunmehr  an,  daß  bei  einer  involutorischen  Jon-  831 
quieresschen  Verwandtschaft  die  Strahlen  durch  den  (w— 1)- 
fachen  Hauptpunkt,  die  einander  entsprechen,  involutorisch 
gepaart  sind. 

Dem  Strahle  von  0  nach  einem  S  entspricht  dessen  Hauptgerade, 
die  einen  zweiten  S  enthält,  und  der  erste  Strahl  ist  Hauptgerade  des 
zweiten  S.  Die  Punkte  S  zerfallen  demnach  in  n—1  Paare 
homologer  Punkte,  und  es  empfiehlt  sich  die  Bezeichnung: 

wo  8^  und  T-  in  dieser  Weise  homolog  sind.  OS^  und  OT^  sind  in 
der  Involution  gepaart,  so  daß,  wenn  w  >  3  ist,  die  Hauptpunkte 
nicht  sämtlich  beliebig  gegeben  werden  können. 

Die   Doppelstrahlen   der   Involution   (0)   seien  w,  v.     Auf  einem 

Doppelstrahle  haben  wir  entweder  nur  Involution  und  dann  in  den 

Doppelpunkten   einzelne   Koinzidenzpunkte:   ü^,   U^-^   F^,   Fg,   oder  der 

Doppelsti'ahl  besteht  aus  lauter  sich  selbst  entsprechenden  Punkten. 

Außerhalb   der  Doppelstrahlen   sind  keine  Koinzidenzpunkte  möglich. 

Wir  haben  daher  drei  Fälle: 

1.  Vier  einzelne  Koinzidenzpunkte   TJ-^,   U^\   V^,  V^  auf  zwei 

Geraden  w,  v  durch  0: 
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2.  Zwei  einzelne  Koiuzidenzpunkte  C/^,  C/g  ^^^  einer  Ge- 
rade u  durch  0,  eine  Gerade  v  von  Koinzidenzpunkten^), 
ebenfalls  durch  0  gehend; 

3.  zwei  Geraden  u,  v  von  Koinzidenzpunkten^  beide  durch 
0  gehend. 

Die  Klasse  ist  ,  ~~Y~->  ö  '  ^^^  ^^  ^^^^  ^^  gerade,  un- 
gerade, gerade  sein.    Zur  Klasse  1  führen  also  bzw.  «  =  2,3,4. 

Wir  nehmen  im  ersten  Falle  aus  den  einfachen  Hauptpunkten 
w  —  1,  unter  denen  keine  zwei  homologen  sich  befinden,  etwa  S^y .  .  . 

/S'„_j ;  so  haben  wir  eine  Kurve  L  —  *®'"  Ordnung  iO^      S^... S^^_^ L\]n- 

Sie  geht   über  in  eine  Kurve  derselben  Ordmmg  und  mit  demselben 
Verhalten  zu  diesen  Punkten;  die  Ordnunoj  nämlich  ist 


|.«-(|-l)(.-l)-(n-l)  =  |, 
die  Vielfachheit  von  0  y  («  -  l)  -  (y  -  l)  (^^  -  2)  -  (w  -  l)  =  |  -  1 , 

die  von  8^  - — (--  —  1|=  1;    TJ^    gehört  ihr   an  wie  der  X;    also  ist 

sie  mit  L,  identisch.  Der  letzte  Schnitt  dieser  sich  selbst  entsprechenden 
Kurve  mit  v  muß  ein  Koinzidenzpunkt  sein,  nehmen  wir  an  Y^j  so 
daß  wir  nun  die  Kurve  so  bezeichnen  können: 

''—1 
Denken  wir  sie  uns  durch  0^      ^\  ■  •  -  ^n-^'^i^i    bestimmt,    so 

geht  sie  durch  S^^_^.     Vertauscht  man  S^_^  mit  T^_2,  so  muß  diese 

Kurve  dann  durch  1\_^  gehen,  weil  sie,  durch  S^^_^  gehend,  mit  der 

vorigen  identisch  wäre,  die  durch  /S'„_2  geht.    Wir  erhalten,  zu  Ü^  J\ 

gehörig,  2^~^  Kurven  Lu^v^y  welche  durch  eine  ungerade  Anzahl  von 

S  und    eine    gerade    Anzahl    von    T   crehen.     Kehren    wir    wieder    zu 

'^i  •  •  •  ^n-1  zurück,  ersetzen  aber   ü^  durch  C/g,  so  muß  die  zugehörige 

L  durch  V2  gehen,   denn,   durch  V^  gehend,  wäre  sie  mit  der  obigen 

identisch,    die    durch    ü^    geht.     Es    ergeben   sich  also   2"~^  Kurven 

Li\v^,  welche   sich   ebenso   zu   den  S  und   T  verhalten,  und  je  2"~^ 

Kurven  Lu^v^,  -^f's^i?  ^i®  durch  eine  gerade  Zahl  von  S  und  eine  ungerade 

Zahl  von  I  gehen.     Denn  z.  B.  die  Kurve  \0^~'l\  •  •  ■  T^_^UJ   hat 

mit  \0^      ^1  •  ■  '  ^n-i  ^2^'^2/   ^*  —  1    von  Hauptpunkten  verschiedene 

1)  Koinzidenzgeraden,  im  bisher  gebrauchten  Sinne  dieses  Worts,  sind  u,  v 
in  allen  drei  Fällen. 
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Punkte  gemein:  das  sind,  weil  sie  beide  sich  selbst  entsprechen  und 
w  —  1  ungerade  ist,  — —  Paare  einander  entsprechender  und  ein 
sich  selbst  entsprechender,  welcher  nur  der  der  zweiten  angehörige  V^ 

sein  kann,  so  daß  die  erste  mit  VO'      T^  .  .  .  T^^_^  ^  1^2/"  zu  bezeich- 

2 

nen  und  eine  Lc^v,  ist. 

So    ergeben  sich  4 -2""^  =  2"   sich   selbst   entsprechende 

Kurven  (-0")'*'  Ordnung. 

Bei  w  =  2  haben  wir  die  vier  sich  selbst  entsprechenden  Geraden 
Sl\V^,  SU^r^,  TUJ\,  TU^r^,  so  daß  0,  S,  T  die  Diagonalpunkte 
von   Ü^TJ^V^V^  sind. 

Bei  w  =  4  gehören  zu  l\V^,  U^V,  die  Gruppen  S^S^S^,  S^T^T^, 
T,S,T„  T,T,S,  und  zm  Ü,Y,,  U,V,:  T[T,T,,  T,S,S„  S,T,S„  S^S^T,, 
im  ganzen  gibt  es  16  sich  selbst  entsprechende  Kegelschnitte. 

Diese  einzelnen  Kurven  werden  von  Büscheln  von  Kurven  (^  ~l"  ^j 
Ordnung,  die  alle  sich  selbst  entsprechen,  als  Bestandteile  zerfallender 
Kurven  aufgenommen.     Ein  solcher  Büschel  ist: 

Jede  Kurve  C  dieses  Büschels  geht  in  eine  C  von  der  Ordnung: 

n(|+l)-»(«-l)-(«-l)  =  |  +  l 
über;   0  ist  auf  C  vielfach  vom  Grade: 

(|+l)(»-lj-|(«-2)-(»-l)  =  f 

und  die  T.  einfach:  also  gehört  C  zum  Büschel.  Die  n  -h  1  Kurven 
dieses  Büschels,  welche  durch  F^,  ZJg,  Sj^j .  .  .  S^_^  gehen,  sind  sich 
selbst  entsprechend.     Die  beiden  ersten  sind: 

2  2 

die  ersten  Bestandteile  sind  Kurven  Lu^v^,  Lu^Vj^- 
Die  durch  S^  gehende  ist: 

der  erste  Bestandteil,  eine  Kurve  Li^v^,  geht  als  Kurve  L  in  sich 
selbst  über,  aber  der  neu  hinzugekommene  Punkt,  auf  den  übrigen 
Kurven  des  Büschels  nicht  gelegen,  bewirkt  die  Gerade  07\,  die  die 

iy  -f  1)*^  Ordnung  bewirkt,  während  der  Bestandteil  OT^  von  C  auf 

Sturm,  GeometT.  Verwandtschaften.    IV.  8 
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die  entsprechende  den  S^  bringt.     Die  Kurve  (y  +  ^)      Ordnung  ist 

in   sich    selbst   übergegangen.     Nun   ist  ?«  +  1  ^  3;   also   entsprechen 
alle  Kurven  des  Büschels  sich  selbst. 

"Wir  erhalten  wieder  vier  Systeme,  von  je  2"~^  Büscheln 
von  folgenden  Typen: 

Bei  n  =  2  haben  wir  die  vier  Büschel  {OT^U^V^),  (OT^U^V^), 
{OS^Ü^V^),  {OS^TJ^V^.  Konjugierte  Punkte  in  bezug  auf  den 
Büschel  {TJ^TJ^V^V^  liegen  (Nr.  812)  stets  auf  demselben  Kegel- 
schnitt eines  jeden  jener  Büschel;  weil  sie  konjugiert  sind  auch  in 
bezug  auf  das  Geradenpaar  {uv)y  so  liegen  sie  auf  gepaarten  Strahlen 
von  (0).  Also  handelt  es  sich  um  die  involutorische  Ver- 
wandtschaft 7ii  jener  konjugierten  Punkte. 

Bei  n  =  4  enthält  der  erste  Typus  folgende  vier  Büschel  3.  Ordnung: 

O^Ü^V^{T^T^T^j  T^S^S^y  S^T^S^,  S^S^T^^- 

Zu  jedem  Büschel  A  gibt  es  eine  koordinierte  Kurve  L:  durch 
die  übrigen  S,  T,  f7,  V. 

Läßt  man  bei  einem  der  Büschel  den  einen  Koinzidenzpunkt^ 
etwa  U^y  als  Grundpunkt  fallen,  so  ergibt  sich  ein  Netz,  z.  B.: 


(0»V....T„_,F,)^^^, 


und  zwar  ein  homaloidisches  mit  einem  —fachen  und  n  ein« 
fachen  Grundpunkten.  Bezieht  man  es  kollinear  auf  das  Geradenfeld 
einer  andern  Ebene  21,  so  daß  eine  Jonquieressche  Transformation 
W  vom  Grade  -^  +  1  sich  ergibt,  so  geht  durch  diese  unsere 
involutorische  Verwandtschaft  I  in  eine  ebenfalls  involu- 
torische I  über. 

Durch  I  wird  jede  Kurve  des  Netzes  in  eine  andere  Kurve  des- 
selben transformiert;  ihnen  entsprechen  durch  W  Geraden,  die  nun 
einander  in  I  korrespondieren;  folglich  ist  I  Kollineation  u^d 
zwar  involutorische  Homologie.  Zentrum  wird  der  Punkt  Ui, 
in  den  ü^  durch  W  übergeht,  Axe  die  Hauptgerade,  welche  dem 
Hauptpunkte  V^  von  W  zugehört,  die  Kurven  des  Büschels  A,  der 
zum  Netze  erweitert  wurde  und  ihm  angehört,  werden  die  Geraden 
durch   das  Zentrum.     Die  Koinzidenzpunkte  Fg,  U^  von  I  liegen  auf 
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der  Hauptgerade  OV^  =  v  und  der  Hauptkurve  (  0«  "Vj . . .  T^_^  Fj U^]^ 

(einer  Lu^y^  von  W,  und  gehen  in  die  zugehörigen  Hauptpunkte  F^,  0 
über,  welche  auf  der  Axe  der  Homologie  liegen. 

0  geht  durch  W  in  eine  Kurve  über,  welcher  in  I  die  Kurve 
entspricht,  die  aus  der  zu  0  in  7  gehörigen  Hauptkurve  durch  W  ent- 
steht. Dagegen  S^  und  seine  Hauptgerade  OT^  gehen  in  zwei  ent- 
sprechende Punkte  über,  da  OT^  auch  Hauptgerade  für  W  ist.     Usw. 

Wenden  wir  uns  zum  zweiten  Falle,  wo  auf  v  alle  Punkte,  832 
auf  u  nur  U^,   U^  sich   selbst   entsprechend  sind  und  n  unge- 
rade ist. 

Wir  betrachten  die  beiden  Kurven: 


n-3 


(o  ^  S,8, . . .  S,_,L^,    (o  ^  T,S, . . .  S,_\^; 

jede  von  ihnen  geht  in  eine  Kurve  von  derselben  Ordnung  und  dem- 
selben Verhalten   zu   den  Punkten   über,   welche   mit   ihr  noch  einen 

Punkt  auf  v  gemein  hat;  das  sind  ( — - — )  -f-  (^  —  1)  +  1  =  (    ~   )  +  2 

gemeinsame  Punkte,  so  daß  Identität  sich  ergibt.  Jede  muß  daher 
u  in  einem  Koinzidenzpunkte  schneiden,  die  eine  in  C/j,  die  andere  in 
[Jg;  daher: 

Lu^  =  (0~^S,S, . . .  S,_.  uX^, ,  L,,  =  (o^T.S, . .  .  S„_,  üX^- 

'       2  ^  2 

Demnach  gibt  es  2"~-  sich  selbst  entsprechende  Kurven 
Lü^   und   ebensoviele   L^^.     Ebenso   haben   wir   zwei    Systeme 

von  je  2"-^  Büscheln  ^^7"    ^''  Ordnung  von  den  Typen: 

2  ^  ^2 

Ihr  Schnitt  mit  v  macht  jede  Kurve  derselben  sich  selbst  ent- 
sprechend. Auch  hier  zerfäUt  jede  Kurve,  die  nach  einem  der 
übrigen  Hauptpunkte  geht,  z.  B.  die  durch  S^  gehende  des  ersten  in 
02\  und  die  obige  Li^.  ^_^ 

Homaloidisch    ist    das    Netz  lO  ^  T^S^..  .S^_An  +  i  ■    Eine 

\  ^""2~ 

aus  ihm  konstruierte  Jonquieressche  Verwandtschaft  führt 
die  involutorische  Verwandtschaft  in  involutorische  Homo- 
logie über;  ü^  und  v  liefern  Zentrum  und  Axe;  ü^f  auf  der  Haupt- 
kurve (O   ^  Tj/Sg .  ..>S^„_i)„_i,  einer  L^^,  gelegen,  geht  in  den  zuge- 

_      -  ~T 
hörigen  Hauptpunkt  0  über. 

8* 
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Bei  w  =  3  haben  wir  die  vier  Geraden:  S^S^Ü^,  T^T^TJ^,  S^T^TJ^, 
T^S^TJ^'^  also  sind  die  Koinzidenzpunkte  ZJj,  TJ^  die  Diagonalpunkte 
von  S^S^T^T^,  der  dritte,  von  u  =^  TJ^U^  durch  S^,  T^  (oder  S^,  T,^) 
harmonisch  getrennt,  liegt  auf  v.  Werden  ^^,  S2,  T^,  T^  gegeben,  so 
muß  0  auf  Ü^U^  liegen.  Die  Kegelscbnitt-Büscbel  sind  (OT^S^Ü^)^ 
(OS,T,U,),{OT,T,ü,\  {OS,S,ü^. 

Im  dritten  Falle  sind  beide  Doppelstrablen  mit  Koinzi- 
denzpunkten erfüllt. 

Durch  .    n_^  V 

(  0^        S^S^  .  .  .  'S'„_2^n-l)« 

ist  ein  Büschel  A  bestimmt,  von  dem  jede  Kurve  in  eine  ebenfalls 
dem  Büschel  angebörige  übergeht,  die  aber,  wegen  der  Schnitte  mit 
w,  V,  mit  ihr  identisch  ist.  Die  durch  S^_i  gehende  Kurve  dieses 
Büschels  muß,  weil  sie  zu  jedem  ihrer  Punkte  den  entsprechenden 
enthält,  die  ganze  Gerade  0T^_^  enthalten,  also  sich  zerspalten  in 
0J„.,  und 

■  2 

---2 
Diese  Kurve   ist  schon  durch  0^     ^-i  •  •  -  '^n-2  bestimmt,  und  bringt 

>S„_i  in  Beziehung  zu  0  und  S^,. . .  S^_2.  So  zeigt  sich,  daß  zu  ?*  — 2 
der  Punkte  S,  T,  unter  den  keine  zwei  homologen  sich  be- 
finden, z.  B.  S^  .  .  .  S^^_2  die  Punkte  des  letzten  Paars  ver- 
schiedenartig   sich    verhalten,    der    eine    S^_i    ist    so   gebunden, 

der  andere  nicht;   der  Büschel  iO^S^S^  .  .  .  S^_A„  besteht  aus  dieser 

festen  Kurve  X  und  einem  beweglichen  Strahl  durch  0.  Zur  Bestim- 
mung des  obigen  Büschels  A  muß  der  nicht  gebundene  T^_^  ge- 
nommen werden. 

Es  ergeben  sich  2"~^  einzelne  sich  selbst  entsprechende 
Kurven  (y  —  l)*^''  Ordnung  und  ebenso  viele  Büschel  (y)*^'^ 
Ordnung  von  solchen  Kurven. 

Bei  >^  =  4  sind  jene  Geraden:  S.S^S^,  S^T^T^,  T^S^T^,  'A^i^si 
man  sieht,  wie  sich  A3  und  Tg  verschiedenartig  zu  S^,  S2  verhalten. 
Es  sind  demnach  T^^  S^-,  Ig,  /^2  5  ^3?  ^s  ^^®  Gegenecken  eines  Yierseits, 
und  (0)  ist  die  bekannte  Involution.   Die  vier  Kegelschnitt-Büschel  sind: 

iOT,S,S,),    iOS,T,S,),    (OS,S,T,),    {OT,T,T,). 

In  jede  Kurve  eines  dieser  Büschel  schneiden  die  drei  andern 
die  nämliche  Involution  ein  wie  die  (0). 

Bei  w- =  6  gibt  es  16  Kegelschnitte:  {O^S^S^S^S^S^),  .  .  .  und 
16  Büschel  3.  Ordnung  WS.S^S.S^T^), .... 


Transformation  dieser  Verwandtschaften  ineinander.  117 

Man  kann  jeden  dieser  beiden  letzteren  Fälle:  mit  einer  833 
oder  zwei  Geraden  von   Koinzidenzpunkten  durch    eine    qua- 
dratische Transformation  Q  in  den  vorangehenden  Fall:  mit 
einer,  bzw.  keiner  solchen  Gerade  überführen,  wobei  jedoch 
der  Grad  auf  n  —  1  herabsinkt. 

Wenn  u  eine  Gerade  von  Koinzidenzpunkten  ist  und  ü  einer  von 
ihnen,  so  habe  Q  in  Y.  die  Hauptpunkte: 

0,       u,       S„.i. 

in  Z  die  homologen:  _  _  _ 

Einer  Gerade  in  T  kon-espondiert  durch  Q  ein  Kegelschnitt  durch  0, 
Uj  >S'„_i,  diesem  in  der  gegebenen  involutorischen  Verwandtschaft  / 
in  Z  eine  Kurve  w*"  Ordnung,  welche  durch  0(w  — l)-mal,  durch 
Uf  T^...  T^_2  7  sämtliche  S  einmal  geht,  durch  T^_^  nicht.  Es  seien 
Sij '  ■  '  S„_2,  T^,..  .T^_^  die  in  Q  entsprechenden  Punkte  der  /S'^, . . .; 
80  wird  jene  Kurve  n^^^  Ordnung  durch  Q  in  eine  Kurve  (n  —  1)^' 
Ordnung  transformiert,  auf  welcher  0  (n  — 2) -fach  und  die  'S\...S„_g, 
Ti...T^_2  einfach  sind,  während  i?,  L^j,  T^_^  ihr  nicht  angehören. 
Diese  entspricht  der  Gerade,  von  welcher  wir  ausgingen,  in  einer  in- 
volutorischen Jonqui  er  esschen  Verwandtschaft  (;^— 1)*^"  Grades  I. 
Die  Involution  (0)  geht  in  die  (0)  über,  mit  den  n  —  2  Paaren  0(6\.,jr,.). 

Die  Koinzidenzpunkte  V^,  V^,  bzw.  die  Gerade  v  von  Koinzidenz- 
punkten gehen  durch  Q  in  ebensolche  Elemente  V^,  Fg,  bzw.  v  über. 
Femer,  u  ist  für  Q  Hauptgerade,  ihr  entspricht  [7^^,  der  dadui'ch  Koin- 
zidenzpunkt wird,  weil  alle  Punkte  von  u  es  sind.  Dem  Hauptpunkte 
ü  korrespondiert  in  Q  die  Hauptgerade  U  =  0  U^ ,  den  unendlich 
nahen  Punkten  um  U  die  Punkte  von  ü,  der  Involution  entsprechen- 
der Richtungen  um  ü  (Nr.  824)  eine  Involution  von  Punkten  auf  ü, 
dem  zweiten  Doppelstrahle,  neben  u,  in  jener  Involution  der  zweite 
Koinzidenzpunkt  ü^  auf  ü.  So  sind  an  Stelle  der  Gerade  u  von 
Koinzidenzpunkten  zwei  einzelne  Koinzidenzpunkte  ü^j  U^ 
getreten. 

Es  ist  also  der  dritte  Fall  in  den  zweiten,  der  zweite  in  den 
ersten  übergeführt.  Nehmen  wir  jetzt  an,  daß  /dem  dritten  Falle, 
also  I  dem  zweiten  entspricht.  I  enthält  dann  2"~^  Büschel  sich 
selbst  entsprechender  Kurven,  zu  deren  Grundpunkten  U^  gehört,  etwa: 

{ü^''l\S,...E„_,ü)^; 
ihm  entspricht  durch  Q  der  Büschel: 

durch  S^_^  gehen  die  Kurven,  durch   Z7  nicht. 
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Damit  ergeben  sich  2"~^  von  den  Büscheln  (-^y^^  Ordnung  der 

I,  nämlich  diejenigen,  zu  deren  Grundpunkten  S^_^  gehört. 

Die  Büschel  der  J,  zu  deren  Grundpunkten  U^  gehört,  der  nicht 
Hauptpunkt  von  Q  ist,  führen  zu  Büscheln  sich  selbst  entsprechender 

Kurven  der  7,  welche  (y  + 1)*^'^  Ordnung  sind,  nicht  (yi  Ordnung. 
Und  so  zeigt  sich,  daß  I  noch  andere  Systeme  sich  selbst  ent- 
sprechender Kurven  besitzt;  die  eben  erhaltenen  gehen  durch  ü 
mit  fester  Tangente,  jenem  zweiten  Doppelstrahle. 

Ein   Büschel    (y)**'^    Ordnung    von   /,    zu    dessen   Grundpunkten 
T„_,  gehört,  z.  B.: 

(o^-'s,...s„_,i'„_.)„ 

ergibt  sich  aus  einem  Büschel  (^  +  l)^^"^  Ordnung  von  I: 
Ein  homaloidisches  Netz  von  J,  wie: 

(ö-^-'t,s,  . . .  s,.,), , 

wird  durch  Q  in  eins  von  h 

{o'^T,S,...S„_,u)^^^ 

Übergeführt.  Und  vermittelst  einer  auf  dies  Netz  basierten 
Jonquieresschen  Verwandtschaft  W  kann  man  nun  auch  i, 
die  involutorische  Verwandtschaft  des  dritten  Falles:  mit 
zwei  Geraden  von  Koinzidenzpunkten  in  eine  involutorische 
Homologie  transformieren;  die  eine  v  von  ihnen  wird  Axe,  die 
andere  Uy  Hauptgerade  OU  von  W,  wird  Zentrum. 
834  Wir  wollen  nun  diese  Verwandtschaften,  um  ihre  Existenz 

nachzuweisen,  aus  solchen  Büscheln,  deren  Kurven  sich  selbst 
entsprechen  werden,  herstellen:  entsprechend  sind  Punkte 
derselben  Kurve  des  Büschels,  welche  auf  gepaarten  Strahlen 
der  Involution  (0)  liegen. 

Wir   nehmen    einen   Büschel   A  =  (o^Tj ..  .T„_it/iFi)„      ,  wo 

Z7i,  Fj  auf  den  Doppelstrahlen  u^  v  von  (0)  liegen.  Wenn  wieder  l 
und  T  gegeben  sind,  so  ordnen  wir  dem  X  von  l  die  Punkte  X'  zu, 
in  denen  diese  Gerade  von  der  Kurve  des  A  geschnitten  wird,  die 
durch  lg'  geht,  wo  /  dem  ^  =  OX  in  (0)  gepaart  ist.  Auf  l  entsteht  eine 
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Korrespondenz  ^  +  1?  T  "^  M'  ^^^  deren  Koinzidenzen  zwei  auf 
iij  V  liegen^  da  die  durch  lu  oder  Iv  gehende  Kurve  von  A  die  ganze 
u  oder  v  enthält,  diese  aber  Doppelstrahl  von  (0)  ist.  Die  übrigen 
n  Koinzidenzen  beweisen,  daß  der  Gerade  l  eine  Kurve  w*^'^  Ordnung 
entspricht.  Wenn  dann  dem  s^  =  OT^  in  (0)  der  Strahl  t^  gepaart 
ist,  werden  alle  Punkte  desselben  dem  T.,  durch  den  alle  Kurven  des 
Büschels  A  gehen,  entsprechend.  Ferner,  der  s.  gehört  ganz  zu  einer 
Kurve  von  A,  alle  seine  Punkte  sind  daher  dem  Schnitt  S.  von  t. 
mit  der  ergänzenden  Kurve  entsprechend.  So  haben  sich  die  2(n—l) 
Punkte  Sf,  T.  als  Hauptpunkte  herausgestellt,  mit  den  5,,  t^  als  zuge- 
hörigen Hauptgeraden. 

0  ist  für  jede  der  Kurven  w^®''  Ordnung  (w  —  l)-fach;  denn  der 
g  von  0,  dem  g  gepaart  ist,  trifft  sie  nur  noch  in  dem  Punkte,  in 
welchem  er  von  der  durch  gl  gehenden  Kurve  von  A  geschnitten 
wird.  Die  zugehörige  Hauptkurve  {n  —  l)^'  Ordnung  ergibt  sich 
dadurch,  daß  g  mit  der  Kurve  von  A  geschnitten  wird,  welche  den 
gepaarten  g'  berührt.  Dadurch  wird  der  Büschel  A  und  der  Strahlen- 
büschel 0  in  eine  Korrespondenz    1,         gebracht,  weil  zu  jeder  seiner 

Kurven  —Tangenten  in  0  gehören;  Erzeugnis  ist  zunächst  eine  Kurve 

von  der  Ordnung  w  +  1,  von  welcher  aber  sich  u^  v  abzweigen.  Aus 
der  Erzeugung  folgt  unmittelbar,  daß  0  (n  —  2) -fach  ist.  Die  Invo- 
lution (y)*^''  Grades  der  Tangenten  in  0  an  die  Kurven  von  A  und 
die  (0)  haben  (      —  1)  (2  —  1)  Paare  der  letzteren  gemeinsam,  die  zu 

einer  Gruppe  der  ersteren  gehören;  jedes  solche  Paar  führt  zu  zwei 
Durchgängen  der  Hauptkurve  durch  0,  deren  es  also  7i  —  2  gibt. 

Jede  Kurve  von  A  trägt,  von  (0)  eingeschnitten,  eine  Involution 
von  entsprechenden  Punkten;  die  gemeinsamen  Doppelpunkte  U^,  V^ 
aller  dieser  Involutionen  sind  Koinzidenzpunkte  der  Verwandtschaft. 
Femer,  zwei  gepaarte  Geraden  ^,  g  von  (0)  tragen  projektive  Punkt- 
reihen entsprechender  Punkte,  welche  involutorisch  werden,  wenn  jene 
sich  in  u  oder  v  vereinigen;  die  zweiten  Doppelpunkte  C/g,  F,  sind  die 
weiteren  Koinzidenzen. 

Im  zweiten  Falle  gehen  wir  von  dem  Büschel 
«-1 


A  =  (0  '  T,S,  .  . .  S^_,U,)^^, 


aus,  wo  U^  auf  dem  Doppelstrahle  u  von  (0)  liegt.  Auf  l  entsteht 
eine  Korrespondenz  V^^-  y  ~  9  1  ?  ^^^  ^^®  ^^^  ^*  herrührende  Koin- 
zidenz ist  abzuziehen,  so  daß  wiederum  der  Grad  n  sich  ergibt. 
Die   zu  0    gehörige    Hauptkurve    entsteht    aus    einer   Korrespondenz 
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1,  — ^ —  zwischen  dem  A  und  dem  Büschel  0,  wobei  u  sich  ab- 
zweigt; es  entsteht  eine  Kurve  (w— l)*^''  Ordnung  mit  0  als  (w  — 2)- 
fachem  Punkte.     Die  analoge  Überlegung  wie  oben  führt  nur  zu 

2("="-l)(2-l)  =  «-3 

Durchgängen  durch  0. 

Der  zweite  Doppelstrahl  v  von  (0)  aber  führt  in  jedem  seiner  von 
0  verschiedenen  Punkte  als  letztem  Schnitte  mit  einer  Kurve  von  A  zu 
einem  Koinzidenzpunkte;  jeder  entspricht  sich  selbst,  nicht  dem  0,  so 
daß  der  letzte  Schnitt  mit  der  Hauptkurve  von  0  in  diesen  Punkt 
gerückt  ist.  Und  wir  erhalten  den  letzten  Durchgang  dieser  Kurve 
durch  0  und  v  als  zugehörige  Tangente.  Die  übrigen  Verhältnisse 
sind  wie  vorhin. 

Im  dritten  FaUe,  wo  A  =  (o^~^S^  .  .  .  S^_^T^_^\  ist,  erleidet 

sowohl  die  Zahl  der  Koinzidenzen  der  auf  l  entstehenden  Korrespon- 
denz — ,  _  ,  als  auch  das  Erzeugnis  der  Verwandtschaft  1,  ^  —  1 1 
zwischen  A  und  0  keine  Reduktion.  Für  dieses  Erzeugnis,  die  Haupt- 
kurve von  0,  ergeben  sich  zunächst  2(— — 2j(2— 1)  =  «  — 4  Durch- 
gänge durch  0,  und  zwei  weitere  mit  den  Tangenten  u,  v,  den  Doppel- 
strahlen von  (0). 

Für  n  =  2,  wo  sich  die  Hirstsche  Inversion  mit  {u,  v)  als  Basis 
und  Tj  als  Zentrum  ergibt,  sind  die  Schlüsse  über  0  und  die  zuge- 
hörige Hauptkurve  nicht  richtig;  denn  eine  Korrespondenz    1,  -^ —  l 

besteht   dann  nicht,   und   ebenso   keine  Involution  (~ —  1)*®^  Grades 

der  Tangenten  der  Kurven  von  A  (der  Geraden  durch  T^  im  Punkte  0. 
Zu  0  gehörige  Hauptgerade  ist  OT^j  weil  dem  0,  als  Schnitt  dieser 
Gerade  mit  der  gepaarten  in  (0),  jeder  Punkt  von  OT^  entsprechend  ist. 
835  Wenn  bei  der  Geis  ersehen  Verwandtschaft  sechs  von  den  sieben 

festen  Punkten  einem  Kegelschnitte  angehören,  so  ergibt  sich  (Nr.  830) 
eine  Jonquieressche  Verwandtschaft  4.  Grades,  bei  der  die  Strahlen 
darch  den  dreifachen  Hauptpunkt  sich  selbst  entsprechen.  Wir  werden 
zu  Jonquie  res  sehen  Verwandtschaften  der  andern  Art  (mit  involu- 
toriseh  entsprechenden  Strahlen  durch  den  (w  —  1)- fachen  Punkt)  ge- 
langen, wenn  wir  die  in  Nr.  827  begonnene  Spezialisierung  mit  Drei- 
punkt-Geraden fortsetzen. 

Es  sind  schon  die  beiden  Fälle  einer  oder  zweier  Dreipunkt- 
Geraden  erledigt: 

1)  EFG, 

2)  CBG,  EFG, 
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Die  beiden  Dreipuukt-Geraden  BCD,  EFG  ohne  gemeinsamen  Punkt 
würden  zu  dem  eben  besprochenen  Falle  führen;  wir  werden  daher 
solche  Paare  vermeiden. 

Wir  nehmen  drei  Dreipunkt  -  Geraden,  welche  drei  der  Punkte 
verbinden : 

3)  CBG,  EFG,  BD  F. 

Die  Verwandtschaft  ist  5.  Grades  mit  A  als  dreifachem,  B,  C,  E  als 
doppelten,  D.  F,  G  als  einfachen  Hauptpunkten;  zu  B  und  D  gehören 
{ABCEG\  und  {ÄE\  als  Hauptkurven.  Die  Koinzidenzkurve  3.  Ord- 
nung geht  zweimal  durch  Ä^  je  einmal  durch  B,  (7,  E. 

Nunmehr  gehen  die  drei  Geraden  durch  denselben  Punkt: 

4)  ÄBG,  CBG,  EFG. 

Dann  hat  die  Verwandtschaft  5.  Grades  sechs  doppelte  Hauptpunkte 
Ay .  .  .  F,  wo  z.  B.  {ACBEF\  Hauptkurve  von  A  ist,  also  jede 
Hauptkurve  den  zugehörigen  Hauptpunkt  enthält,  dagegen  den  auf 
derselben  Gerade  durch   G  mit  ihm  lies^eiiden  nicht. 

Der  gemeinsame  Punkt  G  hat  aufgehört,  Hauptpunkt  zu  sein; 
er  ist  Koinzidenzpunkt  geworden.  Weil  er  nämlich  für  eine  Kurve 
des  Netzes  SÜ  dreifacher  Punkt  ist,  so  bestimmt  diese  mit  einer  andern 
Kurve  von  Sk  einen  Büschel,  dessen  Kurven  sich  in  G  oskulieren; 
H  und  I  liegen  unendlich  nahe  an  G\  solcher  Büschel  haben  wir  c»^ 
Jeder  dem  G  benachbarte  H  hat  den  zugehörigen  1  unendlich  nahe 
neben  sich. 

Die  Umwandlung  eines  Hauptpunktes  in  einen  Koinzi- 
denzpunkt ist  bemerkenswert. 

Die  Koinzidenzkurve  ist  3.  Ordnung  und  geht  durch  ^4, .  .  .  F^ 
aber  nicht  durch  G. 

Ob  man  zu  3)  die  Dreipunkt-Gerade  ABG  oder  zu  4)  die  BBF 
fügt,  es  ergibt  sich  dieselbe  Figur,  nämlich: 

5)  ABG,  CDG,  EFG,  BDE. 

Die  Verwandtschaft  4.  Grades  hat  A,  C,  E  zu  doppelten,  B,  D,  F 
zu  einfachen  Hauptpunkten,  und  Hauptkurven  von  A  und  B  sind 
{ACDEF\y  {CE\.  Die  Koinzidenzkurve  ist  ein  Kegelschnitt  durch 
A,  C,  E]  G  ist  Koinzidenzpunkt. 

Zu  3)  trete  die  Dreipunkt-Gerade  BCE,  so  daß  wir  haben: 

6)  CDG,  EFG,  BDF,  BCE. 

Es  sind  also  B,  G]  C,  F-^  D,  E  Gegenecken  eines  Vierseits.  Wir 
haben  eine  Verwandtschaft  4.  Grades  mit  dem  dreifachen  Punkte  A 
und  den  sechs  einfachen  B, .  .  .  G.  Die  Koinzidenzkurve  2.  Ordnung 
geht  zweimal  durch  A,  zerfällt  daher;  es  liegt  also  vor  derJonquieres- 
sche  FaU  3)  in  Nr.  831  für  n  =  4  mit  der  Involution  (B,  G]  C,F;  B,E) 
um  A  und  zwei  Geraden  «,  v  von  Koinzidenzpunkten. 
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Wir  gehen  zu  fünf  Dreipunkt-Geraden  über: 

7)  ÄBG,  CDG,  EFG,  BDF,  BCE, 
wo  BCE  zu  5)  oder  ABG  zu  6)  gefügt  ist;  für  die  Verwandtschaft 
3.  Grades  ist  A  doppelter  Hauptpunkt  und  C,  D,  E,  F  sind  einfache. 
Die  B,  G,  welche  mit  A  in  gerader  Linie  liegen,  sind  Koinzidenz- 
punkte; die  Koinzidenzkurve  ist  eine  durch  A  gehende  Gerade  v. 
Wir  haben  den  Fall  2)  aus  jener  Nr.  für  n  ^  3. 

Läßt  man  endlich  auch  A,  C,  F  in  gerader  Linie  liegen,  so  daß 
sechs  Dreipunkt-Geraden  vorhanden  sind: 

8)     ABG,  CBG,  EEG,  BDF,  BCE,  ACE, 

so  ergibt  sich  eine  quadratische  Verwandtschaft  mit  den  Hauptpunkten 
A,  B,  E  und  den  vier  Koinzidenzpunkten  B,  G-^  C,  F,  jene  und  diese 
in  gerader  Linie  mit  A.  Eine  Koinzidenzkurve  ist  nicht  mehr  vor- 
handen. Es  handelt  sich  um  den  Fall  1)  aus  Nr.  831  für  n  =  2, 
die  Verwandtschaft  konjugierter  Punkte  in  bezug  auf  den  Kegelschnitt- 
Büschel  (BGCF). 

Somit  haben  sich  diejenigen  involutorischen  Jonquieres- 
schen  Verwandtschaften  der  zweiten  Art,  deren  Klasse  1  ist^ 
als  Spezialfälle  der  Geiserschen  erwiesen. 

Die  involutorische  Verwandtschaft  4.  Grades,  die  sich  bei  5)  er- 
gab, hat  drei  doppelte  und  drei  einfache  Hauptpunkte.  Sie  besitzt 
eine  Koinzideuzkurve  2.  Ordnung  und  einen  einzelnen  Koin- 
zidenzpunkt; durch  ihn  gehen  drei  Verbindungslinien  eines 
doppelten  und  eines  einfachen  Hauptpunktes,  und  die  drei 
einfachen  Hauptpunkte  liegen  in  gerader  Linie.  Jede  invo- 
lutorische Verwandtschaft  4.  Grades  mit  drei  doppelten  Haupt- 
punkten Dl,  Dg,  D3  und  drei  einfachen  Sj^,  S2,  S^  muß  diese 
Eigenschaften    haben,    und    ist    eine    Geisersche  Verwandtschaft. 

Wenn  wir  die  drei  Haupt-Kegelschnitte  B^D^B^  (^2^57  ^s^u  '^i'S^2) 
(Nr.  786)  den  D^,  B^,D^  zuordnen,  so  ist  das  nur  Sache  der  Bezeich- 
nung; daraus  folgt,  weil  (Nr.  824)  a^^.  =  a,.^,  daß  B^B^,  -^3^1?  -^1^2 
die  zu  8^,82,  S^  gehörigen  Hauptgeraden  sind. 

Jedem  Kegelschnitte  durch  B^yB2,B^  korrespondiert  ein  eben- 
falls durch  diese  Punkte  gehender  Kegelschnitt,  und  einem  Büschel 
aus  diesem  Netze  {B^B.2B^)  ein  Büschel  desselben;  die  vierten  Grund- 
punkte sind  entsprechend.  So  entsteht  in  diesem  Kegelschnitt-Netze 
eine  involutorische  Kollineation,  also  eine  Homologie,  deren  entsprechende 
Elemente  Kegelschnitte  sind.  Das  „Zentrum"  dieser  Homologie  ist 
ein  sich  selbst  entsprechender  Kegelschnitt  V  und  die  „Axe"  ein 
Büschel  33  von  sich  selbst  entsprechenden  Kegelschnitten;  jeder  Punkt 
von  r  liegt  auf  einem  von  diesen  und  wird  so  sich  selbst  entsprechend, 
r  also  Koinzidenzkurve.  Der  vierte  Grundpunkt  C  von  33  ist  sich  selbst 
entsprechend,  mithin  der  einzelne  Koinzidenzpunkt. 
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Weil  das  Geradenpaar  (D^D^,  D^C)  von  33  sich  selbst  entspricht, 
so  muß  der  zur  Hauptgerade  D^D^  gehörige  Punkt  S^  auf  D^C 
liegen;  also  gehen  D^S^,  ^2'^2j  ^3^3  durch  C.  Jeder  dieser  drei 
Geraden  entspricht  eine  Gerade,  die  durch  dieselben  drei  Punkte  geht, 
folglich  sie  selbst;  und  von  der  auf  B^S^  entstehenden  Involution 
entsprechender  Punkte  sind  C  und  der  zweite  Schnitt  E^  mit  der 
durch  JD^^B^yl)^,  gehenden  V  die  Doppelpunkte;  während  S^  und  der 
Schnitt  W^  mit  B^D^  gepaart  sind.  Also  sind,  wenn  E^,  E^-^  W^,  W^ 
analog  sich  ergeben,  die  Würfe  CE^S^W^,  CE^S^W^,  CE^S.^W.^ 
harmonisch;  vervollständigt  man  auf  f  durch  i'j,  F2,  F^  die  harmo- 
nischen Würfe  E.^E^B^F^,  E^^E^B^F^,  E^E^B^F.^,  so  gehen  B^F^,  B.^F,^ 
durch  /S'i,  .  .  .  Damit  werden  8^,82^  8^  die  drei  Punkte  auf  der  Pascal- 
schen  Gerade  von  B^F^B^F^B^F^. 

Ferner,  jeder  Kurve  3.  Ordnung  durch  B^,  .  .  .  8.^  und  C  korre- 
spondiert eine  Kurve  3.  Ordnung  durch  die  nämlichen  Punkte,  welche 
mit  ihr  in  den  drei  weiteren  Schnitten  mit  V  sich  begegnet  und 
daher  identisch  ist. 

Es  sind  demnach  alle  Kurven  dieses  Netzes  sich  selbst  ent- 
sprechend, und  alle  diejenigen,  die  durch  einen  weiteren  Punkt  X 
gehen,  enthalten  auch  den  entsprechenden  X',  so  daß  X  und  X'  die 
letzten  Grundpunkte  eines  Büschels  des  Netzes  sind  und  eine  Geis  er- 
sehe Verwandtschaft  vorliegt. 

Wenn  bei  einer  quadratischen  Inversion  /j  wieder  A,  B,  C  die 
drei  Hauptpunkte  sind  und  zwar  C  das  Zentrum  und  B,  E]  F,  G 
zwei  Paare  entsprechender  Punkte,  so  reduziert  sich  die  zu  diesen 
sieben  Punkten  gehörige  Geisersche  Verwandtschaft,  weil  Ay  B,  2), 
E,  F,  G  auf  einem  Kegelschnitte  liegen  (Nr.  812)  und  C,  B,  E-,  C,  F,  G 
in  gerader  Linie,  auf  den  2.  Grad  (Nr.  827,  830).  Wir  wissen  aus 
Nr.  812,  daß  sie  die  Ii  selbst  ist,  indem  dort  gefunden  wurde,  daß 
mit  den  drei  Hauptpunkten  beliebige  drei  Paare  entsprechender  Punkte 
«ine  Gruppe  assoziierter  Punkte  bilden. 

Bei  lu  finden,  wenn  A,  .  .  .  G  analoge  Bedeutung  haben,  diese 
speziellen  Lagen  auf  einem  Kegelschnitt  und  zwei  Geraden  nicht  statt, 
also  findet  auch  die  Erniedrigung  des  Grades  der  Geiserschen  Ver- 
wandtschaft nicht  statt.    Die  neun  analogen  Punkte  sind  nicht  assoziiert. 

Sind  wie  in  4)  drei  in  einen  der  sieben  Punkte  zusammen- 
laufende Dreipunkt- Geraden: 

ABG,GBG,EFG 

gegeben,  so  gehören  zum  Büschel  (X,  X')  aus  Sil  die  beiden  zerfallenden 
Kurven  [AEG,  CBEFXX'\  {CBG,  ABEFXX'),  so  daß  X,  X'  den 
beiden  Kegelschnitten  gemeinsam  sind.     Wir  haben  dann: 
X(C,  Z),  E,  F)  A  X\G,  D,  E,  F\  X{A,  B,  E,  F)  7\  X\A,  B,  E,  F\ 
oder  wenn  mit  EF  geschnitten  wird: 
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EF(XC,  XD,E,F)  A  EF{X'C,X'D,E,F)  7\  EF(X'D,X'C,F,Ey, 
also  sind  EF{XC,  X'D;  XD,  X' C;  E,  F) 

in  Involution  und  ebenso: 

EF{XA,  X'B;  XB,  X'Ä-,  E,  F). 

Nun  lehren  aber  die  Vierecke  XX 'OD,  XX' AB,  wenn  wir  (XX;  EF) 
=  Y  setzen,  daß  zu  diesen  Involutionen  auch  YG  gehört,  weil  G  der 
Schnitt  von  CD  und  AB  mit  EF  ist;  daher  sind  die  beiden  Involu- 
tionen, denen  EF  und  YG  gemeinsam  sind,  identisch.  Es  gehören 
demnach  zu  einer  und  derselben  Involution: 

EF{XA,  X'D;  XB,  X'^;  X(7,  X'D;  XD,  X'O;  E,  F), 

Projizieren  wir  also  die  beiden  involutorischen  Punktreihen  wieder 
aus  X  und  X',  so  ergibt  sich: 

X{A,B,C,D,E,F)  7\  X\B,  A,  B,  C,  F,  E), 

es  sind  also  X  und  X'  korrespondierend  in  bezug  auf  die  beiden 
Gruppen  ABGDEF 

B  A  D  C  F  E; 

und  da  wir  zu  jedem  Punkte  der  Ebene  einen  korrespondierenden  haben, 
so  sind  dies  zwei  linear  abhängige  Punktgruppen  (Nr.  228). 

Daß  für  diesen  Spezialfall  des  Problems  der  ebenen 
Projektivität  die  Verwandtschaft  5.  Grades  involutorisch 
wird,  ist  unmittelbar  ersichtlich;  wir  erkennen  sie  also  als  einen 
Spezialfall  der  Geiserschen  Verwandtschaft;  denn  wir  können 
umgekehrt  aus  der  Korrespondenz  von  X,  X'  in  bezug  auf  die  beiden 
Punktgruppen,  für  deren  sechs  Punkte  gilt,  daß  AB,  CD,  EF  in  G 
zusammenlaufen,  folgern,  daß  X,  X'  mit  C,  D,  E,  F,  sowie  mit  A,  B,  E,  F 
in  einem  Kegelschnitte  ^,  ^'  liegen,  also  letzte  Schnitte  der  beiden 
Kurven  3.  Ordnung  {ABG,  ^),  (CDG,  ^')  sind. 

Beweisen  wir  direkt,  daß  zu 

A  B  C  D  E 
B  AD  C  F 

TT  . 

die  Punkte  -^  als  linear  abhängige  gehören.  Es  sei  L  der  zweite 
Schnitt  von  EEG  mit  dem  Kegelschnitte  (BADCF)  der  unteren 
Punkte;  auf  ihm  sind  A,  B-^  0,  D;  F,  L  involutorisch  gepaart;  daher  ist 

F{A,B,C,D,L)  A  L{B,A,D,C,F) 

oder  F(A,  D,  C,  D,  E)  7\  X\B,  A,  D,  (7,  F\ 

wenn  X'  ein  beliebiger  Punkt  jenes  Kegelschnitts  ist;  und  ebenso 
ergibt  sich,  wenn  Y  ein  beliebiger  Punkt  auf  {ABC DE)  ist: 

Y{A,  B,  C,  D,  E)  7\  E{B,  A,  D,  C,  F). 
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Koinzidenzkurve  ist  die  Kurve  3.  Ordnung  der  Punkte,  aus  denen 
A,  B]  C,  I);  E,  F  durch  Strahlenpaare  in  Involution  projiziert  werden 
(Nr.  225). 

Die  eine  der  involutorischen  Verwandtschaften,  die  in  Nr.  230 
erwähnt  wurden,  ist  hiervon  ein  Spezialfall,  bei  welchem  in  einem  der 
drei  Paare  A,  B-^  C,  D:  E,  F  die  beiden  Punkte  sich  vereinigt  haben. 
Sie  subsumiert  sich  also  auch  der  Geiserschen  Verwandtschaft. 

Wir  werden  erkennen,  daß  folgende  Modifikation  der  Geiser-  836 
sehen  Verwandtschaft,  welche  zunächst  nicht  ein  Spezialfall 
von    ihr    ist,    unter    anderer   Auffassung    sich   doch   ihr   sub- 
sumiert. 

Durch  einen  Doppelpunkt  A  und  drei  einfache  Punkte  „ 
J5,  C,  D  ist  ein  spezielles  Gebüsche  (55  von  Kurven  3.  Ordnung 
bestimmt  (Nr.  781);  aus  ihm  scheiden  wir  eins  seiner  oo^  Netze, 
3^1,  aus  und  ordnen  die  beweglichen  Grundpunkte  der  Büschel 
desselben  als  H  und  /  einander  zu.  Jeder  Kegelschnitt  h^  durch 
A,  B,  C,  T)  und  jeder  Strahl  A'  durch  A  liefern  eine  zerfallende  Kurve 
von  @;  es  entsteht  ein  Büschel,  wenn  der  eine  Bestandteil  fest  bleibt 
und  der  andere  sich  ändert;  mit  9^  hat  er  eine  Kurve  gemein  (Nr.  666). 
Folglich  bringen  die  zu  9^  gehörigen  von  diesen  Kurven  eine  Projek- 
tivität  TT  zwischen  den  Büscheln  der  A-  und  der  k  hervor,  so  daß 
den  <x>^  Netzen  von  @  die  cx)^  Projektivitäteu  entsprechen.  Liegt  H 
auf  einem  k^,  so  liegt  I  auf  dem  zugeordneten  //;  denn  der  neunte 
Schnitt  einer  andern  Kurve  des  durch  H  bestimmten  Büschels  aus  91 
mit  (A"^,  A*),  die  auch  zu  diesem  Büschel  gehört,  fäUt  auf  A*;  und  liegt 
H  auf  A',  so  liegt  I  auf  A''^.  Schneiden  sich  also  A'^  und  Ic  in  H, 
so  schneiden  sich  die  in  TT  zugeordneten  A-  und  A*'-  in  /;  durchläuft 
H  eine  Gerade  /,  so  kommen  A;^  und  1:'  in  eine  Korrespondenz  [1,  2] 
und  daher,  durch  TT,  A  und  A*'^  in  eine  ebensolche,  welche  dann  auf 
einer  beliebigen  Gerade  T  eine  Korrespondenz  [1,  4]  und,  wenn  T  durch 
B  geht  und  von  diesem  Punkt  abgesehen  wird,  eine  Korrespondenz 
[1,  2]  hervon-uft:  also  entspricht  der  Gerade  l  eine  Kurve  5.  Ordnung, 
auf  welcher  B,  C,  D  doppelt  sind  und  A  dreifach,  wie  die  beiden 
weiteren  Schnitte  irgend  eines  A*  mit  den  entsprechenden  A'^  lehren. 

Die  drei  einfachen  Hauptpunkte,  welche  (Nr.  IXT)  diese 
Verwandtschaft  5.  Grades  mit  einem  dreifachen  und  drei 
doppelten  noch  haben  muß,  ergeben  sich  leicht.  Dem  Punkte  Ey 
in  dem  der  A-  und  der  A'  sich  begegnen,  denen  AB  und  das  Geraden- 
paar (AB,  CD)  durch  TT  entsprechen,  ist  die  Gerade  AB  zugeordnet; 
Fj  G  seien  die  Hauptpunkte,  welche  AC,  AD  zu  Hauptgeraden  haben. 
Der  eben  genannte  Kegelschnitt  (ABC DE),  welcher  in  TT  dem  Strahle 
AB  entspricht,  ist  die  dem  B  zugehörige  Hauptkurve  2.  Ordnung,  und 
zu  C,  D  gehören  ABCD{F,  G). 
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Werden  h^  und  l\  so  zugeordnet,  daß  sie  sich  in  A  tangieren^ 
so  geht  aus  dieser  projektiven  Zuordnung  durch  TT  eine  ebenfalls  pro- 
jektive hervor  zwischen  h  und  h^y  deren  Erzeugnis  die  zu  A  gehörige 
Hauptkurve  ä.  Ordnung  ist;  auf  ihr  ist  der  gemeinsame  Grundpunkt  A 
der  erzeugenden  Büschel  doppelt,  By  G,  D  sind  einfach,  und  E,  F,  G 
gehören  ihr  an,  da  z.  B.  {AB,  CD)  und  AB  sich  in  A  berühren. 
Die  Kurve  3.  Ordnung,  welche  durch  TT  selbst  entsteht  und  ebenfalls 
durch  A  zweimal,  durch  B,  C,  D  einmal  geht,  ist  der  Ort  der  ver- 
einigten H  und  I,  also  die  Koinzidenzkurve.    Die  Klasse  ist  daher  1. 

Die  Koinzidenzkurve  geht  also  wiederum  durch  den 
dreifachen  und  die  doppelten  Hauptpunkte  so  oft  wie  je  die 
zugehörige  Hauptkurve;  sie  hat  auch  dieselben  Tangenten. 
Tangenten  in  A  an  die  Koinzidenzkurve  sind  die  beiden  Strahlen  k 
von  A,  welche  ihre  in  TT  entsprechenden  Kegelschnitte  k^  tangieren; 
damit  aber  werden  diese  Elemente  auch  entsprechend  in  der  Projek- 
tivität,  durch  welche  die  Hauptkurve  von  A  entsteht.  Hauptkurve 
von  B  ist  der  Kegelschnitt  (ABC DE),  welcher  in  TT  dem  Strahle 
AB  entspricht;  folglich  ist  seine  Tangente  in  demjenigen  Grund- 
punkte B  des  Ä;^- Büschels,  nach  welchem  AB  geht,  die  Tangente  an 
die  durch  TT  erzeugte  Kurve,  d.  i.  die  Koinzidenzkurve. 

Wir  wollen  den  Punkt  E  beliebig  geben.  Dadurch  werden  für 
TT  zwei  Paare  entsprechender  Elemente  festgelegt:  {AB,  CD)  und  AE^ 
{ABCDE)  und  AB-^  wir  erhalten  einen  Büschel  von  oo^  Projektivi- 
täten  TT  und  wollen  den  Ort  von  F  ermitteln.  In  F  schneiden  sich 
je  die  beiden  za  {AC,  BD)  und  AC  homologen  Elemente  kc  und  kc^^ 
welche  infolge  dessen  selbst  in  einer  Projektivität  ^f  sich  bewegen;  so 
daß  Erzeugnis  eine  Kurve  3.  Ordnung  ist,  die  durch  A  zweimal,  durch, 
B,  C,  D  einmal  geht,  von  welcher  jedoch  zwei  Geraden  sich  ablösen. 
Wir  nehmen  aus  jenem  Projektivitäten-Büschel  drei  heraus,  die  beiden 
ausgearteten,  mit  den  singulären  Elementen  {AB,  CD)  und  AB,  bzw. 
{ABCDE)  und  AE,  und  diejenige,  in  welcher  {AC,BD)  und  AC 
entsprechend  sind.  In  der  ersten  fällt  kc  nach  AB,  kc^  nach  {AB,  CD)] 
es  wird  also  die  ganze  AB  diesen  beiden  entsprechenden  Elementen 
von  S^F  gemeinsam.  In  der  zweiten  fallen  sie  nach  AE  und  {ABCDE)-^ 
folglich  gehört  E  zum  Orte.  In  der  dritten  kommen  kc  und  kc^  nach 
AC  und  (AC,  BD),  so  daß  AC  gemeinsam  wird;  nach  Ablösung  von 
AB,  AC  bleibt  eine  Gerade,  die  durch  D  und,  wie  eben  gefunden, 
durch  E  geht,  als  Ort  von  F.  Also  liegen  E  und  F  mit  D  in 
gerader  Linie,  E  und  G  mit  C,  F  und  G  mit  B,  Das  ist  genau 
die  Lage,  welche  die  doppelten  und  einfachen  Hauptpunkte  des  Falles  3) 
der  Geis  ersehen  Verwandtschaft  haben. 

Auf  den  Kurven  von  %  unikursalen  Kurven,  entsteht  je  eine  In- 
volution von  Punkten  H,  I  (im  allgemeinen  nicht  zentral,  d.  h.  nicht 
mit    einem    auf    der    Kurve    gelegenen    Konkurrenzpunkte    der    Ver- 
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bindungslinien  gepaarter  Punkte).  Die  Kurven  sind  sich  selbst  ent- 
sprechend: die  Ordnung  15  wird  durch  Ablösung  der  doppelten  Haupt- 
kurve  3.  Ordnung  und  der  drei  Hauptkurven  2.  Ordnung  auf  drei  herab- 
gebracht. 

Bei  der  Geis  er  sehen  Verwandtschaft  —  von  der  Klasse  1  —  837 
wurde  (Nr.  826)  die  Kurve  (P)  besprochen^  welche  durch  das 
Paar  entsprechender  Punkte  erzeugt  wird^  wenn  die  tragende 
Gerade  einen  Büschel  P  beschreibt.  Diese  Kurven  stellten  sich 
als  identisch  heraus  mit  den  Kurven  des  Netzes  ^  =  (Ä  .  .  .  G),  von 
welchem  wir  ausgingen. 

Bei  jeder  involutorischen  Verwandtschaft  vereinigen  sich  in  einer 
solchen  (P)  die  beiden  dem  Punkte  zugehörigen  isologischen  Kurven 
(Nr.  790). 

Die  Ordnung  ist  2n  -{-  1  —  h,  wenn  h  die  der  Koinzidenzkurve 
ist,  welche  sich  abzweigt,  oder  2v  -|-  1,  wo  v  die  Klasse  der  Verwandt- 
schaft ist,  da  ja  li  -\-  2v  =  n  (Nr.  824).  Diese  Form  der  Ordnungs- 
zahl ergibt  sich  unmittelbar  aus  der  Erzeugung,  da  P  nur  auf  dem 
Strahle  des  Büschels  erzeugender  Punkt  ist,  der  ihn  mit  dem  ent- 
sprechenden Punkte  verbindet. 

Von  diesen  oo^  Kurven  (P)  geht  eine  durch  zwei  gegebene 
Punkte  X,  F;  sind  nämlich  X',  Y'  die  entsprechenden  Punkte,  so 
ist  ihr  P  der  Schnittpunkt  {XX ,  YY').  Das  weist  darauf  hin,  daß 
die  Kurven  (P)  ein  Netz  bilden.  Die  zu  den  Punkten  P  einer 
Gerade  l  gehörigen  Kurven  (P)  bilden  einen  Büschel;  denn  durch 
den   Punkt  X  geht  nur   diejenige,   deren  P  der  Schnitt  {XX',  V)  ist. 

Bei  der  Geis  er  sehen  Verwandtschaft  sind  die  Grundpunkte 
Ä,  .  .  .  G  und  die  beiden  Punkte  des  Paares  auf  l  die  Grundpunkte 
des  Büschels. 

Wie  hier,  so  gehen  auch  bei  den  beiden  Verwandtschaften  11. 
und  17.  Grades,  die  in  Nr.  828,  829  besprochen  wurden,  aUe  (P) 
durch  die  Hauptpunkte.  Bei  der  ersteren  haben  wir  vier  fünffache 
Hauptpunkte  Ä,  .  .  .  D  und  fünf  doppelte  E, .  .  .  I.  Durch  jene  geht 
die  zugehörige  Hauptkurve  dreimal,  durch  diese  einmal,  und  der 
Strahl  nach  P  aus  einem  von  jenen  Hauptpunkten  hat  noch  zwei  ij 
Schnitte  mit  der  Hauptkurve,  die  mit  dem  Hauptpunkte  je  ein  Paar 
bilden,  so  daß  diese  Hauptpunkte  Ä, .  .  .  D  doppelt  auf  allen  (P)  sind. 
Die  andern  sind  einfache  Punkte;  und  gemeinsam  sind  zwei  Kurven- 
5.  Ordnung  (P)  und  {F\  wegen  der  Klasse  2,  4  •  2^  +  5  =  21  Punkte, 
die  in  Hauptpunkten  liegen;  zu  ihnen  kommen  noch  die  vier  Punkte 
der  beiden  Paare  auf  PP'. 

Bei  der  Verwandtschaft  17.  Grades,  deren  Klasse  4  ist  und  welche 
acht  sechsfache  Hauptpunkte  Ä, .  .  H  besitzt,  auf  der  zugehörigen 
Hauptkurve  je  dreifach  gelegen,  sind  diese  Punkte  für  die  Kurven  (P) 
9.  Ordnung  dreifach.     Wir  haben  8  •  3^  gemeinsame  Punkte  in  den 
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Hauptpunkten,  2  •  4  auf  FF'-^  der  81*®  ist  der  außerhalb  der  Koin- 
zidenzkurve gelegene  Koinzidenzpunkt,  der  neunte  assoziierte  zuÄ,..  .H. 

Bei  der  in  Nr.  836  besproclienen  Verwandtschaft  5.  Grades  sind 
die  sieben  Hauptpunkte  einfache  Punkte  für  aUe  Kurven  (P)  3.  Ord- 
nung, da  jeder  auf  seiner  Hauptkurve  r^^^  Ordnung  (r  —  l)-fach  liegt. 

Wir  sehen,  die  Verwandtschaft  ist  eine  Geis  er  sehe  Verwandtschaft 
5.  Grades  von  der  Art  r>);  wir  fanden  ja  auch,  daß  die  doppelten  und 
einfachen  Hauptpunkte  so  liegen,  wie  im  Spezialfall  3). 

Umgekehrt,  der  dreifache  Hauptpunkt  dieses  Spezialfalls,  als 
doppelter,  und  die  drei  doppelten,  als  einfache  Punkte,  führen  zu 
einem  Gebüsche  @  von  Kurven  3.  Ordnung,  von  denen  jede  durch 
die  Geis  er  sehe  Transformation  in  eine  andere  Kurve  von  ©  über- 
geführt wird;  und  ein  Büschel  aus  ®  geht  in  einen  Büschel  über, 
dessen  zwei  bewegliche  Grundpunkte  denen  des  ersteren  korrespon- 
dieren. Also  entsteht  innerhalb  des  Gebüsches  ©  involutorische  Kol- 
lineation.  Sie  ist  Homologie.  Denn  wir  haben  als  einzelne  sich 
selbst  entsprechende  Kurve  (Zentrum)  die  Koinzidenzkurve  f  und 
dann  noch  ein  Netz  von  solchen  Kurven  (Ebene  der  Homologie). 
Jede  Kurve  C  nämlich  von  ©,  welche  durch  zwei  kon*espondierende 
Punkte  Ä,  1  geht,  ist  sich  selbst  entsprechend ;  denn  die  entsprechende 
C  geht  ebenfalls  durch  H^  2,  aber  auch  durch  die  beiden  letzten 
Schnitte  der  C  mit  f,  wodurch  sie  mit  C  identisch  wird.  Daher  trägt 
sie  cx)^  Paare  Jff,  I,  und  durch  jedes  Paar  gehen  oo^  Kurven  C,  was 
schon  auf  ein  Netz  hinweist.  Für  jede  zwei  C  sind  die  beiden  letzten 
Schnitte  Punkte  H,  I,  denn  der  korrespondierende  von  jedem  muß 
beiden  Kurven  angehören.  Sind  daher  (7q,  C^,  Og,  C  irgend  vier 
Kurven  des  Systems,  so  bilden  wir  die  Büschel  C^C  und  G^C^  oder 
{Hy  i),  (H^  Jj).  Die  Kurve  des  ersten  Büschels,  die  durch  H^  geht, 
geht  auch  durch  I^  und  gehört  zum  zweiten  •,  d.  h.  C  gehört  zum  Netz 

So  zeigt  sich,  daß  der  Spezialfall  3)  der  Geiser  sehen  Verwandt- 
schaft auch  auf  die  Weise  hergestellt  werden  kann,  die  wir  in  Nr.  836 
kennen  gelernt  haben. 
S38  Die  involutorischen  Jonquieres  sehen  Verwandtschaften  der  zweiten 

Art  (Nr.  831),  bei  denen  die  Strahlen  des  Büschels  um  den  {n  —  1)- 
fachen  Hauptpunkt  0  involutorisch  einander  zugeordnet  sind,  haben 
die  Tangenten  der  Hauptkurve  0"~^  im  (n  —  2)-fachen  Punkt  0  der- 
selben in  dieser  Involution  gepaart  (Nr.  834).  Der  Strahl  PO  trifft 
0"~^  noch  einmal,  und  so  wird  0  der  eine  Punkt  eines  erzeugenden 
Paares  von  (P).  Ferner  wenn  X  sich  auf  einem  beliebigen  Strahle  x 
dem  0  nähert,  so  nähert  sich  der  korrespondierende  X'  dem  letzten 
Schnitt  des  gepaarten  Strahls  x'  mit  0""^;  ist  x  Tangente  von 
0"~\  so  daß  der  unendlich  nahe  X  auf  0""^  liegt,  also  dem  0  ent- 
spricht,   so   muß   dieser  Punkt   X'  auf  x'  in  0  gerückt  sein,  also  x 
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ebenfalls  Tangente  sein.  Geht  also  X,  auf  einer  Tangente  von  0  an 
Ö"~^  sich  nähernd,  durch  0,  so  geht  der  korrespondierende  X',  auf 
der  gepaarten  Tangente  sich  nähernd^  durch  0;  jede  zwei  gepaar- 
ten Tangenten  führen  zu  einem  erzeugenden  Paare  von  (P), 
dessen  Punkte  sich  in  0  vereinigt  haben.  Das  benachbarte 
erzeugende  Paar  hat  beide  Punkte  unendlich  nahe  an  0,  folglich  kann 
keiner  von  ihnen  auf  einer  nicht  die  0""^  tangierenden  Gerade  durch 
0  liegen^  weil  sonst  der  andere  im  letzten  Schnitte  des  ebenfalls  nicht 
tangierenden  gepaarten  Strahles  uiit  0""^  (oder  ihm  unendlich  nahe) 
läge,  also  nicht  unendlich  nahe  an  0.  Die  beiden  Punkte  des  be- 
nachbarten Paars  liegen  auf  gepaarten  Tangenten  der  0"~^,  und  diese 
Tangenten  sind  also  auch  Tangenten  aller  Kurven  (P). 

Für  die  drei  FäUe  von  Nr.  831  gestaltet  sich  das  Verhalten  der 
(P)  folgendermaßen. 

In  1),  wo  die  Klasse    ^    und  also  /^  +  1  die  Ordnung  der  (P)  ist, 

büden  die  n  —  2  Tangenten  der  0""^  ^(n  — 2)  Paare;  in  0  konzen- 
trieren sich  der  eine  Punkt  und  beide  Punkte  von  ^-(w  —  2)  Paaren, 
er  ist  also  (n  —  l)-fach  für  die  ( P)  mit  n  —  2  festen  Tangenten.  Das 
gibt  (n  —  ly  +  n  —  2  gemeinsame  Punkte  von  (P)  und  {P"),  weitere 
2{n—  1)  liefern  die  einfachen  Hauptpunkte  S,  T\  denn  S^  z.  B.  und 
der  Schnittpunkt  von  FS.  mit  OT,.,  der  Hauptgerade  von  aS',,  bilden  ein 
Paar:  endlich  haben  wir  die  vier  Koinzidenzpunkte  und  die  n  Punkte 

der  —  Paare  auf  PF"-  es  ist: 

{n  -  ly  -f  n  -2  +  2(w  -l)  +  4  +  /^  =  (w  +  1)1 

In   2)    muß    die    mit   Koinzidenzpunkten   erfüllte    Gerade   v   eine 

Tangente  von  0"~^  sein,  da  ein  von  0  verschiedener  fernerer  Schnitt 

mit   0"~^    dem    0,   nicht  sich  selbst  entspräche.     Die  w  — 3   übrigen 

,       fi 1 

Tangenten   sind   gepaart.     Die   Klasse   ist  — -"    ?    ^^^^    ^^®    i.^)    ^^^ 

der  Ordnung  n  (v  hat  sich  abgelöst).  0  wird  (1  -|- n  —  3)-facher 
Punkt  mit  >^  —  3  festen  Tangenten;  wir  haben: 

(,,  _  2)^  -{-  w  -  3  +  2(.^  -  1)  +  2  +  2  .  ''-^-  =  n'. 

In  3)  endlich  ist  die  Klasse  -^^  ^  ^^®  Ordnung  der  (P)  w  —  1 ; 
von  den  w  —  2  Tangenten  sind  zwei  die  Geraden  m,  v,  die  übrigen 
w  —  4  sind  gepaart,  also  0  (1  -{-  n  —  4)-fach  mit  w  —  4  festen  Tan- 
genten: es  ist: 

(m._3)2^^_4  +  2(w-1)  +  2-"^^  =  (w-  ly. 

Wenn  die  Klasse  1  ist,  so  ist,  in  allen  drei  Fällen,  der  Punkt  0 
einfach  und  ohne  feste  Tangenten,  so  daß  die  (P)  3.  Ordnung  sieben 
feste   einfache  Punkte   und   zu  je   zweien   zwei  veränderliche  Punkte 
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gemein  haben,  welche  als  Schnitte  sich  selbst  entsprechender  Kurven 
korrespondierende  Punkte  sind,  so  daß  wir  wieder  zur  Geis  er  sehen 
Verwandtschaft  geführt  werden. 

Alle  involutorischen  Verwandtschaften  von  der  Klasse  1,  welche 
wir  kennen  gelernt  haben,  haben  sich  dieser  Geis  er  sehen  Verwandt- 
schaft subsumiert.  Wir  gehen  auf  weitere  Untersuchungen  nicht  ein 
und  begnügen  uns  mit  dem  Verweise  auf  die  in  Nr.  830  erwähnte 
Abhandlung  von  Bertini,  in  welcher  insbesondere  auch  die  Frage 
nach  involutorischen  Cremonaschen  Verwandtschaften  erörtert  wird, 
welche  durch  eine  quadratische  Verwandtschaft  auf  niedrigeren  Grad 
gebracht  werden  können  oder  nicht. 


§  117.  Das  Korrespondenzprinzip  in  der  Ebene  oder  im  Bündel  nnd 
Anwendungen;  Erzeugnisse  von  drei  Gebilden,  welche  kollinear  oder 

korrelativ  sind. 

839  Anschließend    an    die    Ermittelung    der   n  -\-  2    sich    selbst    ent- 

sprechenden Punkte  zweier  in  einander  liegenden  Felder,  welche  sich 
in  einer  Cremonaschen  Verwandtschaft  w*®^  Grades  befinden,  (Nr.  790) 
wollen  wir  uns  zu  dem  aUgemeinen  Satze  wenden,  welcher  die  An- 
zahl der  Koinzidenzpunkte  angibt,  wenn  die  Felder  in  einer  allge- 
meineren (m,  m')-deutigen  Verwandtschaft  stehen,  zum  Korrespon- 
denzprinzip in  der  Ebene. 

Es  befinden  sich  in  einer  Ebene  zwei  Felder  X,  X'  in 
einer  derartigen  Verwandtschaft,  daß  einem  Punkt  X  von 
Z  m'  Punkte  X'  von  X'  und  einem  Punkte  X!  von  X'  m  Punkte 
X  in  X  entsprechen.  Der  Grad  der  Verwandtschaft  sei  w; 
d.  h.  wenn  zwei  Geraden  l  und  V  gegeben  sind,  so  sind  n  Paare 
entsprechender  Punkte  vorhanden,  von  denen  X  auf  ?,  X' 
auf  V  liegt.  Daraus  folgt  dann  wiederum,  daß,  wenn  X  die  ?, 
oder  X'  die  V  durchläuft,  X',  bzw.  X  eine  Kurve  n^^^  Ord- 
nung beschreibt.  Und  jede  Gerade  l^T  der  Ebene  trägt  n 
Paare  entsprechender  Punkte. 

Die  den  Schnittpunkten  einer  l  mit  der  korrespondierenden  Kurve 
C  n^^^  Ordnung,  als  Punkten  von  ?,  entsprechenden  Punkten  liegen 
im  allgemeinen  außerhalb  l,  so  daß  auf  l  kein  Koinzidenzpunkt  fällt. 
Da  somit  eine  beliebige  Gerade  keinen  solchen  Punkt  enthält,  sind 
deren  nicht  oo^,  sondern  nur  eine  endliche  Anzahl  vorhanden.  Diesen 
aUgemeinen  Fall  setzen  wir  voraus,  und  um  die  Bestimmung  dieser 
Anzahl  handelt  es  sich.  Daß  in  speziellen  Fällen  Kurven  vorkommen, 
welche  ganz  mit  Koinzidenzpunkten  erfüllt  sind,  wissen  wir. 

Jene  n  Punkte,  in  denen  l  und  C  sich  schneiden,  haben  als 
Punkte  von  C,  einen  entsprechenden  auf  ?;  so  ergeben  sich  die  n  Paare 
entsprechender  Punkte  auf  l. 
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Jeder  Punkt  von  l  hat  alle  7)i  entsprechenden  Punkte  auf  C\  jeder 
von  C  aber  im  allgemeinen  nur  einen  entsprechenden  auf  Z;  C'  ist 
die  volle  entsprechende  Kurve  von  ?,  nicht  aber  l  die  von  C;  deren 
Ordnung  muß  ja,  da  der  Beweis  von  Nr.  787  auch  für  diesen  allge- 
meineren Fall  gilt,  71^  sein;  es  gibt  also  eine  die  l  ergänzende  Kurve 
von  der  Ordnung  n^  —  1,  welche  durch  die  m  —  1  nicht  auf  l  ge- 
legenen den  Punkten  von  C  entsprechenden  Punkte  erzeugt  wird. 

Die  Strahlen  x,  x'  durch  einen  festen  Punkt  0  der  Ebene, 
welche  nach  entsprechenden  Punkten  von  l  und  C  gehen,  stehen  in 
einer  Korrespondenz  \_n^  m'\.  denn  einem  Strahle  x  entsprechen  die 
Strahlen  x ,  welche  nach  den  m  dem  Ix  korrespondierenden  Punkten 
gehen,  einem  x  die  n  Strahlen  x,  die  nach  den  Punkten  von  l  gehen, 
die  seinen  n  Schnitten  mit  C  korrespondieren.  Die  n  -j-  m  Koinzi- 
denzstrahlen lehren,  daß  es  auf  l  n  -\-  nt  Punkte  X  gibt,  welche 
mit  einem  der  entsprechenden  Punkte  X'  auf  einer  Gerade 
durch  0  liegen,  und  daß  alle  derartigen  Punkte  X  eine  Kurve  Ä" 
von  der  Ordnung  n  -{-  m'  erfüllen,  auf  welcher  der  Punkt  0 
m'-fach  ist.  Und  die  entsprechenden  Punkte  X'  erzeugen  eine  Kurve  K' 
von  der  Ordnung  n  -f  m,  welche  ^-mal  durch  0  geht;  jeder  Strahl 
von  0  trifft  K  und  K'  in  den  n  auf  ihm  gelegenen  Paaren  ent- 
sprechender Punkte. 

Diese  beiden  Kurven  K  und  K'  befinden  sich  in  eindeutiger  Be- 
ziehung ihrer  Punkte;  sollte  ein  Punkt  der  einen  Kurve  mehrere  kor- 
respondierende auf  der  andern  haben,  so  wird  er  der  erstem  ent- 
sprechend vielfach  angehören.  Die  volle  entsprechende  Kurve  z.  B. 
der  K  ist  von  der  Ordnung  n(n  -\-  m)  und  zerfällt  in  K'  und  eine 
zweite  Kurve,  welche  je  von  den  m'  —  1  übrigen  entsprechenden 
Punkten  der  Punkte  von  K  beschrieben  wird.  Wir  können  diese 
Kurven  K  und  K'  wiederum  die  zu  0  gehörigen  isologischen  Kurven 
nennen. 

Durch  sie  entsteht  in  einem  zweiten  Strahlenbüschel  U  eine 
Korrespondenz  [n  -\-  tn,  w  -f  m'],  in  welcher  Strahlen  zugeordnet  sind, 
die  nach  entsprechenden  Punkten  von  K  und  K'  gehen.  Zu  den 
2n  -\-  m  -\-  m  Koinzidenzstrahlen  derselben  gehört  die  Gerade  o  =  UO 
und  zwar  w-fach.  Die  bloße  Bemerkung,  daß  auf  ihr  n  Paare  ent- 
sprechender Punkte  liegen,  genügt  jedoch  noch  nicht,  diese  w-Fachheit 
zu  erkennen;   wir  verfahren  nach  der  Regel  von  Zeuthen  (Nr.  160). 

Wir  ziehen  im  Büschel  U  den  Strahl  y  dem  o  unendlich  nahe; 
er  trifft  ^^  in  n  -\-  m  Punkten,  von  denen  m  in  der  Nähe  von  0 
liegen.  Die  Strahlen,  welche  von  0  nach  ihnen  gehen,  sind  endlich 
von  0  verschieden,  und  die  jenen  Punkten  entsprechenden  auf  K' 
führen  zu  Strahlen  aus  Z7,  welche  ebenfalls  endHch  von  o  verschieden 
sind.  Von  den  n  andern  Schnitten  des  y  mit  K  sei  Z  einer;  er  ist 
in  der  Nähe  von  o  gelegen,  aber,  bei  der  beliebigen  Lage  von  ü  und 

9* 


sin  yy         ZZ' 
sin  02/  ~  VZ"> 

sin  oy 
sin  zy  ~ 

oz 

sin  yy 
sinoy  ~~ 

ZZ'    uo 

UZ'  '  OZ  ' 
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Oy  in  endlicher  Entfernung  von  diesen  Punkten,  Z'  sei  der  ihm  ent- 
sprechende Punkt  von  K'  (auf  OZ)-^  er  liegt  in  endlicher  Entfernung 
von  Z,  weil  in  der  Nähe  von  o^  einer  beliebigen  Gerade,  kein  Koin- 
zidenzpunkt sich  befindet,  und  auch  von  ü.  Bezeichnen  wir  die 
Strahlen   OZZ'  und    J]Z'  mit  z  und  y\  so  gilt  (absolut): 


also; 


Weil  rechts  eine  endliche  Größe  steht,  so  ist  ^yy  ebenso  un- 
endlich klein  1.  Ordnung,  wie  ^oy.  Dasselbe  gilt  für  jedes  der  n 
Paare  ZZ',  deren  Z  auf  y  in  endlicher  Entfernung  von  0  liegen; 
folglich  ist,  nach  der  genannten  Regel,  die  Vielfachheit  von  o  als 
Koinzidenz  gleich  n. 

Es  bleiben  demnach  m  4-  ni  -f-  n  andere  Koinzidenzstrahlen  der 
Korrespondenz  im  Büschel  U.  Jeder  von  ihnen  enthält  zwei  ent- 
sprechende Punkte  X,  X',  die  zugleich  auf  einem  und  demselben  und 
zwar  von  IJO  verschiedenen  Strahle  durch  0  liegen.  Folglich  müssen 
sich  die  beiden  Punkte  X  und  X.'  im  Schnittpunkte  der  beiden  Strahlen 
aus  U  und  0  vereinigen.  Und  umgekehrt,  jeder  Koinzidenzpunkt  ist 
sich  selbst  entsprechend  auf  den  beiden  Kurven  K  und  K'  und  liegt 
auf  einem  Koinzidenzstrahl  der  Kon-espondenz  im  Büschel   U.    Also: 

Wenn  zwei  Felder  derselben  Ebene  in  einer  mehrdeu- 
tigen Verwandtschaft  der  oben  beschriebenen  Art  sich  be- 
finden, so  haben  sie  im  allgemeinen  eine  endliche  Anzahl 
von  Koinzidenzpunkten.     Diese  Anzahl  ist  m -\- m  -{- n'^). 

Das  Prinzip  kann  sofort  auf  Strahlenfelder,  Strahlen-  und 
Ebenenbündel  übertragen  werden,  so  wie  auf  alle  kollinear 
auf  diese  Gebilde  beziehbaren  Gebilde  2.  Stufe,  z.  B.  Netze 
von  Kurven  oder  Flächen,  die  Doppelsekanten-Kongruenz  einer  kubi- 
schen Raumkurve,  usw. 

Geben  wir  einige  Anwendungen.  Wir  fanden  (Nr.  377),  daß  es 
bei  drei  kollinearen  Bündeln  0,  0^,  0^  sechsmal  vorkommt,  daß  ent- 
sprechende Ebenen  in  eine  Gerade,  statt  bloß  in  einen  Punkt,  zu- 
sammenlaufen. Um  dies  nochmals  zu  beweisen,  stellen  wir  im  Bündel 
0^0'  eine  Verwandtschaft  der  Ebenen  her,  indem  wir  jeder  Ebene  H 


1)  Von  Cajle}"  gefunden:  Salmons  Geometry  of  tliree  dimensions,  2. 
Aufl.  S.  511.  Den  obigen  Beweis  veröffentiichte  Zeuthen  in  den  Comptes  rendus 
Bd.  78  S.  1553.  Zeuthen  selbst  und,  ihm  folgend,  Schubert  (Kalkül  der  ab- 
zählenden Geometrie,  Kap.  3)  berücksichtigen  auch  den  Fall  von  Kurven  von 
Koinzidenzpunkten.  Neuerdings  gab  Zeuthen  das  Korrespondenzprinzip  auf  einer 
algebraischen  Fläche:  Comptes  rendus  Bd.  113  (1906)  S.  491.  Vgl.  auch  seinen 
Artikel  in  der  Encyklopädie :  Abzählende  Methoden  III  C  3  S.  257. 
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des  erzeugenden  Bündels  0  diejenige  H'  im  Bündel  0'  zuordnen, 
welche  nach  der  Schnittlinie  der  beiden  in  Oj,  Og  entsprechenden 
Ebene  E^,  Hg  geht.  Also  ist  tn  =  1.  Diese  Schnittlinien  E^  Hg  er- 
zeugen die  Doppelsekanten-Kongruenz  einer  kubischen  Raumkurve;  folg- 
lich enthält  eine  Ebene  H'  drei  Schnittlinien  und  hat  drei  entsprechende 
Ebenen  H;  demnach  m  =  3.  Drittens,  wenn  H  einen  Büschel  in  0 
durchläuft,  beschreibt  ^^^^2  ^i^®  Regelschar  in  jener  Kongruenz  und 
die  Ebenen  H'  aus  0'  umhüllen  den  Tangentialkegel  an  ihre  Träger- 
fläche; somit  ist  w  =  2;  und  die  Zahl  der  Koinzidenzen,  der  Ebenen 
H,  welche  durch  E^l^  gehen,  ist  1  +  3  +  2  =  6. 

Wenn  entsprechende  Punkte  X,  X'  zweier  kollinearer  Flächen 
2.  Grades  aus  einem  Punkte  0  projiziert  werden,  so  ergibt  sich 
im  Bündel  0  eine  Verwandtschaft,  in  der  ersichtlich  m  =  m  =  2 ;  aber 
auch  n  =  2,  weil  dem  von  der  Ebene  eines  Büschels  in  0  aus  der 
einen  Fläche  ausgeschnittenen  Kegelschnitte  auf  der  andern  ein  Kegel- 
schnitt entspricht,  der  dann  aus  0  durch  einen  Kegel  2.  Grades  projiziert 
wird.  Die  2  -\-  2  -{-  2  =  6  Koinzidenzstrahlen  sind  die  durch  0  gehen- 
den Verbindungslinien  XX',  so  daß  wir  die  Ordnung  (>  ihrer  Kon- 
gruenz von  neuem  erkannt  haben  (Nr.  505). 

Projizieren  wir  die  auf  der  Jaco bischen  Fläche  gelegenen  kon- 
jugierten Punkte  0,  0'  eines  Flächengebüsches  2.  Ordnung  (Nr.  688) 
aus  einem  beliebigen  Punkte,  so  entsteht  in  dessen  Bündel  eine  Kor- 
respondenz: m  =  m  =  4,  n  =  6;  ihre  4  4-  4  -f  6  =  14  Koinzidenzen  sind 
die  doppelt  zu  rechnenden  sieben  Strahlen  der  Kongruenz  der  Ver- 
bindungslinien 00',  welche  durch  den  Punkt  gehen.  Daß  sie  doppelt 
zu  rechnen  sind,  folgt  aus  dem  involutorischen  Charakter  der  Korre- 
spondenz (0,   0'). 

Mit  Hilfe  des  Korrespondenzprinzips  kann  auch  die  Anzahl  der 
Flächen  eines  Systems  mit  den  Charakteristiken  |u,  v,  p  (Zahlen  der 
durch  einen  Punkt  gehenden,  eine  Gerade,  eine  Ebene  berührenden 
Flächen),  welche  eine  Fläche  von  der  Ordnung  m,  der  Klasse  w,  dem 
Rang  r  berühren: 

mp  +  M|u  -|-  rv 

bestimmt  werden^).  Besteht  das  Flächensjstem  aus  konzentrischen 
Kugeln,  so  ist  )u  =  v  =  p  =  1,  und 

m  -\-  n  -\-  r 

ist  die  Anzahl  der  Normalen  aus  einem  Punkte  an  die  Fläche  (w,  w,  r)  ^). 

Um  weitere  Anwendungen  des  Korrespondenzprinzips  in  der  Ebene  840 
oder  im  Bündel  zu  geben,  wollen  wir  uns  einer  liniengeometrischen 


1)  Brill,  Math.  Annalen  Bd.  8  S.  534. 

2)  Math.  Annalen  Bd.  7  S.  580. 
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Problemgruppe:  über  Treffgeraden  entsprechender  Geraden  zu- 
wenden. Die  Erzeugnisse  solcher  Treffgeraden  bei  projektiven  Strahlen- 
büscheln wurden  in  Nr.  254 ff.  betrachtet.  Wir  behandeln  nun  pro- 
jektive Regelscharen. 

Zwei  projektive  Regelscharen  führen  zu  einem  Komplexe 
4.  Grades;  denn  in  einer  Ebene  haben  wir  zwei  projektive  Kegel- 
schnitte und  die  Kurve  4.  Klasse  der  Verbindungslinien  entsprechender 
Punkte.  Diese  Komplexkurve  steht  in  eindeutiger  Beziehung  zu  jeder 
der  beiden  Regelscharen,  und  wenn  zu  ihnen  eine  dritte  tritt,  auch 
zu  dieser  und  ihrem  Schnitte  mit  der  Ebene  der  Komplexkurve-,  dies 
führt  nach  §  28  zu  4  -j-  2  ==  6  Inzidenzen  entsprechender  Tangenten 
der  Komplexkurve  und  Erzeugenden  der  dritten  Regelschar. 

Bei  drei  projektiven  Regelscharen  erzeugen  die  Treff- 
geraden homologer  Geraden  eine  Kongruenz  6.  Ordnung 
6.  Klasse. 

In  einer  vierten  Regelschar  stellen  wir  dann  eine  Korrespondenz 
her,  indem  wir  jeder  Gerade  x  derselben  die  vier  Geraden  x  zuordnen, 
welche  von  den  beiden  Treffgeraden  der  ihr  in  den  drei  ersten  kor- 
respondierenden Geraden  und  einer  beliebigen  Gerade  g  geschnitten 
werden.  Einer  x  gehören  zwölf  Geraden  x  zu,  weil  sie  aus  der  Kon- 
gruenz (6,  6)  von  vorhin  eine  Regelfläche  12.  Grades  ausscheidet, 
mit  zwölf  von  g  getroffenen  Geraden.  Die  Geraden  der  vierten  Regel- 
schar, die  den  von  diesen  getroffenen  Geraden  der  drei  ersten  ent- 
sprechen, sind  die  x.  Die  16  Koinzidenzen  dieser  Korrespondenz  [12,  4] 
lehren,  daß  vier  projektive  Regelscharen  zu  einer  Regel- 
fläche 16.  Grades  führen;  und  in  ähnlicher  Weise  entsteht  in 
einer  fünften  Regelschar  eine  Korrespondenz  [16,  4]. 

Fünf  projektive  Regelscharen  besitzen  20  Treffgeraden 
homologer  Strahlen. 

Die  Zahlen  sind  durchweg  die  doppelten  derjenigen  bei  projek- 
tiven Strahlenbüscheln. 

Steigen  wir  auf  zu  kollinearen  Bündeln. 

Jede  Gerade  des  Raums  ist  einmal  Treffgerade  entspre- 
chender Strahlen  zweier  kollinearer  Bündel. 

Drei  kollineare  Bündel  0^,  Og,  0^  führen  zu  einem  Kom- 
plexe 3.  Grades  der  Regelscharen  [iZJia^2^3]  ^®^  Treffgeraden 
homologer  Strahlen. 

Die  Komplexkurve  in  einer  Ebene  kennen  wir  schon;  sie  wird 
von  den  Geraden  umhüllt,  welche  je  durch  drei  entsprechende  Punkte 
der  in  der  Ebene  entstehenden  kollinearen  Felder  gehen  (Nr.  377). 

Der  Komplexkegel  ergibt  sich  dual;  wir  können  ihn  aber  auch 
folgendermaßen  finden.  Durch  die  kollinearen  Bündel  kommen  die 
Ebenenbüschel    um    drei    beliebige    Geraden    u^,   v^,   iv^    in    ihnen    in 
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Trilinearität,  wobei  solche  Ebenen  einander  zugeordnet  werden,  welche 
entsprechende  Strahlen  enthalten^). 

Lassen  wir  die  drei  Büschelaxen  Wj,  v^j  w^  durch  denselben 
Punkt  P  gehen,  so  ist  der  Kegel  3.  Ordnung,  welcher  das  Erzeugnis 
der  Trilinearität  ist  (Nr.  212),  der  Komplexkegel  ^). 

Die  sechs  ausgezeichneten  Geraden,  in  welche  drei  entsprechende 
Ebenen  der  Bündel  zusammenkommen,  sind  Doppelstrahlen  des  Kom- 
plexes; in  jeder  durch  eine  dieser  Geraden  gehenden  Ebene  wird  die 
Gerade  sich  selbst  entsprechend  in  den  drei  Feldern  und  dadurch 
Doppeltangente  der  Kurve  3.  Klasse. 

Jede  der  erzeugenden  Regelscharen  [j^jiToarg]  ist  einer 
andern  {x^x^x^  verbunden,  zu  welcher  die  drei  entsprechen- 
den Geraden  selbst  gehören.  Diese  erzeugen  einen  Komplex 
6.  Grades. 

Die  Regelscharen  [aJi^t^giCg]  bei  drei  projektiven  Strahlenbüscheln 
erzeugen  eine  Kongruenz  (3,  3)  (Nr.  257);  daraus  folgt,  daß  von  den 
Trägerflächen  drei  durch  einen  Punkt  P  gehen  und  drei  in  eine 
Ebene  tt  fallen.  Das  bedeutet  wiederum,  daß  auch  die  verbundenen 
Regelscharen  (x^x^x^  eine  Kongruenz  (3,  3)  erzeugen.  Gehören  die 
Büschel  zu  unsern  Bündeln,  so  schließen  wir,  daß  die  Tripel  homo- 
loger Strahlen,  deren  [pc^x^x^-  oder  (a^irrgiPg)- Trägerflächen  durch  P 
gehen  oder  tt  berühren,  Kegel  3.  Ordnung  erzeugen.  Zwei  solche 
Kegel,  etwa  in  Oj,  zu  P  und  P^  oder  tt  und  tt^  oder  P  und  tt  ge- 
hörig, lehren  durch  ihre  Schnittstrahlen,  daß  das  doppelt  unendliche 
System  der  Trägerflächen  alle  drei  Charakteristiken  ju^,  p^,  jup  gleich  9 
hat.  Lassen  wir  P  und  tt  inzident  sein,  so  zeigt  sich,  daß  der  Büschel 
(P,  tt)  drei  Strahlen  aus  dem  früheren  und  sechs  aus  dem  jetzigen 
Komplexe  enthält. 

Auf  diese  beiden  Komplexe  wurde  schon  in  Nr.  388  hingewiesen. 

Zugleich  hat  sich  ergeben,  daß  einem  Kegel  oder  einer  Kurve 
des  ersten  Komplexes  in  jedem  der  drei  Bündel  ein  Kegel 
3.  Ordnung  der  getroffenen  Strahlen  entspricht. 

Drei  kollineare  Felder  führen  ebenfalls  zu  Komplexen 
3.  Grades  der  [^Tirra^rg]  und  6.  Grades  der  {x^x^x^-^  und  dies 
bleibt,  wenn  gemischte  Gebilde  vorliegen,  Bündel  und  Felder, 
von  denen  die  einen  zu  den  andern  korrelativ  sind. 

Wir  hätten  den  Grad  3  auch  durch  eine  Korrespondenz  in  einem 


1)  Sind  ^2,^5;  v^ ,  v^ ;  w^ ,  w^  die  entsprechenden  Strahlen,  so  sind  u^v^ ,  v^  m,  ; 
1«!  w^ ,  Vg  w^  die  beiden  neutralen  Paare  in  u-^ ,  v^ . 

2)  Fällt  P  auf  die  durch  die  Bündel  erzeugte  kubische  Fläche,  so  wird 
die  Trilinearität  singulär  (Nr.  209).  Sie  artet  in  interessanter  Weise  aus,  wenn 
P  auf  die  kubische  Raumkurve,  die  durch  zwei  Bündel  entsteht,  zu  liegen  kommt ; 
jeder  von  den  drei  Büscheln  erhält  dann  ein  singuläres  Element,  das  mit  be- 
liebigen aus  den  andern  trilinear  verbunden  ist. 
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Strahlenbüschel  führen  können  und  wollen  ihn,  teilweise  dualisiert, 
für  den  Fall  zweier  Bündel  0^,  0^  nnd  eines  Feldes  Ig  führen.  Ein 
Strahl  y  von  (P,  tt)  trijfft  zwei  entsprechende  Strahlen  aus  Oj,  Og; 
der  entsprechende  Strahl  von  Z3  werde  von  y  aus  (P,  tt)  getroffen. 
Ein  Strahl  y'  aus  (P,  tt)  aber  scheidet  aus  dem  Felde  einen  Büschel 
aus,  durch  dessen  Scheitel  er  geht;  ihm  entsprechen  zwei  Strahlen- 
büschel in  O^j  Og,  von  deren  tetraedralem  Komplexe  zwei  Strahlen  y 
zu  (P,  tt)   gehören.     Diese  Korrespondenz  [2,  1]   führt   zum   Grade  3. 

Der  Beweis,  daß  der  andere  Komplex  vom  6.  Grade  ist,  verläuft 
wie  oben. 

Wir  gehen  zu  vier  kollinearen  Bündeln  0^,  Oj>,  O3,  0^.  Den 
drei  Kegeln  3.  Ordnung  in  O^,  Og,  O3  der  Tripel,  welche  durch  einen 
Punkt  P  gehende  oder  in  eine  Ebene  tt  fallende  Treffgeraden  haben, 
die  also  zum  Komplexkegel  (P)  oder  zur  Komplexkurve  (tt)  gehören, 
entspricht  in  0^  ein  Kegel  3.  Ordnung,  der  eindeutig  auf  (P)  oder 
(tt)  bezogen  ist;  es  gibt  daher  3  +  3  =  6  Inzidenzen  entsprechender 
Geraden  (§  28). 

Vier  kollineare  Bündel  führen  zu  einer  Kongruenz  (^^jQ) 
der  Paare  der  Treffgeraden  homologer  Strahlen. 

Bildet  man  aus  den  Bündeln  zwei  Paare  0^,  Og;  O3,  0^,  so  ergibt 
sich  in  einem  Bündel  P  eine  Cremonasche  Verwandtschaft,  in  der 
zwei  Strahlen  y  und  y  zugeordnet  sind,  von  denen  der  eine  zwei 
entsprechende  Strahlen  aus  0^,  Og  und  der  andere  die  ihnen  entspre- 
chenden in  O3,  O4  schneidet.  Der  Strahl  y  trifft  einmal  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  aus  Oj,  0^]  derjenige  x^  in  0^  ist  Schnitt  der 
Ebene  O^y  mit  der  der  Ebene  O^y  in  0^  entsprechenden.  Durchläuft 
also  y  einen  Strahlenbüschel  in  P,  so  beschreibt  x^  einen  Kegel 
2.  Grades  in  0^,  also  auch  x^  in  Og,  denen  ebensolche  Kegel  in  Ö3,  0^ 
korrespondieren.  In  eine  Ebene  tt'  von  P  schneiden  sie  eindeutig 
bezogene  Kegelschnitte  und  durch  P  gehen  vier  Verbindungslinien 
entsprechender  Punkte.  Dem  Strahlenbüschel  korrespondiert  also  ein 
Kegel  4.  Grades;  die  Verwandtschaft  ist  vom  4.  Grade^).  Die 
Anzahl  der  Koinzidenzen  beträgt  1  +  14-4  =  6. 

Eine  Gerade  g  scheidet  aus  der  Kongruenz  (6,  6)  eine  Regel- 
ffäche  12.  Grades. 

Die  Strahlen  in  den  vier  Bündeln,  deren  Treffgeraden  der  g  be- 
gegnen, bilden  Kegel  8.  Ordnung,   denn  vier  entsprechende  Strahlen- 


1)  Mit  je  drei  doppelten  und  drei  einfachen  Hauptßtrahlen ;  die  doppelten 
im  ersten  Bündel  sind  die  Strahlen  JPO^ ,  PO^  und  die  Doppelsekante  an  die 
durch  Ol ,  Oj  erzeugte  kubische  Raumkurve ;  die  einfachen  sind  die  Strahlen  aus 
P,  welche  diejenigen  entsprechenden  Strahlen  aus  0, ,  0,  treffen,  welche  den 
Strahlen  O^P^  O^P  oder  den  beiden  entsprechenden  Strahlen  aus  Oj,  0^  ent- 
sprechen, die  in  der  Ebene  O5  0^  P  liegen. 
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büschel  aus  ihnen  führen  zu  einer  Regelfläche  8.  Grades  der  Treff- 
geraden (Nr.  257),  von  denen  acht  die  g  schneiden. 

Der  Kegel  8.  Ordnung,  der  ihnen  in  einem  fünften  Bündel  ent- 
spricht, steht  in  eindeutiger  Beziehung  zu  jener  Kegelfläche  12.  Grades; 
die  12  -f  8  =  20  Inzidenzen  zeigen: 

Bei  fünf  kollinearen  Bündeln  entsteht  durch  die  Treff- 
geraden homologer  Strahlen  eine  Regelfläche  20.  Grades. 

Die  getroffenen  Geraden  in  jedem  der  Bündel  bilden  einen  Kegel 
10.  Ordnung,  wie  der  Satz  in  Nr.  257  über  fünf  projektive  Büschel 
zeigt.     Wir  erhalten: 

Sechs  kollineare  Bündel  haben  30  Treffgeraden  ent- 
sprechender Strahlen. 

Es  ändert  sich  nichts  an  den  Ergebnissen,  wenn  beliebig  viele 
der  Bündel  durch  Felder  ersetzt  werden,  die,  unter  einander  kollinear, 
zu  den  verbleibenden  Bändeln  korrelativ  sind. 

Ehe  wir  zu  kolliuearen  Räumen  aufsteigen,  müssen  wir  uns  mit 
kollinearen  Strahlennetzen  und  kollinearen  Strahlengebüschen  (als  ent- 
sprechenden Gebilden  in  kollinearen  Räumen)  beschäftigen. 

Bei  zwei  kollinearen  Strahlennetzen  trifft  jede  Gerade, 
weil  sie  aus  einem  der  Netze  eine  Regelschar  und  aus  deren  ent- 
sprechender Regelschar  zwei  Geraden  ausscheidet,  zwei  Paare  homo- 
loger Geraden.  Deswegen  und  weil  die  Ergebnisse  bei  Regelscharen 
doppelt  so  groß  sind  als  bei  Strahlenbüscheln,  werden  die  Zahlen 
doppelt  so  groß,  als  bei  koUinearen  Bündeln. 

Bei  drei  kollinearen  Strahlennetzen  erzeugen  die  Treff- 
geraden  einen  Komplex  6.  Grades,  und  in  jedem  bilden  die  ge- 
troffenen Geraden,  deren  Treffgeraden  einen  Kegel  oder  eine  Kurve 
des  Komplexes  bilden,  eine  Regelfläche  6.  Grades. 

Bei  vier  kollinearen  Strahlennetzen  entsteht  durch  die 
Treffgeraden  eine  Kongruenz  (12,  12j,  und  in  jedem  bilden  die 
getroffenen  Geraden,  deren  Treffgeraden  eine  gegebene  Gerade  schneiden, 
eine  Regelfläche  vom  Grade  16. 

Bei  fünf  kollinearen  Strahlennetzen  erzeugen  die  Treff- 
geraden  eine  Regelfläche  vom  Grade  12  -}-  12  +  16  =  40. 

Hierzu  brauchen  wir  den  noch  nicht  in  §  28  bewiesenen  Satz, 
daß  bei  zwei  eindeutig  bezogenen  Regelflächen  von  den  Gra- 
den Wj,  >?2  es  n^  -j-  '^2  Paare  entsprechender  Geraden  gibt, 
die  sich  schneiden.  Er  folgt  aus  dem  letzten  Satze  an  jener  Stelle. 
In  der  Tat,  wir  schneiden  beide  Regelflächen  je  mit  zwei  Ebenen 
^1?  9ii  ^8;  92  ^^^  erhalten  vier  Kurven  von  den  Ordnungen  %,  m^,  Wg,  % 
mit  eindeutig  bezogenen  Punkten:  auf  entsprechenden  Erzeugenden. 
Von  den  2(n^  +  Wg)  Quadrupeln  je  in  derselben  Ebene  gelegener  ent- 
sprechender  Punkte,    die    nach   jenem    Satze  vorhanden    sind,    gehen 
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n^-\-n^    ab,    die    von    den    Schnitten    der  e^cpi,  e^cpg   herrüliren.     Die 
andern  beweisen  die  Behauptung^). 

In  jedem  der  fünf  Strahlennetze  bilden  die  getroffenen  Geraden 
eine  Regelfläche  20.  Grades. 

Und  bei  sechs  kollinearen  Strahlennetzen  gibt  es 
40  -f-  20  =  CO  Treffgeraden  homologer  Strahlen. 

Die  Ordnung  12  der  Kongruenz  bei  vier  kollinearen  Strahlennetzen 
wollen  wir  nochmals  mit  Hilfe  des  jetzigen  Korrespondenzprinzips  be- 
weisen. Wir  ordnen  wiederum  in  einem  Bündel  P  zwei  Strahlen  y 
und  y  einander  zu,  von  denen  der  eine  zwei  homologe  Strahlen  aus 
den  Netzen  iV^,  N^  trifft,  der  andere  die  ihnen  entsprechenden  in 
^3,  N^.    Jedem  y  entsprechen  zwei  Strahlen  y,  und  ebenso  umgekehrt. 

Eine  Gerade  g  scheidet  aus  N^  eine  Regelschar  aus,  der  projektiv 
eine  in  N.^  entspricht;  der  diesen  Regelscharen  zugehörige  Komplex 
4.  Grades  sendet  in  den  Büschel  (P,  tt)  vier  Strahlen;  daraus  folgt, 
daß,  wenn  y  diesen  Büschel  durchläuft,  die  getroffenen  entsprechen  den 
Strahlen  in  iVj,  N^  Regelflächen  4.  Grades  erzeugen,  denen  ebensolche 
in  iVg,  N^  entsprechen,  und  die  Strahlen  y  aus  P  nach  homologen 
Strahlen  führen,  wie  oben,  zu  einem  Kegel  8.  Ordnung,  welcher  in 
der  Bündelkorrespondenz  dem  Büschel  (P,  tt)  entspricht.  Sie  hat, 
nach  dem  Prinzip,  24-2-f-8=12  Koinzidenzen,  Strahlen  aus  P, 
welche  vier  homologe  Strahlen  aus  N^^  .  .  .  N^  treffen. 
841  Statt  der  Gebüsche  wollen  wir  lieber  allgemeiner  Gewinde  be- 

handeln; die  Ergebnisse  sind  dieselben. 

Bei  drei  kollinearen  Gewinden  trifft  jede  Gerade  g  des 
Raums  zwei  Tripel  entsprechender  Strahlen;  denn  sie  scheidet 
aus  dem  ersten  ein  Strahlennetz,  aus  dem  entsprechenden  im  zweiten 
eine  Regelschar  und  aus  der  Regelschar,  welche  dieser  und  ihrer  ent- 
sprechenden aus  dem  ersten  im  dritten  korrespondiert,  zwei  Geraden. 

Bei  vier  kollinearen  Gewinden  G^,  G^,  G^y  G^  entsteht 
durch  die  Treffgeraden  homologer  Strahlen  ein  Komplex 
8.  Grades.  Denn  in  einem  Strahlenbüschel  (P,  tt)  ordnen  wir  einem 
Strahle  y  die  beiden  y  zu,  welche  die  beiden  Strahlen  von  G^  schnei- 
den, die  den  von  y  getroffenen  Tripeln  aus  G^,  G^j  G^  entsprechen. 
Ein  y  scheidet  aus  G^  ein  Strahlennetz,  und  der  Komplex  6.  Grades, 
der  zu  den  drei  entsprechenden  Netzen  in  G^,  G^,  G^  gehört,  liefert 
in  (P,  tt)  die  sechs  dem  y    entsprechenden  Strahlen  y. 

Wir  wollen  wieder  wissen,  wie  die  Strahlen,  etwa  in  (x^,  gelegen 
sind,  die  von  Strahlen  eines  Komplexkegels  (P)  oder  einer  Komplex- 
kurve (tt)  getroffen  werden.  Das  durch  die  Gerade  l  aus  G^  aus- 
geschiedene Strahlennetz  und  seine  entsprechenden  in  G^y  G^y  G^  führen 
zu  einer  Kongruenz  (12,  12),  so  daß  zwölf  Strahlen  zu  (P)  oder  (tt) 


1)  Für  Wi  =  Wj  =  2  vgl.  Nr.  180,  208. 
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gehören  und  ebenso  viele  getroffene  Strahlen  aus  G^  der  l  begegnen. 
Die  gesuchten  Strahlen  erzeugen  also  in  G^  eine  Regelfläche  12.  Grades, 
der  ebensolche  in  G^j  G^,  G^  und  in  einem  hinzutretenden  G^^  kor- 
respondieren; letztere,  in  eindeutiger  Beziehung  zu  dem  Koraplexkegel 
(P),  der  Komplexkurve  (tt),  hat  12  +  8  =  20  Erzeugende,  welche  die 
entsprechende  Kante  oder  Tangente  treffen.     Also: 

Bei  fünf  kollinearen  Gewinden  bilden  die  Treffgeraden 
homologer  Strahlen  eine  Kongruenz  (20,  20). 

Jeder  Punkt  P,  jede  Ebene  tt  scheidet  aus  G^  einen  Büschel;  er 
und  seine  korrespondierenden  Büschel  in  den  andern  Gewinden  führen 
zu  zehn  Treffgeraden  entsprechender  Strahlen. 

Die  von  den  Geraden  der  (20,  20)  getroffenen  Strahlen  erzeugen 
in  jedem  der  Gewinde  eine  Kongruenz  (10,  10). 

Wir  haben  wiederum  die  Regelfläche  40.  Grades  der  Strahlen  von 
(20,  20),  welche  eine  Gerade  g  treffen.  Eine  andere  Gerade  l  scheidet 
aus  G^  ein  Netz  aus,  dies  und  seine  entsprechenden  Netze  in  G^, . .  .G^ 
führen  zu  einer  Regelfläche  40.  Grades:  mit  40  die  g  schneidenden 
Geraden;  also  gibt  es  in  G^  40  Geraden,  welche  l  treffen  und  mit 
ihren  entsprechenden  eine  g  schneidende  Treffgerade  haben. 

Die  Quintupel  homologer  Geraden  in  G^^  .  .  .  G^,  welche  eine  g 
schneidende  Treffgerade  haben,  erzeugen  Regelflächen  40.  Grades;  die 
ihnen  in  einem  sechsten  Gewinde  korrespondierende  Regelfläche,  ein- 
deutig bezogen  auf  die  ^- Regelfläche  40.  Grades  in  (20,  20),  hat 
40  -|-  40  =  80  Erzeugende,  welche  die  entsprechenden  schneiden. 

Bei  sechs  kollinearen  Gewinden  besteht  eine  Regelfläche 
80.  Grades  von  Treffgeraden  homologer  Strahlen. 

Die  getroffenen  Strahlen  bilden  in  jedem  Gewinde  eine  Regel- 
fläche 60.  Grades;  denn  bei  dem  aus  G^  durch  l  ausgeschiedenen 
Strahlennetz  und  seinen  entsprechenden  in  G^j.-.G^  ergaben  sich 
60  Treffgeraden,  die  zu  60  getroffenen  Geraden  von  G^  führen,  welche 
l  schneiden.     Dies  führt  wiederum  zum  letzten  Satze: 

Bei  sieben  kollinearen  Gewinden  gibt  es  80 -f- 60  =  140 
Treffgeraden  homologer  Strahlen. 

Bei    der    Kongruenz   (20,  20)    wollen  wir    die  Klasse   durch   das 

Korrespondenzprinzip  im  Felde  bestätigen  und  teilen  die  fünf  Gewinde 

in  zwei  Gruppen: 

G^i,  G^y  Gs'i    G^,  (tj. 

In  der  Ebene  tt  seien  einer  Gerade  y,  die  ja  zwei  Tripel  entspre- 
chender Geraden  aus  (r^,  Gg,  G^  trifft,  die  Geraden  y'  zugeordnet, 
welche  die  beiden  entsprechenden  Paare  in  G^^,  G-^  trifft.  Umgekehrt, 
y  scheidet  aus  G^,  G^  zwei  entsprechende  Regelscharen  aus;  zu  deren 
entsprechenden  Regelscharen  in  G^,  G^j  G^  gehört  eine  Kongruenz 
(6,  6):  mit  sechs  Strahlen  y  in  tt.  Nun  sei  in  tt  ein  Strahlenbüschel 
P  gegeben;   eine  Gerade  l  scheidet  aus  G^   ein  Netz;  dieses  und  die 
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entsprechenden  in  G.2,  G^  führen  zu  einem  Komplex  6.  Grades:  mit 
sechs  Strahlen  in  (P,  tt).  Wenn  also  y  diesen  Büschel  durchläuft^ 
beschreiben  die  getroffenen  Tripel  in  G^,  G^y  G^  Regelflächen  6.  Grades: 
die  Treffgeraden  y  entsprechender  Geraden  der  beiden  korrespondieren- 
den Regelflächen  in  G^,  G^,  welche  in  tt  fallen,  umhüllen  die  Kurve 
12.  Klasse,  welche  durch  die  beiden  eingeschnittenen  Kurven  6.  Ord- 
nung entsteht.  Sie  entspricht  dem  Büschel  (P,  tt);  und  die  Zahl  der 
Koinzidenzen  beträgt  2  +  6  +  12  =  20. 

In  vier  kollinearen  Räumen  X^,  .  .  .  T^  trifft  jede  Gerade 
zwei  Quadrupel  entsprechender  Geraden;  denn  sie  scheidet  aus 
Zj  ein  Gebüsche,  usw. 

Ist  Z5  ein  fünfter  Raum,  so  haben  wir  in  (P,  tt)  wiederum,  einem 
Strahl  y  zugeordnet,  die  beiden  y,  welche  die  Strahlen  von  Z5  treff'en, 
die  den  von  y  getroffenen  Quadrupeln  entsprechen;  dagegen  y'  führt 
zu  einem  Gebüsche  in  Z5  und  vier  entsprechenden  in  Zj, ...  Z^,  deren 
Komplex  8.  Grades  in  (P,  tt)  die  acht  entsprechenden  Strahlen  y  liefert. 

Bei  fünf  kollinearen  Räumen  entsteht  durch  die  Treff- 
geraden homologer  Geraden  ein  Komplex  10.  Grades,  und 
die  getroffenen  Geraden  bilden  auch  in  jedem  Raum  einen 
Komplex  10.  Grades;  denn  ein  Büschel  in  Z^  und  die  entsprechen- 
den in  den  andern  Räumen  haben  zehn  Treffgeraden. 

Das  durch  l  ausgeschiedene  Gebüsche  in  Z^  und  die  entsprechen- 
den führen  zu  einer  Kongruenz  (20,  20),  mit  20  Strahlen  durch  P 
und  20  in  tt;  daraus  folgt,  daß  in  jedem  der  Räume  durch  die  Quin- 
tupel,  deren  Treffgeraden  den  Komplexkegel  (P)  oder  die  Komplex- 
kurve (tt)  erfüllen,  eine  Regelfläche  20.  Grades  entsteht. 

Die  entsprechende  in  Zg,  eindeutig  bezogen  auf  (P)  oder  (tt), 
hat  20  -f-  10  =  30  Geraden,  welche  die  entsprechende  Kante  oder 
Tangente  schneiden. 

Bei  sechs  kollinearen  Räumen  führen  die  Treffgeraden 
homologer  Strahlen  zu  einer  Kongruenz  (30,  30). 

Durch  eine  Gerade  g  wird  aus  ihr  geschieden  eine  Regelfläche 
60.  Grades.  Das  durch  l  aus  Z^  ausgeschiedene  Gebüsche  und  seine 
entsprechenden  in  Zg, .  .  .  Zg  führen  zu  einer  Regelfläche  80.  Grades: 
mit  80  Geraden,  welche  von  g  getroffen  werden.  Die  Sextupel  der 
Geraden  in  Z^,  .  .  .  Zg,  deren  Treffgeraden  jene  Regelfläche  60.  Grades 
erfüllen  oder  g  schneiden,  erzeugen  in  den  einzelnen  Räumen  Regel- 
flächen 80.  Grades;  die  entsprechende  im  siebenten  Räume  Z7  liefert 
mit  der  vom  60.  Grade  den  Satz: 

Bei  sieben  kollinearen  Räumen  erzeugen  die  Treffgeraden 
homologer  Geraden  eine  Regelfläche  140.  Grades. 

Die  getroffenen  Geraden  in  jedem  Räume  tun  das  ebenfalls;  denn 
das  durch  l  aus  Z^  ausgeschiedene  Gebüsche  und  die  entsprechenden 
in  Zg,  .  .  .  Z7  haben  140  Treffgeraden. 
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Die  im  achten  Räume  korrespondierende  Regelfläche  140.  Grades 
und  jene  von  den  Trelfgeraden  der  sieben  Räume  erzeugte  desselben 
Grades  führen  zum  letzten  Ergebnisse: 

Acht  kollineare  Räume  haben  280  Treffgeraden  homo- 
loger Geraden, 

Indem  wir  den  Strahlenraum  in  fünf^  sechs ^  sieben,  acht  Polar- 
räumen polarisieren,  ergibt  sich: 

Bei  fünf,  sechs,  sieben  Polarräumen  erfüllen  die  gemein- 
samen konjugierten  Geraden  involutorisch  einen  Komplex 
10.  Grades,  eine  Kongruenz  (30,  30),  eine  Regelfläche  140.  Gra- 
des und  acht  Polarräume  besitzen  -^--280  =  140  gemeinsame 
Paare  konjugierter  Geraden*). 

Teilen  wir  sechs  gegebene  kollineare  Räume  in  die  beiden  Gruppen: 

^1?    ^2?    ^37    ^45      ^5'    ^6^ 

SO  kann  man  wieder  unser  Korrespondenzprinzip  anwenden.  In  tt  werden 
Strahlen  y  und  y  einander  zugeordnet,  von  denen  y  entsprechende 
Strahlen  aus  X^,  .  .  .  Z^  und  ?/'  dann  die  ihnen  entsprechenden  Strahlen 
in  Z5,  Ig  trifft.  Wir  wissen,  jedem  y  entsprechen  zwei  Strahlen  1/'; 
ein  y'  scheidet  aus  Z^,  Xg  zwei  entsprechende  Strahlennetze  aus,  die 
ihnen  korrespondierenden  Strahlennetze  in  Z^,  .  .  .  X^  führen  zu  einer 
Kongruenz  (12,  12):  mit  zwölf  Strahlen  y  in  tt.  Das  durch  l  aus  Z^ 
ausgeschiedene  Gebüsche  und  seine  entsprechenden  in  Zg,  Z3,  Z4  führen 
zu  einem  Komplexe  8.  Grades,  der  in  den  Büschel  (tt,  P)  acht  Strahlen 
sendet.  Daraus  folgt,  daß  die  Quadrupel  aus  Z^,  .  .  .  Z^  mit  Treff- 
geraden,  welche  diesen  Büschel  durchlaufen,  in  diesen  Räumen  Regel- 
flächen 8.  Grades  erzeugen:  die  beiden  entsprechenden  in  Z5,  Zg  schnei- 
den in  TT  Kurven  ein,  deren  entsprechende  Punkte  durch  die  Tangenten 
einer  Kurve  16.  Klasse  verbunden  sind:  derjenigen,  die  in  der  Kor- 
respondenz dem  Strahlenbüschel  (tt,  P)  entspricht.  Die  2 -f- 12 -|- 16  =  30 
Koinzidenzen  geben  die  Klasse  der  Kongruenz. 

Man  kann  Bestätigungen  für  die  gefundenen  Zahlen  oder  Zu- 
sammenhänge zwischen  ihnen  erhalten,  wenn  man  ausgeartete  Kolli- 
neationen  einführt. 

Z.  B.  sei  der  achte  Raum  Zg  zu  einem  der  sieben  andern  und 
dann  auch  zu  den  andern  in  ausgearteter  Kollineation.  Er  enthalte 
einen  singulären  Bündel  S^  und  die  andern  singulare  Felder  (5^,  .  .  .  (J7, 
zu  jenem  und  untereinander  koUinear.  Die  koUinearen  Räume  Z^, . . .  Z^ 
führen  zu  einer  Regelfläche  140.  Grades  von  Treffgeraden:  die  ge- 
troffenen Geraden  in  jedem  von  ihnen  erzeugen  ebenfalls  eine  solche 


1)  Daraus  kann  mau  ableiten,  daß  in  dem  achtfach  unendlichen  System 
der  gemischten  zweiten  Polaren  zweier  Geraden  in  bezug  auf  eine  Fläche  4.  Ord- 
nung 140  dui-ch  acht  gegebene  Punkte  gehen.  Vgl.  R.  Schmidt,  Über  zweite 
Polaiflächen  einer  allgemeinen  Fläche  4.  Ordnung,  Dias.  Breslau  1908. 
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Regelfläche,  die  je  in  a^  eine  Spurkurve  140.  Ordnung  liefert;  und 
der  Kegel  140.  Ordnung,  der  diesen  Spurkurven  im  Bündel  S^  korre- 
spondiert, wird  durch  die  entsprechenden  Strahlen  gebildet  und  steht 
zu  der  Regelfläche  der  Trefi'geraden  in  eindeutiger  Beziehung;  die 
140  -f  140  Erzeugenden  der  Regelfläche,  welche  den  zugeordneten 
Kegelkanten    begegnen,    sind   die   280  TreflPgeraden    in    diesem  Falle. 

Geraden  aus  H^,  die  nicht  dem  singulären  Bündel  angehören, 
haben  entsprechende  Geraden,  die  in  die  a^  fallen;  bei  sieben  koUine- 
aren  Feldern  kommen  wir  aber  zu  keinen  Treffgeraden  mehr. 

Ahnliches  gilt,  wenn  Xg  das  singulare  Feld  enthält  und  die  andern 
Räume  die  singulären  Bündel. 

Lassen  wir  jetzt  die  ausgearteten  Kollineationen  axial  sein.  Die 
Axen  seien  Sj,  .  .  .  Sg,  die  Punktreihe  und  der  Ebenenbüschel  s^  pro- 
jektiv zu  den  Ebenenbüscheln,  bzw.  Punktreihen  der  übrigen. 

Die  Räume  X^,  .  .  .  X^  führen  zu  einer  Regelfläche  140.  Grades 
von  Treffgeraden,  die  getroffenen  Geraden  bilden  je  eine  ebensolche; 
140 mal  schneiden  die  getroffenen  Geraden  g^  die  Axen  Sj,...«,;  dann 
ist  in  Xg  entsprechend  ein  ganzer  Strahlenbüschel  um  den  Punkt  und  in 
der  Ebene  von  5g,  welche  der  Ebene  g.s^  und  dem  Punkte  g.s^  in  den 
charakteristischen  Projektivitäten  entsprechen;  ein  Strahl  dieses  Büschels 
begegnet  der  Treffgerade.  Zweitens,  140  Erzeugenden  der  Regelfläche 
schneiden  5g.  Diese  entspricht  den  getroffenen  und  im  allgemeinen 
gegen  die  s^  windschiefen  Geraden.  So  ergeben  sich  in  diesem  Falle 
die  280  Treffgeraden  in  zwei  Weisen,  je  140. 

842  Wir  wollen   die  Zahl  280  später,  wenn  wir  das   Korrespondenz- 

prinzip im  Strahlenraume  werden  gewonnen  haben,  damit  nochmals 
ableiten. 

Dazu  wird  folgende  Korrespondenz  zwischen  zwei  Strahlenräumen 
©,  @'  betrachtet.  Wir  bilden  aus  den  acht  kollinearen  Räumen  zwei 
Gruppen  von  je  vier: 

XjL,  ...  X^;  X5,  .  .  .  Xg, 

und  ordnen  zwei  Strahlen  y  und  y'  in  @,  (S'  einander  zu,  von  denen 
der  eine  vier  entsprechende  Geraden  aus  den  Räumen  der  ersten^Gruppe 
trifft,  der  andere  die  ihnen  entsprechenden  aus  denen  der  zweiten. 
Jede  Gerade  trifft  zwei  Quadrupel  entsprechender  Geraden  aus  vier 
kollinearen  Räumen;  jedes  der  beiden  entsprechenden  Quadrupel  in 
den  vier  andern  Räumen  hat  zwei  Treffgeraden.  Also  korrespondieren 
jedem  y  vier  Strahlen  y'  und  ebenso  umgekehrt.  Das  Korrespondenz- 
prinzip im  Strahlenraume  verlangt  noch  den  Grad  der  Regel  fläche, 
die  einem  Strahlenbüschel  des  einen  Raums  im  jeweiligen 
andern  Räume  entspricht,  —  hier  offenbar  beidemal  dieselbe 
Zahl — ,  sowie  die  Ordnung  der  Kongruenz,  die  einem  Bündel, 
und  die  Klasse  derjenigen,  die  einem  Felde  entspricht,  wobei 
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es  gleichgültig  ist,  welchem  Räume  der  Bündel  oder  das  Feld  ange- 
hört, und,  wegen  der  Dualität,  jene  Ordnung  dieser  Klasse  gleich  ist. 

Es  sei,  um  die  letzte  Frage,  weil  sie  zur  Anwendung  des  Korre- 
spondenzprinzips im  Bündel  (oder  Felde)  führt,  zuerst  vorzunehmen, 
P  ein  Bündel  in  ©•,  wir  rechnen  ihn  zunächst  zu  Z^  und  stellen  dann 
die  ihm  in  diesem  Räume  entsprechenden  Bündel  her,  wenn  er  zu 
T.2,  Z3,  T^  gerechnet  wird;  zu  den  so  entstehenden  vier  kollinearen 
Bündeln  gibt  es  eine  Kongruenz  (6,  6)  von  TrefiPgeraden  entsprechender 
Strahlen.  Diese  Kongruenz  (6,  6)  ist  der  Ort  der  Strahlen  in  Zj, 
welche,  zugleich  mit  ihren  entsprechenden  in  Zg,  Z3,  Z4,  eine  dem 
Bündel  P  angehörige  Treffgerade  haben ;  ebensolche  gibt  es  in  Z^, . . .  Z^ 
und  in  Z5,  .  .  .  Z^;  die  den  Bündelstrahlen  y  entsprechenden  y'  sind 
nun  Treffgeraden  entsprechender  Strahlen  aus  den  vier  kollinearen 
Kongruenzen  in  Z5,  .  .  .  Zg,  welche  (6,  6)5,  .  .  .  heißen  mögen. 

Um  die  Ordnung  ihrer  Kongruenz  zu  bestimmen,  konstruieren 
wir  eine  Korrespondenz  in  einem  Bündel  S,  in  der  z  und  /  ent- 
sprechende Geraden  aus  (6,  (3)5  und  (6,  6)6,  bzw.  aus  (6,  6)7,  (6, 6)g  treffen. 
Ein  Strahl  0  von  S  scheidet  aus  (6,  6)5  eine  Regelüäche  12.  Grades  und 
trifft  von  der  entsprechenden  Regelfläche  in  (6,  6)0  zwölf  Geraden;  die 
2'  gehen  von  S  nach  den  zwölf  Paaren  der  diesen  in  (6,  6).  und  (6,  6\ 
korrespondierenden  Geraden. 

Es  sei  (S,  er)  ein  Strahlenbüschel  in  /S;  die  durch  l  aus  (6,  6 15  aus- 
geschiedene Regelfläche  12.  Grades  und  ihre  entsprechende  in  (6,  6)g 
schneiden  in  a  Kurven  mit  eindeutig  entsprechenden  Punkten,  von 
deren  Verbindungslinien  24  durch  S  gehen.  Wenn  also  2  den  Strahlen- 
büschel (S,  a)  durchläuft,  beschreiben  die  getroff'enen  Geraden  in  (6,  6)5 
eine  Regelfläche  24.  Grades,  der  in  den  drei  andern  Kongruenzen  eben- 
solche entsprechen;  von  S  kommt  ein  Kegel  48.  Ordnung  von  Strahlen  /, 
welche  entsprechende  Geraden  derjenigen  in  (6, 6)7  und  (6, 6\  treffen.  Die 
drei  Zahlen  sind  also  12, 12, 48,  und  die  gesuchte  Kongruenz- Ordnung  ist 
12  +  12  +  48  =  12  ^). 

Für  die  Beantwortung  der  andern  Frage  werden  noch  einige 
Hilfssätze  notwendig. 

Der  Komplex  8.  Grades  der  Treffgeraden,  der  sich  bei  vier  koUi- 
nearen  Gebüschen  ergeben  hat,  beweist,  daß,  wenn  die  Treffgerade  y 
einen  Büschel  (P,  tt)  durchläuft,  die  getroffenen  Geraden  in  Z^,  .  .  .  Z^ 
Regelflächen  8.  Grades  beschreiben;  ihnen  korrespondieren  ebensolche 
in  Z5,  .  .  .  Zg  mit  eindeutig  bezogenen  Geraden;  es  handelt  sich  um 
die  Regelfläche  der  Treffgeraden  y'  entsprechender  Geraden.  Die  drei 
ersten  Regelflächen  führen  zu  einer  Kongruenz  (24,  24)  von  Treffge- 
raden; denn  z.  B.  in  einer  Ebene  ergeben  sich  drei  eindeutig  bezogene 
Kurven   8.  Ordnung:    mit  24 mal   entsprechenden  Punkten  in  gerader 

1)  Der  Beweis  kann  ebenso  mit  kollinearen  Kongruenzen  (m,  n)  geführt 
werden;  die  Ordnung  ist  dann  6(m-{-n). 
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Linie  (Nr.  177).  Eine  Gerade  g  scheidet  daraus  eine  Regelfläche 
48.  Grades  p^^,  welche  zu  der  vierten  Regelfläche  p^  in  einer  Korre- 
spondenz [2,  1]  steht;  denn  einer  Erzeugenden  der  p'^^  entspricht  die- 
jenige Erzeugende  der  p^,  welche  den  di-ei  von  jener  getroffenen  Er- 
zeugenden der  drei  ersten  Regelflächen  8.  Grades  korrespondiert,  einer 
Erzeugenden  der  p*  aber  die  beiden  Erzeugenden  der  p*^,  welche  g 
und  das  Tripel  der  drei  entsprechenden  Geraden  treffen.  Nun  kommt 
es  darauf  an,  wie  oft  korrespondierende  Erzeugenden  von  p*^  und  p** 
sich  treffen. 

Dazu  dient  folgende  Betrachtung. 

Wenn  zwei  Kurven  C^,  C^  n^^^"^  und  Wg*®'"  Ordnung  derselben  Ebene 
in  einer  Korrespondenz  [m^,  m^  ihrer  Punkte  stehen,  so  umhüllen, 
wie  jeder  Büschel  zeigt,  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
eine  Kurve  von  der  Klasse  n^yn^  -f  n^m^.  Nun  seien  die  Tangenten 
einer  Kurve  C-^n^^^""  Klasse  den  Punkten  einer  Kurve  6^  von  der  Ord- 
nung ^2  in  einer  Korrespondenz  [m^,  1]  ^)  zugeordnet.  Wenn  n^  die  Ord- 
nung jener  ist,  so  entsteht  durch  die  Verbindungslinien  entsprechender 
Punkte  eine  Kurve  von  der  Klasse  n^  -f  n^rn^j  deren  Tangenten  nun 
eindeutig  denen  von  C^  zugeordnet  sind.  Also  führen  sie  zu  einer 
Kurve  von  der  Ordnung  n^  -\-  n^-\-  n.2fyii.  Dazu  gehört  —  in  diesem 
Falle  ersichtlich  einfach  —  die  Kurve  G^.  Der  zweite  Bestandteil 
kann,  da  zwei  entsprechende  Tangenten  immer  auf  C^  sich  schneiden, 
nur  aus  zusammenfallenden  bestehen;  das  sind  Tangenten  von  6\,  die 
je  durch  ihren  entsprechenden  Punkt  von  C^  gehen.  Diese  Inzidenz 
entsprechender  Tangenten  von  C^  und  Punkte  von  C^  tritt  also 
(n^ -\- n^m^-nidiX   ein   und,  wenn  die  Korrespondenz  eine   [1,  m^]  ist, 

Wir  übertragen  dies  in  den  Bündel. 

Nun  seien  zwei  Regelflächen  pj,  pg,  von  den  Graden  w^,  n^ 
gegeben,  deren  Erzeugenden  in  einer  Korrespondenz  [m^,  1] 
stehen.  Wenn  wir  die  zweite  mit  einer  Ebene  e  schneiden,  so  stehen 
der  Tangentialkegel  n^^"^  Klasse  aus  einem  Punkt  0  an  p^  und  der 
Kegel,  welcher  aus  ihm  die  Schnittkurve  n^^^  Ordnung  projiziert,  in 
derselben  Korrespondenz;  die  Inzidenzen  lehren,  daß  die  Ebenen,  welche 
die  Erzeugenden  von  pj  mit  den  entsprechenden  Punkten  der  Schnitt- 
kurve verbinden,  einen  Torsus  von.  der  Klasse  n^-^rn^m^  umhüllen; 
dieser  Torsus  steht  zur  Schnittkurve  in  eindeutiger  Beziehung  und 
ebenso  zur  Schnittkurve  einer  zweiten  Ebene  qp  mit  Pg,  wobei  auf 
derselben  Erzeugenden  gelegene  Punkte  der  beiden  Kurven  entspiechend 
sind,  also  auch  sein  Schnitt  mit  dieser  Ebene;  und  wir  haben 
%  -f  ng^i  -f  Wg  Inzidenzen    (Nr.  177).     Davon   ergeben   sich  n^   durch 


1)  Wir  begnügen  uns  mit  dieser  Vereinfachung,   die  wir  allein  brauchen; 
■der  allgemeinere  Fall  würde  zu  einer  mühsameren  Vielfachheits-Bestimmung  führen. 
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die  Punkte  von  pg  auf  eqp;  die  übrigen  lehren,  daß  (n^-]- n^m^)- mal 
eine  Ebene  des  Torsus  durch  zwei  verschiedene  Punkte  derjenigen 
Erzeugenden  von  Pg  geht,  die  der  in  ihr  enthaltenen  von  p^  entspricht, 
folglich  jene  auch  enthält.  Also  bestehen  Wi+Wam^  Paare  sich 
schneidender  korrespondierender  Geraden  der  beiden  Regel- 
flächen. In  unserm  Probleme  ist  w^  =  48,  «g  ^  ^?  ^i  ==  2;  und  es 
hat  sich  ergeben,  daß  dem  Büschel  (P,  tt)  von  Strahlen  y  eine  Regel- 
fläche 64.  Grades  von  Strahlen  y'  korrespondiert  ^). 

Bündel  und  Felder,  die  kollinear  oder  korrelativ  sind,  können  843 
wir,  duale  FäUe  ausschließend,  zu  dreien  noch  in  folgender  Weise 
zusammenstellen,  wobei  sich  jedesmal  mehrere  Orter  ergeben  werden, 
darunter  auch  Kongruenzen,  für  welche  wir  dann  wieder  Gelegenheit 
haben,  das  zweidimensionale  Korrespondenzprinzip  heranzuziehen.  Wir 
woUen   auch   diese  Problemgruppe  hier  im  Zusammenhang  erledigen. 

I.  Von  den  drei  Bündeln  ist  einer  0  zu  den  beiden  andern 
Oj,  Og  korrelativ. 

IL   Ein  Feld  Z  ist  zu  den  beiden  Bündeln  Oj,  Og  kollinear. 

in.   Das  Feld  Z  ist  zu  Oj,  Og  korrelativ. 

IV.   Das  Feld  Z  ist  zu  0^  kollinear,  zu  Og  korrelativ. 

In  I  haben  wir  zunächst  die  durch  die  beiden  koUinearen  Bündel 
öj,  0.2  erzeugte  kubische  Raumkurve  r^  und  ihre  Doppelsekanten- 
Kongruenz  [r^]  (§  57),  ferner  die  beiden  Flächen  2.  Grades  F^^,  F^^, 
welche  durch  die  koiTelativen  Bündel  0  und  0^,  0  und  Og  entstehen 
(§  59).  Die  durch  0  gehende  Raumkurve  4.  Ordnung,  in  der  diese 
sich  schneiden,  ist  der  Ort  von  Punkten,  in  welche  drei  entsprechende 
Elemente  x,  H^,  Hg  zusammenkommen.  Diese  Strahlen  x  aus  0,  welche 
die  entsprechende  Gerade  E^Hg  aus  [r^]  schneiden,  erzeugen  also  einen 
Kegel  3.  Ordnung,  die  H^,  Hg  daher  Kegel  3.  Klasse  und  die  H^Hg  eine 
Regelfläche  6.  Grades.  Die  verbindenden  Ebenen  (x,  H^Hg)  umhüUen 
einen  Kegel  5.  Klasse;  denn  die  durch  0  gehende  H^Hg  gehört  zu  der 
eben  erhaltenen  Regelfläche,  und  der  Kegel  von  0  nach  ihren  Er- 
zeugenden ist,  abgesehen  von  dem  Ebenenbüschel  um  diese  durch  0 
gehende  Erzeugende,  5.  Klasse. 

Auf  r^  haben  wir  fünf  Punkte  Q,  in  denen  eine  Ebene  H  von  0 
und  die  entsprechenden  Geraden  x^^  x^  aus  0^,  Og  zusammenlaufen, 
die  fünf  ferneren  Schnitte  dieser  Kurve  mit  F^  oder  F^  außer  0^,  bzw.  Og. 

Die  Ebenen  H  von  0,  deren  entsprechende  Geraden  x^^  x^  sich 
(auf  r^)  schneiden,  umhüUen  einen  Kegel  2.  Klasse,  welcher  projektiv 
zum  Büschel  der  Ebenen  x^x^  um  O^Og  ist.  Also  entsteht  durch  die 
Schnittlinien  jener  Ebenen  H  mit  diesen  Ebenen  x^x^  eine  Regelfläche 


1)  Vgl.  zu  Nr.  840  bis  842  Fr.  Kliem,  Über  örter  von  Treffgeraden 
entsprechender  Strahlen  in  eindeutig  und  linear  verwandten  Strahlengebilden 
erster  bis  vierter  Stufe.    Diss.     Breslau,  1909. 

Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.  IV.  10 
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3.  Grades:  mit  0^0^  als  doppelter  Leitgerade.  Außer  in  0^^  0^  wird 
sie  von  r'^  in  den  fünf  Punkten  Q  getroffen. 

Das  für  uns  interessanteste  Erzeugnis  ist  die  Kongruenz  der 
Verbindungslinien  der  Punkte,  in  denen  eine  Ebene  H  von  0 
von  den  beiden  entsprechenden  Strahlen  x^,  x.^  getroffen 
wird.  Durch  diese  Punkte  als  entsprechende  sind  die  beiden  Flächen 
F^^  und  F^^  eindeutig  aufeinander  bezogen;  wenn  Ix^  auf  F^^  einen 
Kegelschnitt  beschreibt,  durchläuft  H^g  auf  i^g^  eine  Raumkurve  4.  Ord- 
nung, als  Erzeugnis  des  Kegels  2.  Klasse  der  H  und  des  Kegels  2.  Ord- 
nung der  x^y  die  zueinander  projektiv  sind,  weil  beide  zum  Kegel  der  x^^ 
der  jenen  Kegelschnitt  projiziert.  Daraus  folgt,  daß  in  einem  Bündel 
P  durch  die  Strahlen,  welche  nach  entsprechenden  Punkten  von  F^ 
und  F^^  gehen,  eine  Korrespondenz:  m  =  m  =  2,  n  =  4  entsteht. 

Von  den  acht  Koinzidenzstrahlen  gehen  fümf  nach  den  Punkten  §, 
welche  sich  selbst  entsprechen;  die  drei  übrigen  lehren,  daß  die 
Kongruenz  3.  Ordnung  ist. 

Die  Kurve  4.  Ordnung  auf  der  einen  Fläche,  die  einem  ebenen 
Schnitte  der  anderen  korrespondiert,  beweist  die  Klasse4  der  Kon- 
gruenz; sie  ergibt  sich  auch  durch  die  quadratische  Verwandtschaft 
in  einer  Ebene  tt,  in  welcher  die  Gerade  ttH  und  die  Verbindungs- 
linie (tix^j  Tix^)  zugeordnet  sind,  und  ihre  vier  Koinzidenzen. 

Zu  dieser  Kongruenz  gehören  die  Strahlenbüschel  um 
die  Punkte  Q  in  der  zugehörigen  Ebene  H.  Singular  sind 
ferner  die  drei  Bündelscheitel  und  zwar  0  vom  Grade  3  und 
Oj,  Og  vom  Grade  2.  Jede  Gerade  g  trifft  einmal  zwei  entsprechende 
Strahlen  x^j  x^]  nämlich,  wenn  gOi  =  r\^f  gO^^t^  und  rig,  l^  ent- 
sprechend sind,  die  beiden  Strahlen  x^  =  ^i  2ii ,  x^^  rig  t.2 .  Durchläuft 
g  einen  Strahlenbüschel  von  0,  so  bewegen  sich  rij,  .  .  .  dazu  projektiv 
in  Ebenenbüscheln,  x^y  x^  also  auf  Kegeln  2.  Grades,  l  um  einen 
solchen  und  geht  dreimal  durch  den  entsprechenden  Strahl  g,  der  da- 
durch Kongruenzstrahl  wird;  so  ergibt  sich  im  Bündel  0  ein  Kegel 
3.  Ordnung.  Der  Ebenenbüschel  ferner  in  0  um  00^  und  der  ent- 
sprechende Strahlenbüschel  in  Og  erzeugen  einen  Kegelschnitt;  der  ihn 
aus  Ol  projizierende  Kegel  gehört  ganz  zur  Kongruenz.  Die  beiden 
weiteren  Strahlen  derselben  in  einer  Ebene  durch  0^  sind  leicht  auf- 
zufinden. 

Zwischen  den  Bündeln  0  und  0^  entsteht  eine  zweieindeutige 
Korrespondenz  3.  Grades  (§  124),  wenn  einer  Ebene  H  von  0  die 
Ebene  von  x^  nach  Ix^  zugeordnet  wird. 

Auch  in  II  liegt  die  durch  die  Bündel  0^,  0^  erzeugte  kubische 
Raumkurve  r^  und  ihre  Kongruenz  [r^]  vor.  Ihre  Punkte  entsprechen 
projektiv  den  Punkten  eines  Kegelschnitts  K^  in  Z,  und  die  Verbin- 
dungslinien erzeugen  eine  Regelfläche  5.  Grades  (Nr.  177).  Das  Feld 
T  enthält  je  drei  Punkte  S^  bzw.  S^j  welche  auf  den  entsprechenden 
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Strahlen  von  Oj,  Og  liegen.  Die  Kurve  K^  ist  auch  projektiv  auf  den 
Ebenenbüschel  0^  0^  bezogen  und  enthält  drei  Punkte  T,  welche  in 
die  entsprechende  Ebene,  also  mit  den  korrespondierenden  Strahlen 
in  eine  Ebene  fallen, 

Der  Ort  der  Punkte  (Xx^,  x^  ist  eine  Fläche  3.  Ordnung 
F^j  auf  welcher  O,  doppelt,  0^  einfach  ist:  denn  während  x^ 
sich  in  einem  Strahlenbüschel  bewegt,  der  nach  einer  gegebenen  Ge- 
rade g  geht,  umhüllt  die  Ebene  Xx^  einen  Kegel  2.  Grades  und 
durch  diese  Elemente  entsteht  auf  g  eine  Korrespondenz  [1,  2].  Die 
Zweifachheit  von  0^  beweisen  die  Strahlen  dieses  Bündels;  0^  ergibt 
sich  beim  Strahle  x.^^  =  0^0^.  Eine  zweite  derartige  Fläche  F^^  ent- 
steht durch  die  Punkte  {Xx^,  x^\  auf  beiden  liegt  r'^. 

Die  sechs  Strahlen  des  Bündels  Og,  welche  nach  den  Punkten  S^ 
und  T  gehen,  befinden  sich  ganz  auf  der  ersteren  Fläche.  Beide 
Flächen  stehen  in  eindeutiger  Beziehung  zum  Punktfelde  Z,  und  drei 
korrespondierende  Punkte  liegen  immer  in  einer  Gerade,  derjenigen, 
welche  vom  Punkte  X  in  Z  ausgeht  und  die  beiden  entsprechenden 
Strahlen  x^,  x^  trifft.  Diese  Geraden  (X,  x^,  x^)  erzeugen  eine 
Kongruenz  3.  Klasse  4.  Ordnung.  Sie  wurde  schon  in  Nr.  389 
behandelt.  Ordnung  und  Klasse  ergaben  sich  dort  daraus,  daß  sie 
teilweiser  Schnitt  zweier  tetraedraler  Komplexe  ist.  Wir  leiten  sie 
nun  auf  andere  Weise  ab. 

In  einer  beliebigen  Ebene  tt  ergeben  sich  drei  projektive  Punkt- 
reihen:  durch  die  Punkte  von  ttZ  und  die  Spuren  der  entsprechen- 
den Strahlen  aus  0^,  Og;  die  drei  Geraden,  welche  Tripel  homologer 
Punkte  enthalten  (Nr.  200),  sind  die  in  tt  gelegenen  Kongruenzstrahlen. 
Einer  Gerade  im  Z  korrespondiert  auf  jPg^  eine  kubische  Raumkurve, 
erzeugt  durch  den  Strahlenbüschel  der  x^  und  den  Kegel  2.  Klasse 
der  Ebenen  Xx^j  welche  der  Punktreihe  auf  ihr  projektiv  entsprechen. 
Werden  also  entsprechende  Punkte  X  auf  Z  und  (X^\,  x^)  auf  F.^^ 
aus  einem  Punkte  P  projiziert,  so  entsteht  in  dessen  Strahlenbündel 
eine  Korrespondenz:  m  =  3,  7n  =  1,  w  ==  3.  Von  den  sieben  Koinzi- 
denzsti'ahlen  gehen  drei  nach  den  sich  selbst  entsprechenden  Punkten 
jSg,  die  vier  übrigen  sind  die  Strahlen  der  Kongruenz  durch  P. 

Aus  den  neun  Punkten  5j,  /Sg?  T  in  1.  erhält  diese  Kon- 
gruenz ersichtlich  Strahlenbüschel-,  ferner  sind,  wie  a.  a.  0. 
erkannt  Avurde,  singulär  die  Ebene  Z  vom  3.  Grade  und  die 
Punkte  Oj,  0^  vom  2.  Grade.  Der  Kegel  2.  Ordnung  aus  Og,  zu 
dem  damals  der  zu  Z  und  0^  gehörige  Komplex  führte,  ergibt  sich 
auch  als  das  Erzeugnis  des  Ebenenbüschels  aus  0^  um  Oj  Og  und  des 
zu  ihm  projektiven,  welcher  aus  O^  den  entsprechenden  Strahlen- 
büschel in  Z  projiziert. 

Das  Strahlenfeld  in  Z  ist  kollinear  zu  der  Kongruenz  [r^].  Die 
sich  schneidenden  entsprechenden  Geraden  x  und  H^Hg  führen 
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nocli  zu  einigen  Ortern.  Die  Geraden  Xy  die  es  tun,  sind  die  Geraden 
des  ersten  der  drei  kollinearen  Felder  in  Z,  die  mit  ihren  entsprechen- 
den in  einen  Punkt  zusammenlaufen;  sie  umhüllen  eine  Kurve  o.  Klasse 
und  die  Konkurrenzpunkte,  also  die  Schnittpunkte  (^,  Hi^g)  erzeugen 
eine  Kurve  3,  Ordnung  (Nr.  377).  Die  Ebenen  5^,  H2  umhüllen  Kegel 
dritter  Klasse,  und  die  Schnittlinien  H^  H2,  die  von  den  entsprechenden 
X  getroffen  werden,  beschreiben  eine  Regelfläche  6.  Grades. 

Die  Klasse  des  Torsus  der  verbindenden  Ebenen  [x^  H^Hg)  be- 
stimmen wir  wieder  durch  das  Korrespondenzprinzip,  indem  wir  in  einem 
Bündel  P  die  Ebenen  r|  und  ti'  einander  zu  ordnen,  die  nach  ent- 
sprechenden X  und  Hl  Hg  gehen;  die  Verwandtschaft  ist:  m  =  3,  m'  =  1, 
w  =  2,  und  die  Koinzidenzen  geben  die  Klasse  6  des  Torsus.  Die 
Ebene  Z  ist  dreifache  Berührungsebene  desselben,  und  die  drei  weiteren 
Ebenen  aus  einem  Punkte  P  von  X  ergeben  sich  daraus,  daß  drei 
von  den  Strahlen  des  Büschels  (P,  Z),  dem  eine  Regelschar  von  H^  Hg 
entspricht,  die  entsprechenden  Geraden  treffen. 
844  In  III  haben  wir  es  auch  noch  mit  der  Kurve  r^,  dem  Erzeug- 

nisse der  kollinearen  Bündel  0^,  Og,  zu  tun.  Ihrer  Punktreihe  entspricht 
diesmal  eine  Kurve  2.  Klasse  K^  in  Z,  und  die  Verbindungsebenen 
entsprechender  Geraden  x  und  Punkte  x^X;^  umhüUen  einen  Torsus 
5.  Klasse,  für  welchen  Z  dreifach  ist. 

Hier  entstehen  in  Z  zwei  Korrelationen  mit  zwei  Punkt-  und 
zwei  Geraden -Kernkurven,  letztere  die  Orter  der  Geraden  x  von  Z, 
welche  die  entsprechende  Gerade  x^  oder  x,^  treffen,  erstere  die  Orter 
der  Treffpunkte  und  auch  der  Punkte  X  von  Z,  welche  in  die  ent- 
sprechende Ebene  H^  oder  H2  fallen.  Die  gemeinsamen  Tangenten  jener 
sind  die  Geraden  von  Z,  welche  beide  korrespondierenden  Geraden 
schneiden,  die  gemeinsamen  Punkte  dieser  die  Punkte,  welche  mit 
beiden  entsprechenden  Ebenen  inzidieren. 

Den  Punkten  X  von  Z  sind  die  Schnittlinien  ^^^^,  Doppel- 
sekanten von  r^,  zugeordnet;  die  Verbindungsebenen  (X,  i,^^^ 
führen  zu  einer  Fläche  5.  Klasse.  Denn  in  einem  Ebenenbüschel 
g  entsteht  eine  Korrespondenz  [2,3],  wenn  der  Ebene  r|  nach  einer 
die  g  treffenden  Doppelsekante  \  H2  die  Ebene  ri'  nach  dem  ent- 
sprechenden Punkte  X  zugeordnet  wird.  Sie  hat  Z  zur  dreifachen 
Berührungsebene. 

Es  wurde  schon  in  Nr.  840  erwähnt,  daß  wir  auch  hier,  mit  ähn- 
lichen Beweisen  wie  dort,  zu  zwei  Komplexen  3.  und  6.  Grades 
der  Regelscharen  [a^a^i^^g]?  (^^1^2)  kommen. 

Zu  beiden  Komplexen  gehören  die  Bündel  0^,02  und  das 
Strahlenfeld  Z,  zum  ersteren  die  Kongruenz  der  Doppel- 
sekanten von  r". 

Für  einen  Punkt  P  von  Z  zerfällt  der  Kegel  3.  Ordnung  des 
ersten  Komplexes  in  den  Büschel  (P, Z)  und  einen  Kegel  2.  Grades; 
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ihn  erzeugen  die  projektiven  Ebenenbüschel,  welche  aus  P  die  dem 
Büschel  (Z,  P)  entsprechenden  Strahlenbüschel  (0^,  tt^),  (Og,  tTj)  pro- 
jizieren. Kommt  P  z.  B.  auf  die  erste  Punkt-Kernkur ve^  so  daß  er 
Schnitt  gg^  wird,  so  werden  diese  Ebenenbüschel  ausgeartet  projektiv 
mit  TT^  und  Fg,^  als  siugulären  Ebenen.  Der  Komplexkegel  besteht 
also  aus  drei  Büscheln:  (P,  X),  {P,  ttJ,  (P,  g.^,  von  denen  der  letztere 
zur  erzeugenden  Regelschar  [ggig^]  gehört. 

Zur  Anwendung  des  Koinzidenzprinzips  hat  III  freilich  keine  Ver- 
anlassung gegeben;  um  so  mehr  gilt  dies  bei  IV,  wo  wir  zu  drei 
Kongruenzen  geführt  werden. 

Die  erste  entsteht  dadurch,  daß  wir  jede  Ebene  l^  von 
Og  mit  der  Ebene  H'j  schneiden,  welche  die  entsprechenden 
Elemente  X  und  x^  aus  Z  und  Oj  verbindet.  Durch  diese 
Elemente  l^  und  l\  kommen  die  Ebenenbündel  Og  und  0^ 
in  eine  quadratische  Verwandtschaft.  Der  Schnittpunkt  der 
Ebene  l.\  mit  der  koiTCspondierenden  Gerade  in  Z  ist  der  einzige 
Punkt  X,  der  mit  seinem  entsprechenden  i\  in  ihr  liegt,  so  daß  auch 
einer  H'j  nur  eine  l^  entspricht.  Wenn  nun  Eg  einen  Büschel  beschreibt, 
so  umhüUt,  da  x^  und  X  sich  projektiv  in  einem  Büschel  und  einer 
Punktreihe  bewegen,  ^\  einen  Kegel  2.  Grades.  Das  Haupt- Dreiflach 
in  Oj  bilden  die  drei  Ebenen  dieses  Bündels,  welche  durch  ihre  ent- 
sprechenden Geraden  in  Z  gehen,  und  die  entsprechenden  Strahlen 
von  O2  sind  die  Kanten  des  Haupt-Dreiflachs  in  diesem  Bündel. 

Daß  durch  die  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  dieser  qua- 
dratischen Verwandtschaft  eine  Kongruenz  2.  Ordnung  4.  Klasse 
entsteht,  und  wie  ihre  singulären  Elemente  zustande  kommen,  wissen 
wir  aus  Nr.  802. 

Die  beiden  Bündel  0^,  Og  erzeugen  durch  die  Punkte  oj^H^ 
eine  Fläche  2.  Grades  F^j  welche  damit  in  eindeutige  Ver- 
wandtschaft zu  dem  Punktfelde  Z  kommt.  Die  Verbindungs- 
linien korrespondierender  Punkte  X  und  x^Hg  geben  eine 
zweite  Kongruenz.  Sie  ist  2.  Klasse  5.  Ordnung.  Der  Punkt- 
reihe auf  der  Spur  von  tt  in  Z  korrespondiert  auf  F^  ein  Kegelschnitt 
in  der  Ebene  des  entsprechenden  Büschels  von  0^;  daraus  folgt  die 
2.  Klasse  der  Kongruenz.  In  dem  Bündel  von  P  entsteht,  wenn  die 
Strahlen  nach  X  und  x^^^  einander  zugeordnet  werden,  eine  Verwandt- 
schaft: m  =  2,  m  =  1,  n  =  2,  und  die  fünf  Koinzidenzen  beweisen  die 
Ordnung  der  Kongruenz. 

In  Z  besteht  als  singulare  Kurve  4.  Klasse  die  Enveloppe 
der  Verbindungslinien  der  entsprechenden  Punkte  auf  dem  Schnitte  F^T. 
und  dem  Kegelschnitte  in  Z,  welcher  dem  jenen  Schnitt  aus  0^ 
projizierenden  Kegel  entspricht. 

Die  beiden  durch  0^  gehenden  Geraden  von  F^  fallen  in  ditf 
entsprechenden    Ebenen    von    Og     (Nr.    390);    folglich    senden    die 
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korrespondierenden  Punkte  U  in  T  Strahlenbüschel  an  die 
Kongruenz.  Ein  dritter  Strahlenbüscliel  kommt  aus  0^;  denn 
dieser  Punkt  ergibt  sicli  als  Schnittpunkt  x^^^  ^®i  allen  übrigen 
Ebenen  von  Og  durcb  020^.  Diesen  entspricht  eine  Punktreihe  in  Z, 
und  nach  ihren  Punkten  geht  der  Büschel;  außerdem  gehen  durch  Oj 
als  Kongruenzstrahlen  noch  die  drei  Strahlen  dieses  Bündels,  welche 
durch  ihre  entsprechenden  Punkte  in  X  gehen  ^). 

Die  Aufsuchung  der  neun  übrigen  singulären  Ebenen,  drei  vom 
3.  Grade  und  sechs  vom  2.  Grade,  würde  uns  zu  weit  führen.  Og  ist 
nicht  singulär. 

Die  Fläche  F^  entsteht  auch  durch  die  Schnittpunkte 
H^rrg*,  ihnen  sind  die  Geraden  x  von  Z  zugeordnet.  Wir  kom- 
men  durch    die   Verbindungsebenen   (x,  ^1X2)  zu  einer  Fläche 

3.  Klasse.  Denn  einem  Strahlenbüschel  von  Z,  eingeschnitten  durch 
einen  Ebenenbüschel,  entspricht  auf  F^  ein  Kegelschnitt  (in  der  Ebene 
der  entsprechenden  Strahlen  iCg),  der  projektiv  zum  Ebenenbüschel  ist, 
so  daß  drei  Punkte  in  die  entsprechende  Ebene  fallen.  Die  Ebene  Z 
ist  doppelte  Tangentialebene  dieser  Fläche,  bei  allen  Punkten  des 
Schnitts  jP^Z  sich  ergebend-,  jede  Gerade  x  in  ihr  sendet  nur  eine 
weitere  Berührungjsebene  an  sie. 

Eine  dritte  Kongruenz  entsteht,  wenn  in  jeder  Ebene  H^ 
von  Oj  die  beiden  Schnitte  mit  x  und  X2  verbunden  werden. 
Damit  ergibt  sich  eine  neue  eindeutige  Beziehung  zwischen 
der  Ebene  Z  und  der  Fläche  F^.  Jeder  Punkt  X  von  Z  ist  näm- 
lich einmal  Punkt  xh^]  denn  dem  Strahlenbüschel  um  ihn  in  Z  korre- 
spondiert in  Ol  ein  Ebenenbüschel,  von  dem  eine  Ebene  durch  ihn 
geht.  Bewegt  sich  X  auf  einer  Gerade  g  in  Z,  so  beschreibt  die  Axe 
dieses  Ebenenbüschels  projektiv  den  korrespondierenden  Strahlen- 
büschel in  Oj  und  die  Ebene  H^  je  nach  X  umhüllt  einen  Kegel 
2.  Klasse,  dem  ein  Kegel  2.  Ordnung  der  X2  entspricht,  und  Ort  der 
Schnitte  1^X2  ist  eine  Raumkurve  4.  Ordnung  auf  F^-^  sie  entspricht 
der   Gerade  g  und  daher   einem   ebenen  Schnitte  von  F^  eine  Kurve 

4.  Ordnung  in  Z.  Daraus  folgt,  wenn  wir  g  als  Spur  einer  Ebene 
ansehen,  die  Klasse  4  der  Kongruenz;  werden  ferner  entsprechende 
Punkte  rcHi  und  l^x^  wieder  aus  P  projiziert,  so  ergibt  sich  im  Bündel 
eine  Verwandtschaft:  m  =  2,  m'  =  1,  n  =  4. 

Nun  gibt  es  in  Z  vier  Punkte,  durch  welche  entsprechende 
Elemente  a;,  ^1,  ^^2  gehen,  in  denen  also  xl^  und  ^^^g  ^^^^  vereinigen; 
denn  während  ^^X2  den  Kegelschnitt  F^T  durchläuft,  wobei  X2  einen 


1)  Es  entspricht  der  allgemeinen  Theorie  über  diese  Kongruenz  oder  die 
duale  2.  Ordnung  5.  Klasse  (Liniengeom.  Bd.  11.  Nr.  494),  daß  der  dritte  sin- 
gulare Punkt  1.  Grades  anders  entsteht  als  die  beiden  andern  und  daß  von  jedem 
noch  drei  nicht  dem  Büschel  angehörige  Strahlen  zur  Kongruenz  kommen,  bei 
den   U  Tangenten  an  die  Kurve  4.  Klasse. 
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Kegel  2.  Grades  beschreibt,  umhüllt  x  projektiv  den  diesem  Kegel 
entsprechenden  Kegelschnitt,  und  viermal  inzidieren  entsprechende 
Elemente  x  und  l^x^  (Nr.  167).  Nach  diesen  vier  Punkten  gehen 
Koinzidenzstrahlen;  die  drei  übrigen  sind  die  durch  P  gehenden  Strahlen 
der  Kongruenz. 

Die  Kongruenz  derVerbingungslinien  (Ej  x,  l-^x^)  ist  B.Ord- 
nung 4.  Klasse. 

Von  den  vier  eben  besprochenen  Punkten  erhält  sie  Strahlen- 
büschel, je  in  den  zugehörigen  Ebenen  Ej.  Dem  ebenen  Schnitt  F'^T 
korrespondiert  in  diesem  Felde  eine  Kurve  4.  Ordnung  und,  wegen  der 
vier  sich  selbst  entsprechenden  Punkte,  reduziert  sich  die  Klasse  der 
Kurve  der  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  auf  2.  Also  ist 
Z  für  die  Kongruenz  singulär  vom  Grade  2;  sendet  doch  ein 
beliebiger  Punkt   der  Z  nur  einen  weiteren  Strahl  an  die  Kongruenz. 

Die  Ebenen  E^,  die  den  Büschel  0^0^  bilden,  erzeugen  mit  den 
entsprechenden  Geraden  x  einen  Kegelschnitt:  den  Ort  ihrer  Punkte 
i.^X'^  die  zugehörigen  l^x^  fallen  alle  in  Og;  und  so  wird  der  Kegel, 
der  jenen  Kegelschnitt  aus  0^  projiziert,  ein  Kegel  der  Kongruenz 
und  O2  singulär  vom  Grade  2. 

Von  den  vier  Strahlen  der  Kongruenz  in  einer  Ebene  E^  durch 
Oj  ist  der  eine  der  erzeugende  E^  {x,  x^,  die  drei  andern  gehen  durch  Oj 
und  lassen  erkennen,  daß  die  Kongruenz  aus  diesem  Punkte  einen 
Kegel  3.  Ordnung  erhält;  es  läßt  sich  leicht  bestätigen,  daß  in  jeder 
Ebene  von  0^  dreimal  zwei  Punkte  i.^Xy  h^x^  mit  0^  in  gerader 
Linie  liegen. 

In  dieser  Kongruenz  ist  noch  die  Regelfläche  4.  Grades  der  Ge- 
raden zu  erwähnen,  in  denen  je  die  Ebene  zweier  sich  schneidender 
Geraden  x,  x^  mit  der  zugehörigen  E^  sich  begegnet:  sie  ist  Erzeugnis 
zweier  projektiver  Kegel  2.  Klasse^). 


1)  Zu   einigen  der  Probleme  in  Nr.  842,   843   vgl.   del  Re,  Rendiconti  del 
Circolo  matematico  di  Palermo  Bd.  I  S.  272. 


Achter  Teil. 
Korrespondenzen  anf  Trägern  vom  Geschleclite  1. 

§  118.    Eindeutige  Korrespondenzen  auf  der  allgemeinen  ebenen  Kurve 

3.  Ordnung  1). 

^45  Die  für   unikursale  Träger  (vom   Geschlechte  0)   erhaltenen  Er- 

gebnisse dürfen  nicht  auf  Träger  von  höherem  Geschlecht  übertragen 
werden;  vor  allem  gilt  für  eine  (m,  M)-deutige  Korrespondenz  nicht  der 
Chaslessche  Satz  über  die  Anzahl  der  sich  selbst  entsprechenden 
Elemente. 

Wir  werden  deshalb  für  eine  Korrespondenz  [1,  1]  auf  einem 
solchen  Träger  nicht  den  Namen  ,,Projektivität"  gebrauchen;  dagegen 
ist  es  schon  üblich  geworden,  das  Wort  „Involution"  hier  ebenso 
anzuwenden,  wie  bei  unikursalen  Trägern. 

Der  einfachste  Träger  vom  Geschlechte  1  ist  die  allgemeine 
(doppelpunktslose)  ebene  Kurve  3.  Ordnung  6.  Klasse  C^]  von 
jedem  Punkte  auf  ihr  kommen  vier  sie  anderwärts  berührende  Tan- 
genten, und  alle  diese  Tangentenwürfe  haben  dasselbe  Doppelverhält- 
nis (Nr.  176). 

Wir  untersuchen  die  Eigenschaften  einer  (im  allgemeinen)  nicht 
involutorischen  Korrespondenz  [1,  1]  auf  einer  (7^;  sie  möge 
mit  E  bezeichnet  werden.  Wenn  sie  aus  einem  beliebigen  Punkt  0 
der  Kurve  projiziert  wird,  so  entsteht  im  Büschel  0  eine  Korrespon- 
denz [2,  2];  denn  jeder  Strahl  x  =  y  desselben  trifft  die  Kurve  noch 
zweimal:  in  X^  =  F/,  Xg  ^  Fg';  diesen  Punkten  seien  in  E  die  Punkte 
Xj',  Y^,X2fY2  entsprechend;  sind  dann  a;/,  y^,  x^^  y^  die  sie  aus  0 
projizierenden  Strahlen,  so  korrespondieren  dem  Strahle  als  x  die  x^^  x^ 
und  als  y  die  y^,  y^.  Ist  er  eine  der  vier  Tangenten  aus  0,  so  rücken 
die  Punkte  X^  ^  F/  und  X^  =  Y^  zusammen;  also  vereinigen  sich 
sowohl  X^  und  X^ ,  als  Y^  und  Fg,  und  daher  auch  x^  und  x^^  y^ 
und  2/2;  eine  jede  der  vier  Tangenten  ist  in  beiderlei  Sinne  Ver- 
zweigungstrahl. Also  ist,  weil  es  sich  um  vier  verschiedene  Strahlen 
handelt,  die  Korrespondenz  [2,  2]  involutorisch  (Nr.  188)  ^). 

Eine  eindeutige  Korrespondenz  E  auf  C^  wird  aus  jedem 


1)  Emil  Weyr,  Sitzungsbericlite  der  Wiener  Akademie,  Bd.  87  (1883)  S.  837. 

2)  Für  Kurven  3.  Ordnung,  bei  denen  die  Tangentenwürfe  harmonisch  oder 
äquianharmonisch  sind,  kann  der  obige  Schluß  nicht  gemacht  werden;  es  muß 
für  solche  Kurven  das  obige  Ergebnis  und  die  weiteren  noch  dahingestellt  bleiben. 
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Punkte  der  Kurve  durch  eine  involutorische  Korrespondenz 
[2]  projiziert,  für  welche  die  vier  von  dem  Punkte  ausgehen- 
denund  anderwärts  berührendenTangentendie Yerzweigungs- 
strahlen  sind.  Es  deckt  sich  also  durchweg  das  Strahlenpaar  y^y^ 
mit  dem  Strahlenpaare  x^  x^',  und  zwar  y^  mit  rTg',  y^  mit  x^'.  Denn 
der  beliebig  gewählte  Punkt  0  ist  verschieden  von  dem  dritten  Schnitt- 
punkt der  Gerade,  welche  die  dem  X^  =  1\'  entsprechenden  Punkte 
X/,  Fl  verbindet,  so  daß  diese  nicht  auf  demselben  Strahle  durch  0 
liegen,  und  ebenso  nicht  Xg',  Y^.  Es  schneidet  daher  der  eine 
von  den  beiden  Strahlen,  welche  in  [2]  dem  Strahle  aus  0 
entsprechen,  der  in  X^  =  F/  und  X^  =  Y^  die  C^  trifft,  die 
Kurve  in  X/  und   Yg,  der  andere  in  X^    und  Y^. 

Die  beiden  Strahlen,  welche  von  0  nach  den  entsprechenden 
Punkten  Xj  und  X^'  von  E  gehen,  enthalten  als  weitere  Schnitte  die 
im  umgekehrten  Sinne  entsprechenden  Punkte  Y^  und  Y,,  und  die 
nach  Xg  und  Xg'  gehenden  die  Y^'  und  Fg. 

Wenn  also  Xj  Fg'  die  Kurve  zum  dritten  Mal  in  0  trifft,  so  ist 
dieser  Punkt  auch  der  dritte  Schnitt  von  X^'Fg. 

Oder,  wenn  X^  und  X/,  F,  und  Y^  in  E  entsprechende  Punkte 
sind,  so  treffen  sich  Xj  Fg'  und   FgX^'  auf  der  Kurve. 

In  einfacherer  Bezeichnung:  XY'  und  X'F  müssen  sich  auf 
der  Kurve  schneiden,  wenn  X,  F  zur  ersten  Punktreihe  ge- 
hören und  durch  E  ihnen  X',F'  in  der  zweiten   entsprechen. 

Ist  daher  das  Paar  entsprechender  Punkte  X,  X'  gegeben, 
so  ist  die  eindeutige  Korrespondenz  E  vollständig  und  ein- 
deutig bestimmt;  zu  F  erhält  man  den  entsprechenden  F',  indem 
man  C*  mit  X'F  in  0  zum  dritten  Male  schneidet  und  dann  OX 
in  Y\  Durchläuft  0  die  Kurve,  so  ergeben  sich  alle  Paare  ent- 
sprechender Punkte. 

Wenn  X,  F,  Z  drei  Punkte  von  C^  und  X',  Y\  Z'  die  dritten 
Schnitte  von  FZ,  ZX,  XY  sind,  so  sind  in  derjenigen  ein- 
deutigen Korrespondenz  E,  in  welcher  X  und  X'  entsprechend 
sind,  kurz  in  ^(X,  X'),  auch  F  und  F',  Z  und  Z'  entsprechend. 
Denn  X'Y  schneidet  in  Z  und  ZX  in  Y'  zum  dritten  Male. 

Die  obige  Konstruktion  zeigt  ferner,  daß,  wenn  einmal  zwei  ent- 
sprechende X,  X'  sich  vereinigen,  dies  durchweg  geschieht. 

In  einer  nicht  involutorischen  eindeutigen  Korrespon- 
denz E  auf  C^,  in  welcher  nicht  aUe  entsprechenden  Punkte  koinzi- 
dieren,  gibt  es  keinen  Koinzidenzpunkt. 

Damit  hat  sich  der  oben  erwähnte  wesentliche  Unterschied  von  den 
eindeutigen   Korrespondenzen   auf  unikursalen  Trägem  herausgestellt. 

Die  aus  dem  Kurvenpunkte  0  projizierende  involutorische  Korre- 
spondenz [2]  hat  vier  Koinzidenzstrahlen;  auf  jedem  sind  die  beiden 
ferneren  Schnitte  entsprechende  Punkte  der  E. 
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Also  ist  jeder  Punkt  der  C^  viermal  dritter  Schnitt  einer 
Verbindungslinie  entsprechender  Punkte. 
846  Im  vorangehenden  wurde   angenommen,  daß  kein  involutorisches 

Entsprechen  statt  hat.  Wenn  z.  B.  X^  =  F/  und  X/  =  Y^  involu- 
torisch  entsprechend  sind,  dann  wird  die  Verbindungslinie  X^'Y^ 
unbestimmt  und  mit  ihr  der  dritte  Schnitt-,  und  wir  können  nicht, 
wie  oben,  schließen,  daß  y^  auf  x^  fallen  muß;  es  fällt  ja  auch  y^ 
auf  iCi'. 

Nehmen  wir,  wenn  ein  involutorisches  Paar  vorhanden 
ist,  den  dritten  Schnitt  Oq  seiner  Verbindungslinie  zum  Punkte  0, 
aus  dem  projiziert  wird,  so  kommt  zu  den  vier  Verzweigungsstrahlen, 
welche  in  den  Tangenten  vorliegen,  noch  ein  fänfter  in  diesem  Strahle 
hinzu  und  vereinigt  sich  überdies  mit  dem  zugehörigen  Doppelstrahle. 
Die  involutorische  Korrespondenz  [2]  ist  dann  (Nr.  197)  entweder 
Identität  oder  Doppelinvolution. 

Im  ersteren  Falle  entspricht  jeder  Strahl  durch  Oq  sich  selbst  und 
ist  Verzweigungsstrahl  und  zugehöriger  Doppelstrahl;  auf  jedem  liegt 
ein  involutorisches  Paar,  und  wir  haben  vor  uns  den  unmittelbar  er- 
sichtlichen Fall  einer  Involution  auf  C^y  in  welcher  die  beiden 
weiteren  Schnitte,  mit  (7^,  der  Strahlen  eines  Büschels  ge- 
paart sind,  dessen  Scheitel  Oq  auf  der  Kurve  liegt.  Sie  sei 
eine  zentrale  Involution  genannt  und   Oq  ihr  Zentrum. 

Die  vier  Tangenten  aus  Oq  beweisen,  daß  sie  vier  Koinzidenz- 
punkte (oder  Doppelpunkte)  hat,  also  mehr  als  eine  (gemeine)  In- 
volution auf  unikursalem  Träger  besitzt. 

Jeder  Punkt  von  (7^,  als  Zentrum,  liefert  eine  solche  In- 
volution, und  zwei  beliebige  Punkte  der  C^,  als  gepaarte, 
bestimmen  eine  eindeutig. 

Wird  eine  solche  zentrale  Involution  (Oq)  aus  einem  beliebigen 
Punkte  0  der  C^  projiziert,  und  sind  wieder  X^  =  1\\  X^  =  Y^'  die  weiteren 
Schnitte  eines  Strahls  x^xj  durch  0,  denen  dann  in  (Oq)  die  Punkte 
Xj'^Yj,  Xg' ^^  Fg  gepaart  sind,  so  fallen  jetzt  die  Strahlen  y^^  Vt 
nicht,  wie  oben,  auf  x^^  x^^  sondern  auf  x^,  x^\  und  es  gilt  nicht, 
daß  Xj  Y^  und  Y^  X/  sich  auf  der  Kurve  treffen. 

Weil  die  Kegelschnitte  eines  Büschels,  dessen  Grundpunkte  auf 
C^  liegen,  die  Kurve  noch  je  in  zwei  Punkten  schneiden,  deren  Ver- 
bindungslinie durch  einen  Punkt  auf  C^  läuft,  den  Gegenpunkt  jener 
vier  Punkte,  so  entsteht  durch  einen  solchen  Kegelschnitt-Büschel  eine 
zentrale  Involution  auf  G^. 

Wenn  aber  die  involutorische  Korrespondenz  [2]  im  Büschel  um 
den  dritten  Schnittpunkt  Oq  der  Verbindungslinie  eines  involutorischen 
Paars  Z  =  W ,  W  ^  Z'  eine  Doppelinvolution  ist,  so  ist  im  allge- 
meinen jeder  Strahl  des  Büschels  Verzweigungsstrahl,  dem  der  in  der 
(Doppel-)Involution  Oq  gepaarte  Strahl  als  Doppelstrahl  zugehört;  jene 
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Verbindungslinie,  in  der  sich  ein  Yerzweigungsstrahl  mit  dem  zuge- 
hörigen Doppelstrahl  vereinigt  hat,  ist  ein  Doppelstrahl  der  Involution. 
Schneidet  nun  ein  beliebiger  Strahl  x  von  0^  wiederum  in  X^  =  Y^, 
Xg  ^  ly,  so  müssen  X^^'  und  Xg'  sowohl,  wie  Y^  und  Y^  auf  dem 
gepaarten  Strahle  x  liegen:  und  zwar  deckt  sich  Y^  mit  Xj',  Yg 
mit  X2'.  Um  dies  zu  erkennen,  verbinden  wir  Z ^W  mit  X^  =  F^', 
dritter  Schnitt  sei  0.  Die  entsprechenden  Strahlen  in  der  involutori- 
schen  Korrespondenz  [2]  nm  0  sind  OZ'  und  OX/,  0^y  imd  OY^. 
Weil  Z' =  TF,  so  decken  sich  OZ'  und  OTF;  also  tun  es  auch  OX/ 
und  OFi  im  zweiten  entsprechenden  Strahle;  daher  vereinigen  sich 
Xj'  und  Y^  im  Schnitte  dieses  Strahles  mit  x\  und  ebenso  vereinigen 
sich  Xg'  und  Y.^ 

Es  geht  also  jedes  Strahlenpaar  der  Involution  0^  durch  zwei 
involutorische  Paare  der  Korrespondenz  auf  C^,  derartig,  daß  die 
beiden  Punkte  auf  dem  einen  Strahle  des  Paars  denen  auf  dem  andern 
involutorisch  gepaart  sind. 

Demnach  ist  auch  in  dem  zweiten  Falle,  der  als  möglich 
sich  herausgestellt  hat,  wennein  involutorisches  Paar  voraus- 
gesetzt wird,  die  Korrespondenz  ganz  involutorisch-,  aber 
diesmal  liegen  gepaarte  Punkte  auf  verschiedenen  Strahlen 
durch  Oo,  den  dritten  Schnitt  der  Verbindungslinie  jenes 
Paars,  die  dann  in  einer  Involution  gepaart  sind.  Nur  die 
Doppelstrahlen,  von  denen  die  Verbindungslinie  der  eine  ist,  ent- 
halten je  zwei  gepaarte  Punkte. 

Auf  jeder  der  Tangenten  aus  0^  sind  die  beiden  Schnitte  zu- 
sammengerückt, also  auf  dem  gepaarten  Strahle  ebenfalls,  so  daß  er 
auch  Tangente  ist.  Folglich  bilden  in  der  Involution  um  Oq 
die  vier  Tangenten  zwei  Paare  und  ihre  Berührungspunkte 
zwei  Paare  der  Involution  auf  C^. 

Umgekehrt,  es  seien  nunmehr  als  entsprechend  in  einer  £"  zwei 
Punkte  X  und  X'  gegeben,  welche  Berührungspunkte  zweier  von 
demselben  Punkte  der  C'^  kommenden  Tangenten  sind  oder  welche 
ihn  zum  gemeinsamen  Tangen tialp unkt  haben.  Solche  Punkte  werden 
(Nr.  179)  in  der  Theorie  der  Kurven  3.  Ordnung  konjugierte  (bis- 
weilen auch  korrespondierende)  Punkte  genannt.  Wir  suchen  nach 
der  Vorschrift  von  Nr.  845  den  entsprechenden  Y'  zu  dem  mit  X' 
sich  deckenden  Y.  Der  dritte  Schnitt  von  XY  ist  der  Tangential- 
punkt  0  von  X',  der  es  n.  Vor.  auch  von  X  ist;  also  fäUt  der  dritte 
Schnitt  Y'  von  OX  mit  X  zusammen;  die  beiden  Punkte  X  und  X' 
entsprechen  sich  also  involutorisch.  Wir  suchen  nun  die  beiden  ent- 
sprechenden Punkte  Z'  und  TT  zu  einem  beliebigen  Punkt  Z ^W \, 
der  dritte  Schnitt  von  ZY'  =  W' X  wird  mit  r=  X'  verbunden;  im 
neuen  dritten  Schnitt  decken  sich  Z\  W.  Diese  Korrespondenz  E  ist 
also  durchweg  involutorisch.    Nun  müssen  wiederum  die  Geraden  ZW 
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und  WZ',  also  die  Tangenten  in  zwei  gepaarten  Punkten  sich  auf 
der  Kurve  schneiden,  so  daß  die  Punkte  konjugiert  sind. 

Eine  Korrespondenz  E  auf  C^,  in  welcher  zwei  konju- 
gierte Punkte  einander  zugeordnet  werden,  ist  durchweg  in- 
volutorisch,  und  gepaarte  Punkte  sind  stets  konjugiert. 

Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  0  der  Kurve  mit  den 
Punkten  X  =  F',  F  =  X\  so  sind  die  dritten  Schnitte  der  beiden 
Geraden,  weil  sie  nach  X  und  X'  gehen,  entsprechende  Punkte  Z' 
und  Z,  und  weil  sie  nach  Y'  und  Y  gehen,  entsprechende  Punkte 
TT  und   W\ 

Jedes  Strahlenpaar,  das  von  einem  Punkte  0  der  Kurve 
nach  einem  Paare  unserer  involutorischen  E  geht,  schneidet 
zwei  andere  gepaarte  Punkte  aus;  die  E  wird  aus  0  durch  eine 
[2]  projiziert,  welche  eine  Doppelinvolution  ist;  weil  durchweg  die 
beiden  einem  Strahle  entsprechenden  Strahlen  sich  vereinigen. 

Die  involutorische  Korrespondenz  E  auf  0^,  in  welcher 
einmal  und  dann  durchweg  konjugierte  Punkte  entsprechend 
sind,  wird  aus  jedem  Punkte  der  Kurve  durch  eine  Involu- 
tion projiziert,  derartig,  daß  jedes  Strahlenpaar  zwei  Punkte- 
paare projiziert. 

Wir  haben  also  den  zweiten  Fall  erhalten,  der  sich  aus  der  Vor- 
aussetzung eines  involutorischen  Paars  ergab;  was  oben  zunächst  für 
den  dritten  Schnitt  der  Verbindungslinie  desselben  gefunden  wurde, 
gilt  für  jeden  Punkt  der  Kurve. 

Dieser  zweite  Fall  involutorischer  eindeutiger  Korre- 
spondenzen subsumiert  sich  dem  in  Nr.  845  behandelten  all- 
gemeinen Fall  der  E-^  man  erhält  eine  E,  welche  nicht  in- 
volutorisch  oder  involutorisch  ist,  je  nach  dem  man  nicht 
konjugierte  oder  konjugierte  Punkte  einander  zuordnet. 

Wir  haben  also  zwei  Arten  von  eindeutigen  Korrespon- 
denzen auf  C^,  die  im  allgemeinen  nicht  involutorischen 
Korrespondenzen  E  und  die  zentralen  Involutionen  J,  und 
unter  jenen  eine  endliche  Anzahl  involutorischer  Korrespon- 
denzen. 

Zwei  Punkte  bestimmen  sowohl  eine  E,  als  eine  I. 

Von  jeder  der  beiden  Arten  gibt  es  oo^  Korrespondenzen; 
denn  einem  festen  Punkte  können  wir  oo^  Punkte  zuordnen,  oder  bei 
der  zentralen  Involution  kann  das  Zentrum  oo^  Lagen  haben. 

Wie  für  die  allgemeinen  jEJ,  so  gilt  auch  für  die  involutori- 
schen E,  daß  immer  XY'  und  X' Y  sich  auf  C^  schneiden, 
wozu  hier  noch  kommt,  daß  auch  XY  und  X'Y'  es  tun,  weil 
ja  gepaarte  Punkte  vertauscht  werden  können.  Auch  sie  haben 
keine  Koinzidenzen;  die  Doppelstrahlen  jeder  projizierenden  Invo- 
lution kommen  dadurch  zustande,  daß  jeder  zwei  gepaarte  Punkte  ver- 
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bindet.  Füreine  involutorische£'  (Involution  konjugierter  Punkte  ^)  ) 
ist  jeder  Punkt  der  Kurve  zweimal  dritter  Schnitt  einer 
Verbindungslinie  gepaarter  Punkte. 

Durch  das  Problem  der  einer  C^  eingeschriebenen  Steiner-  847 
sehen  Polygone,  2w-Ecke,  deren  abwechselnde  Seiten  durch 
zwei  feste  Punkte  P,  Q  der  Kurve  gehen  sollen  (Nr.  199), 
kommt  man  auch  zu  Korrespondenzen  E.  Ein  Versuch  der 
Einschreibung  führt  zu  folgender  Figur.  Wenn  X^  ein  beliebiger 
Punkt  der  C^  ist,  so  sei  F^  der  dritte  Schnitt  von  PX^,  Xg  derjenige 
von  QY^y  Y^  der  von  PX^  usw.  bis  X„^j.  Fällt  X„^j  mit  X^  zu- 
•sammen,  so  ist  die  Einschreibung  gelungen.  X„^i  geht  eindeutig  aus 
Xj  hervor  und  umgekehrt  X^  aus  X^^^;  also  stehen  sie  in  einer 
Korrespondenz  E. 

Auch  Fj  und  X„^i  stehen  in  eindeutiger  Korrespondenz;  und 
<iiese  ist  involutorisch;  denn  ob  wir  von  F^  nach  X^^j  gehen  oder 
umgekehrt,  wir  haben  abwechselnd  nach  Q  und  P  Geraden  zu  ziehen, 
n  nach  §,  n  —  1  nach  P  und  fangen  an  und  schließen  mit  einer  Ge- 
rade nach  Q-  folglich  geht  Fj  genau  ebenso  aus  X^^^  hervor,  wie 
<iieser  aus  jenem. 

In  Nr.  199  fanden  wir  ihre  4  Koinzidenzen;  also  ist  sie  zentral. 

Dagegen  ist  die  Korrespondenz  (X^,  X^+j)  nicht  involutorisch; 
«s  werden  n  Geraden  nach  P  und  7i  nach  Q  gezogen,  beim  Übergänge 
von  X^  nach  X^^.^  beginnt  man  mit  einer  Gerade  durch  P  und 
schließt  mit  einer  durch  Q,  bei  dem  von  X^^^  zu  Xj  findet  das  Um- 
gekehrte statt. 

Daher  hat  (X^,  X^^  +  i)  keine  Koinzindenz;  folglich  sind  bei  be- 
liebig auf  C^  gelegten  Punkten  P,  Q  keine  Stein  ersehen  Polygone 
möglich. 

Wenn  aber,  bei  besonderer  Lage  von  P,  §,  eine  Koinzidenz  statt 
hat,  so  koinzidieren  durchweg  X^  und  X„^i.  Ist  also  ein  Steiner- 
sches  Polygon  möglich,  dann  gibt  es  sofort  oc^;  jeder  Punkt  X^  der 
Kurve  führt  zu  einem. 

Es  wurde  in  Nr.  820  gefunden,  daß  bei  der  Geiser  sehen  Ver- 
wandtschaft die  auf  einer  Kurve  C^  des  Netzes  durch  Ä,  B,  .  .  .  G 
liegenden  assoziierten  Punkte  H  und  I  eine  zentrale  Involution  bilden ; 
es  folgt  dies  auch  daraus,  daß,  wenn  L  der  Gegenpunkt  auf  C^  zu 
A,  B,  C,  B  ist,  H,  I  die  letzten  Schnitte,  mit  (7^,  der  Kegelschnitte  des 
Büschels  (EFGL)  sind  (Nr.  227). 

Jeder  Punkt  J.von(7^  hat  drei  konjugierte  Punkte  ^1,^-2,^.3,  848 
die  Berührungspunkte  der  drei  andern  Tangenten  aus  seinem 
Tangentialpunkte  51.     Demnach  befinden  sich  unter  den  00^ 
Korrespondenzen  E  drei  involutorisehe  (J.,  Ä^),  (Ä,  A.2),  (Ä,  Ä^\ 


1)  Bei  Weyr  fundamentale  Involution. 
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welche  mit  fj,  Tg,  f.,  bezeichnet  werden  mögen.  In  r^  kann  dann 
dem  Ä2  nur  der  einzig  übrig  bleibende  konjugierte  Ä^  zugeordnet 
sein,  so  daß  in: 

Ti  r,  r, 

A,  A^'^  A^y  A^       A,  A^'^  A^y  A^       A,  A^'^  A^,  A^ 
gepaart  sind. 

Daraus  folgt,  daß  die  drei  Involutionen,  durch  welche  die 
drei  f  aus  irgend  einem  Punkte  der  C^  projiziert  werden, 
sich  gegenseitig  stützen  (Nr.  85). 

Die  Eigenschaft  der  E  lehrt  für  f^,  daß  {AA^,  ^lA)  ^"d 
{AA2y  A^A^)  auf  C^  liegen;  (J.^3,  ^2^1)  ^^^  (^-^u^bA)  ergeben 
sich  ebenso  bei  f.^  und  [AA^,  A^A^),  (.4^1,  ^2^3)  ^^i  ^d  ^^^  Punkte 
der  Kurve. 

Die  Diagonalpunkte  des  Vierecks,  das  durch  die  Be- 
rührungspunkte der  Tangenten  gebildet  wird,  die  von  dem- 
selben Punkte  der  Kurve  kommen,  liegen  auch  ;iuf  ihr. 

Der  gepaarte  von  ?l  in  f^  sei  l^l^;  so  müssen  Aviederum  %A  und 
^1^1  sich  auf  der  Kurve  treffen;  dritter  Schnitt  von  %A  ist  J.;  also 
ist  5(i  der  dritte  Schnitt  von  AA^,  d.  i.  der  Diagonalpunkt  {AA^,  ^2^^3)7 
und  ebenso  sind  {AA^,  Ä^A^),  {AA^,  Ai^A.^)  die  gepaarten  Punkte 
%2y  ^3  voll  ^^  "1  Tg,  Tg;  so  daß  5(  und  die  drei  Diagonalpunkte 
den  nämlichen  Tan genti alpunkt  haben,  und  weil  51  und  ^^  in 
'"i  gepaart  sind,  so  sind  es  auch  5U,  ^I^. 

Wenn  X,  X';  Y,  Y'  in  einer  nicht  involu torischen  E  entsprechend 
sind,  so  liegt  nur  (XF',  YX')  auf  der  Kurve;  ist  E  aber  eine  f,  so 
tun  es  (Xr,  X'F)  =  0  und  (Xr,  X'Y)  =  0'  und  bilden  ein  Paar; 
denn  XO  trifft  die  Kurve  in  Y  und  X' F  trifft  sie  in  0'.  Dies  zeigt 
von  neuem,  daß  ^(g,  "^(3  in  fj  gepaart  sind. 

Liegen  F,  F'  unendlich  nahe  neben  X,  X',  so  wird  0  der  ge- 
meinsame Tangentialpunkt  von  X  und  X',  0'  der  dritte  Schnitt  von 
XX';  also: 

In  einer  f  sind  der  gemeinsame  Tangentialpunkt  von 
zwei  gepaarten  Punkten  X,  X'  und  der  dritte  Schnitt  ihrer 
Verbindungslinie  gepaart.  So  verhalten  sich  bei  fj  die  Punkte 
%  5(^  zu  A,  A^  oder  A^,  A.^. 

Die  vier  Punkte  auf  den  Doppelstrahlen  der  Involution,  welche 
eine  f  aus  einem  Punkte  der  Kurve  projiziert,  zwei  gepaarte  auf  dem 
einen  und  zwei  auf  dem  andern,  haben  im  gepaarten  Punkte  jenes 
Punktes  den  gemeinsamen  Tangentialpunkt;  z.  B.  A,  A^]  A.^,  A^  von 
Fl  auf  den  Doppelstrahlen  der  Involution  aus  %^. 

In  der  obigen  Figur  der  sechs  Punkte  X,  ...  0'  haben  wir  die 
Gegenecken  eines  Viersei ts  als  gepaarte  Punkte  einer  f;  den  drei 
Punkten  auf  einer  Seite,  wie  X,  F,  0  sind  gepaart  die  Ecken  X',  F',  0' 
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eines  Dreiecks,   derartig,   daß  jene  Punkte  je  die  dritten  Sclinitte  der 
Gegenseiten  sind,  A"^  von   Y' (J  usw. 

Der  dritte  Schnitt  0  der  Verbindungslinie  zweier  be- 
liebiger Punkte  X,  Y  ist  auch  derjenige  der  Verbindungs- 
linie der  gepaarten  Punkte  X\   Y'. 

Wenn  die  Ecken  eines  vollständigen  Vierseits  auf  der 
C^  liegen,  so  sind  die  Gegenecken  gepaart  in  einer  f. 

Es  sei  wieder  {XY,X'Y')=0,  (XY\  TX')  =  0';  wir  betrachten 
£(0,  0')]  in  ihr  sind  X,  X'  entsprechend,  weil  OX'  und  O'X  sich 
auf  der  Kurve  in  F'  schneiden,  aber  auch  X'  und  X,  weil  OX  und 
O'X'  es  in  Y  tun.  Folglich  ist  E(0,  0')  involutorisch,  also  eine  f, 
und  auch   F,  Y'  sind  gepaart. 

Die  gepaarten  Punkte  X',  .  .  .  Z^\  in  einer  V,  zu  sechs 
Punkten  X,  X^,  Y,  Fj,  Z,  Z^  eines  Kegelschnitts  befinden  sich 
wiederum  auf  einem  Kegelschnitte.  Schneiden  wir  nämlich 
XXj,  YY^j  ZZ^  zum  dritten  Male  in  X^,  F^,  Z^,  so  sind  die  neun 
Punkte  X,  .  .  .  Zg  assoziierte  Punkte  (Nr.  227),  also  Xg,  F^,  Z^  in 
gerader  Linie  gelegen,  weil  X, .  .  .  Z^  auf  einem  Kegelschnitte.  Weil 
nun  XXj  durch  Xg  geht,  tut  es  auch  X'X/,  und  ebenso  geht  Y' Y^ 
durch  Fj,  Z' Z^  durch  Zg.  So  erweisen  sich  auch  X', . . .  Z/,  X^,  Fg,  Zg 
als  assoziiert  und  daher  X', .  .  .  Zj'  als  Punkte  eines  Kegelschnitts. 

Die  Figur  des  Vierseits  lehrt  weiter:  ein  Strahlenpaar  der  aus  0 
die  r  projizierenden  Involution  j  0  \  projiziert  die  Punktepaare  X,  X' 
und  F,  F';  dieselben  Paare  werden  dann  auch  aus  dem  gepaarten 
Punkte  0'  durch  ein  Strahlenpaar  von  dessen  Involution  projiziert. 

Die  beiden  Punktepaare  X,  X';  F,  F'  von  f,  welche  auf 
einem  Strahlenpaare  der  Involution  \0\  liegen,  X,  F  auf  dem 
einen,  X',  F'  auf  dem  andern  Strahle,  liegen,  wenn  0'  zu  0 
in  r  gepaart  ist,  auch  auf  einem  Strahlenpaare  von  |0'|, 
X,  F'  auf  dem  einen,  X',  F  auf  dem  andern. 

Die  beiden  Involutionen  |0|,  |0'|  werden  so  projektiv, 
und  C^  ist  ihr  Erzeugnis. 

Dem  gemeinsamen  Tangentialpunkt  C  von  0,  0'  ist  der  dritte 
Schnitt  D'  von  00'  gepaart;  also  sind  in  der  Projektivität  der  Invo- 
lutionen 0{0'U,  €)  und  0\£),  OC)  entsprechend,  und  00'£)'  löst 
sich  vom  vollen  Erzeugnisse  4.  Ordnung  ab  (Nr.  179). 

Die  halbperspektive  Korrespondenz  [2,  2]  der  Büschel 
um  zwei  Punkte  0,  0'  der  C*,  durch  welche  sie  erzeugt  wird, 
ist  Projektivität  zweier  Involutionen,  wenn  0,  0'  in  einer  f 
gepaart  sind. 

Wird  aber  eine  V  aus  zwei  nicht  in  ihr  gepaarten  Punkten  0,  P 
projiziert,  so  kommen  die  Strahlenpaare  der  beiden  Involutionen  |0|,  \P\ 
in  eine  Korrespondenz  [2,  2];  die  beiden  Paare  von  f,  die  auf  einem 
Strahlenpaare  der  einen  Involution  liegen,  befinden  sich  auf  zwei  ver- 
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schiedenen  Paaren  der  andern.  Verzweigungselemente  sind  je  die 
aus  Tangenten  bestehenden  Paare  und  die  Paare  mit  vereinigten 
Strahlen. 

S49  Wenn  Ä,  B,  C  auf  C^  in  gerader  Linie  liegen  und  ebenso  A^yB^yC^, 

so  befinden  sich  auch  die  dritten  Schnitte  A^,  B^,  C^  von  AA^,  ^A> 
CC-^  in  gerader  Linie;  denn  alle  neun  Punkte  sind  assoziiert,  und 
Aj...C^  liegen  auf  einem  Kegelschnitte  (Nr.  227).  Legt  man  A^^B^j  C^ 
unendlich  nahe  an  A,  B,  C,  so  werden  A^j  B^,  C^  die  Tangential- 
punkte  von  A,  Bj  C.  Also  liegen  die  Tangentialpunkte  von 
drei  Punkten  der  G^,  welche  in  gerader  Linie  liegen,  gleich- 
falls auf  einer  Gerade,  der  Satellitgerade  der  ersteren. 

Daraus  folgt,  daß  auf  der  Verbindungslinie  zweier  Wende- 
punkte der  C'^  ein  dritter  liegen  muß. 

Zu  den  drei  Punkten  51,  33,  S  der  0^,  welche  in  gerader 
Linie  liegen,  seien  A,  A^,  A^,  A^^  B,  B^,  B^j  B^\  (7,  O^,  Cg,  O3  die 
Quadrupel  der  Punkte,  für  welche  sie  je  gemeinsame  Tangen- 
tialpunkte sind.  Für  den  dritten  Schnitt  von  AB  muß  S  Tangen- 
tialpunkt  sein;  also  ist  er  einer  der  vier  Punkte  0;  wir  haben  16 
Geraden  mit  je  einem  Punkte  J.,  B,  (7,  für  welche  ^S3ß  Satellitgerade 
ist.  Es  ist  nur  Sache  der  Bezeichnung,  wenn  wir  auf  J.(5,  B^,  B.2,  B^) 
die  dritten  Schnitte  (7,  C^,  Cg,  C3  nennen  und  annehmen,  daß  in  r^ 
gepaart  sind  nicht  bloß  J.,  A^]  A^,  A^y  sondern  auch  By  B^]  B^y  B^. 
Es  ist  dann  C  auch  dritter  Schnitt  von  A^  B^  und  0^  von  A^  By  und 
diese  Punkte  C  =  {ABy  A^B^  und  C^  =  {^^v  A^)  ^^^^  ebenfalls  in 
fj   gepaart,  desgleichen  Cg  =  (AB^,  A^^B^)  und  Og  =  {AB^y  A1B2). 

BC2  kann  weder  durch  Ay  noch  durch  A^  gehen;  A^  und  A^ 
sind  noch  nicht  unterschieden.  Also  sei  A2  der  dritte  Punkt  auf  BC2 
oder  C2  der  dritte  auf  ^2^7  mithin  auch  auf  A^B^y  und  im  gepaarten 
Cg  treffen  sich  A^B  und  A^B^^.  Wir  haben  ferner  die  auf  drei  Ge- 
raden gelegenen  neun  assoziierten  Punkte: 

%    ^    ^    I 
A    B,   C,   I; 
Ä,B    C,    \ 

weil  (5,  C2,  C2  in  einer  Gerade  liegen,  befinden  sich  die  sechs  andern 
auf  einem  Kegelschnitte;  durch  Hinzufügung  der  wiederum  in  einer 
Gerade  liegenden  ^,  Cy  C  ergeben  sich  abermals  neun  assoziierte 
Punkte;  von  ihnen  liegen  %  33,  S;  Ay  B,  C  je  in  einer  Gerade,  daher 
auch  A^y  B^y  0;  demnach  geht  auch  A^B^  durch  (7,  und  im  gepaarten 
C^  treffen  sich  ^2^3?  ^3-^2-     ^^  gehen  also  durch 

C:  ABy  A,B,y  A,B„  A,B,^,     C,:  AB,,  A,  By  A,B,y  A,B,', 
C^i  AB^y  A,B,y  A^By  A,B,',     C,:  AB,y  A.B^,  A^B,,  A,B. 


Die  Tangentenquadrupel  aus  drei  Punkten  einer  Gerade. 
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Die  beiden  Gnippen  assoziierter  Punkte: 
51    ^    e  I    51    33    e 


Ä 


B 


A-2    ^3     C^ 
^3    ^2    ^1 


führen  zu  den  Pascalschen  Sechsecken  J.5U.1 533  5^  undJ^  51^3  J?2  33  J5jj 
und  den  Pascalschen  Geraden: 


CäA,  ^B)  = 

-s, 

i^A, 

835,)  = 

-s„ 

(AB,, 

A£)  = 

-c^, 

{^A, 

m,)- 

=  s„ 

i^A, 

»Bs)  = 

=  ^Zj 

(AB,, 

A,B,)  = 

-C,; 

so 

daß: 

die  dritte  Gruppe: 


Ci  =  (SSj^,  S^S^)] 


%  ^  ^ 


A 
A. 


^3     ^3 


2    ^1    ^3 

führt  zum  Sechseck  J. 51^.3^3  33-51    und  der  Gerade   der  drei  Punkte., 

{^A,  S8B^)  =  {%S,  35^3),    (51^2,  33J5i)  =  (516^2,  33ÄiX 

(^J5,,  ^353)  =  (7,  =  (ÄÄ„  ^,^3). 

Demnach  ist  auch  S^S^S^'^S^  ein  Pascalsches  Sechseck. 
Also: 

%{S,  S„  S„  A3)  7\  a3(s,  s„  s,,  S,) 

oder 

9r(4,  -4„  .4,,  A,)  A  S8(S,  i?u  B„  B,y). 

Damit  ist  die  Projektivität  der  Tangentenwürfe  aus  zwei 
Punkten  derO^  von  neuem  bewiesen  (Nr.  176)  und  zugleich  erkannt, 
daß  in  ihr  Tangenten  aus  51,  welche  in  gepaarten  Punkten 
von  r^  berühren,  Tangenten  aus  33  entsprechen,  für  welche 
das  ebenfalls  gilt.  Diese  Projektivität  muß  sich  zu  den  drei  f  gleich- 
artig verhalten.  Sind  also  in  Tg  die  Punkte  A,  A^'^  A^,  A^  gepaart,  so 
sind  es  auch  B,  B^]  B^,  B.^-^  woraus  dann  folgt,  daß  dem  G={AB,A^B^ 
der  O2  =  {AB.2,  A^B)  und  dem  (7^  der  C^  gepaart  ist.  Und  ähnliches 
gilt  für  r3 .     Jene  Projektivität  vervollständigt  sich  also  zu: 

%iA,  A„  A„  A,)  7\  S8(B,  B„  B„  B,)  A  6(0,  C„  C„  C,) 
und  jeder  von  diesen  Würfen  kann  noch   in  vier  Weisen  geschrieben 
werden. 

Kehren  wir  nun  zur  allgemeinen  Korrespondenz  E  zurück.     Sie  850 
ruft   in   einem   beliebigen   Strahlenbüschel   eine   Korrespondenz   [3,  3] 
hervor,    deren   entsprechende   Strahlen   nach   entsprechenden   Punkten 
von  E  gehen.     Weil  E  selbst  keine  Koinzidenz  besitzt,  so  sind  alle 


1)  Vgl.  Schröter,  Theorie  der  eben  n  Kurven  3.  Ordnung,  §  13. 

Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.    IV.  11 
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sechs  Koinzidenzstrahlen  dieser  [3,  3]  Strahlen,  welche  entsprechende 
Punkte  der  E  verbinden. 

Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  einer  Kor- 
respondenz E  auf  C^  umhüllen  eine  Kurve  6.  Klasse,  ihre 
Direktionskurve. 

Die  sechs  Tangenten  aus  einem  Punkte  0  ^  M'  von  C^  sind  die 
00',  MM'  und  die  vier  Koinzidenzstrahlen  der  involutorischen  Kor- 
respondenz [2],  durch  vrelche  E  aus  dem  Punkte  projiziert  wird. 

Von  den  Direktionskurven  der  oo^  Korrespondenzen  E 
berühren  drei  eine  gegebene  Gerade,  nämlich,  wenn  A,  JB,  C 
deren  Schnitte  mit  C^  sind,  diejenigen,  die  zu  E(Ä,  B),  E{Ay  C\ 
E{B,  C)  gehören. 

Wird  die  ^eine  f,  so  tritt,  weil  jede  Verbindungslinie  doppelt 
zu  zählen  ist,  an  die  Stelle  der  Kurve  6.  Klasse  eine  von  der 
3.  Klasse.  Die  drei  Tangenten  aus  einem  Punkte  von  C^  sind  der 
Strahl,  der  ihn  mit  dem  gepaarten  Punkte  verbindet,  und  die  Doppel- 
strahlen der  projizierenden  Involution.  Diese  drei  Kurven  3.  Klasse 
heißen  die  Cayleyschen  Kurven  der  C^. 

Bei  einer  zentralen  Involution  zerfällt  die  Kurve  6.  Klasse  in 
den  doppelten  Büschel,  welcher  sie  einschneidet,  und  die  Büschel  um 
die  vier  Koinzidenzpunkte. 

Die  entsprechenden  Punkte  einer  E,  welche  auf  den  vier 
Koinzidenzstrahlen  der  [2]  liegen,  die  sie  im  Strahlenbüschel 
um  den  Punkt  0  =  M'  von  C^  hervorruft,  seien  ü,  ü';  X,  X'j 
r,  Y';  Z,Z\  Weil  sich  UX'  und  U' X  auf  der  Kurve  in  0^  schnei- 
den, so  sind  0,  0^;  U,  X;  U',  X'  Gegenecken  eines  eingeschriebenen 
Vierseits,  also  gepaart  in  einer  der  drei  f,  etwa  in  fj;  wenn 

O2  =  (UT,  U' Y)     und     O3  ==  iUZ',  U'Z\ 

so  sind  ebenso  0,  Ogj  C/,  Y\  U'j  Y'  gepaart  in  Tg  und  0,  O3;  ü,  Z; 
U\  Z'  in  r^;  folglich  haben  je  0,  0^,  0^,  O3;  V,  X,  F,  Z;  V ,  X',  r,  Z' 
denselben  Tangentialpunkt.  ?7,  der  dritte  Schnitt  von  OJJ' ^  ist  auch 
der  von  0' TJ\  d.  h.  diese  Gerade  berührt  in  /7;  und  0'  ist  der  ge- 
meinsame Tangentialpunkt  von  JJ,  X,  Y,  Z  und  ebenso  M 
derjenige  von  V ,  X\  Y\  Z\  Da  0,  ü,  ü'  (oder  0,  X,  X'; .  .  .) 
in  gerader  Linie  liegen,  so  ist  der  gemeinsame  Tangentialpunkt  von 
0,  Ol,  O2,  O3  der  dritte  Schnitt  von  0' M. 

Weil  in  f^  die  £/,  X  und  die  ü\  X'  gepaart  sind,  so  sind  es 
auch  r,  Z  und  Y\  Z-,  dem  0  =  (YF',  ZZ')  ist  der  (YZ',  ZT)  ge- 
paart, also  ist  dies  der  0^  und  ebenso  ist  {ZX\  XZ')  der  Og  und 
(Xr,  YX')  der  O3. 

Nach  dem  Vorangehenden  ergeben  sich  diejenigen  vier  von  O^M' 
kommenden  Taugenten  der  Direktionskurve  von  E^  welche  zwei  ent- 
sprechende Punkte  der  E  verbinden,  von  denen  keiner  in  jenen  Punkt 
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fällt,  als  die  Strahlen  nach  den  Berührungspunkten  der  vier  Tangenten 
aus   0'  oder  derjenigen  aus  M. 

Die  beiden  ferneren  Schnitte  eines  Strahls  durch  0  legen  eine  E 
fest;  dadurch  wird  das  den  Strahl  enthaltende  Tangentenquadrupel 
aus  0  an  die  Direktionskurve  von  E  bestimmt.  Durch  alle  die 
Tangentenquadrupel,  den  verschiedenen  E  zugehörig,  ent- 
steht also  eine  Involution  4.  Grades.  Dies  geht  auch  daraus 
hervor,  daß  sie  die  Quadrupel  der  Koinzidenzstrahlen  aller  von  den 
E  im  Büschel  0  hervorgerufenen  [2]  sind,  die  ja  sämtlich  die  vier 
Tangenten  aus  0  zu  Verzweigungsstrahlen  haben  (Nr.  197 ).  Diese 
Involution  4.  Grades  hat  drei  Gruppen  mit  je  zwei  Doppelelementen; 
sie  rühren  von  den  V  her,  bei  denen  die  [2]  Doppelinvolutionen 
werden.  Diese  Involutionen  stützen  sich  gegenseitig  (Nr.  848);  auch 
daraus  ergibt  sich  (Nr.  136)  die  biquadratische  Involution. 

Ein  Quadrupel  dieser  Involution  besteht  aus  den  vier  Tangenten 
a,  «1,  %,  0^8  ^^^  ^^  ^^s  ^j  ®s  gehört  zu  der  unter  den  E  befindlichen 
Identität:  mit  lauter  Koinzidenzen. 

Aus  diesem  Quadrupel  kann  man  die  biquadratisehe  Involution 
eindeutig  und  durch  projektive  Operationen  ableiten;  denn  es  liefert 
die  drei  Involutionen  aa^^a^a^-^  aa^,  a^a^]  aa^,  a^a.^,  vermittelst  deren 
jeder  Strahl  von  0  zu  einer  Gruppe  vervollständigt  werden  kann 
(Nr.  136,  197). 

Die  zu  den  verschiedenen  Punkten  der  C^  gehörigen  In- 
volutionen 4.  Grades  sind  projektiv,  wobei  die  zu  derselben 
E  gehörigen  Quadrupel  entsprechend  sind.  Weil  nun  die 
Tangentenquadrupel  aa^a^a^  projektiv  sind,  so  folgt,  daß  auch  die 
zu  derselben  E  in  den  Involutionen  der  verschiedenen  Punkte 
von  C^  zugehörigen  Quadrupel  projektiv  sind. 

Es  sei  T  der  Schnittpunkt  der  beiden  Verbindungslinien  XX',  851 
YY'  einer  E-^  dieser  Punkt  ist  harmonisch  zu  dem  auf  G^  gelegenen 
0  =  {XT,  YT)  in  bezug  auf  die  Schnitte  von  TO  mit  XT,  X'F. 
Ist  das  Paar  YY'  dem  XX'  unendlich  nahe,  so  wird  T  der  Berüh- 
rungspunkt von  XX'  mit  der  Direktionskurve,  0  der  dritte  Schnitt 
von  XX'  und  die  Schnitte  mit  XY,  X'Y'  sind  X,  X'. 

Der  Berührungspunkt  T  der  Direktionskurve  einer  E 
auf  C^  mit  einer  der  einhüllenden  Geraden  XX'  ist  der  vierte 
harmonische  Punkt,  in  bezug  auf  X,  X',  zum  dritten  Schnitte 
0  dieser  Gerade^). 


1)  Durch  jeden  Punkt  P  der  Ebene  gehen  drei  Direktionskurveu; 
dreimal  nämlich  ist  er  auf  einer  durchgehenden  Gerade  der  vierte  harmonische 
zu  einem  der  Schnitte  mit  C  ^  in  bezug  auf  die  beiden  andern.  Denn  die  Punkte 
auf  diesen  Strahlen,  welche  P  von  zwei  Schnitten  harmonisch  trennen,  erzeugen 
eine  Kurve   3.  Ordnung,   welche   der  C^   außer   in    den  Berührungspunkten  der 
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Vereinigt  sich  also  T  mit  einem  der  drei  Punkte  der  C^  auf  der 
Gerade,  so  muß  ein  zweiter  von  diesen  Punkten  an  der  Vereinigung 
teilnehmen.  Jeder  Schnitt  der  Direktionskurve  mit  C^  ist 
Berührung.  Weil  C^  6.  Klasse  ist,  so  finden  18  Berührungen 
zwischen  beiden  Kurven  statt,  und  die  Direktionskurve  ist 
12.  Ordnung. 

Da  X.  und  X'  sich  nicht  vereinigen,  so  fallen  entweder  T,  X,  0 
oder  T,  X\  0  zusammen;  X'  ist  dann  Tangentialpunkt  von  X,  bzw. 
X  von  X',  und  wir  haben  zweierlei  Berührungen,  bei  denen 
der  Berührungspunkt  der  ersten  Reihe  angehört  und  der 
Tangentialpunkt  ihm  in  der  zweiten  Reihe  entspricht,  oder 
umgekehrt. 

Es  sei  XX'  ein  Paar  der  ersten  und  YY'  eins  der  zweiten  Art. 
Der  Schnittpunkt  W=(XY',  X'Y)  liegt  auf  der  Kurve.  Die  Tangen- 
tialpunkte  der  drei  in  gerader  Linie  liegenden  Punkte  X,  Y\  W  liegen 
wiederum  in  gerader  Linie;  die  von  X,  Y'  sind  X',  Y,  mit  denen  W 
in  gerader  Linie  liegt,  also  ist  dieser  sein  eigener  Tangentialpunkt, 
folglich  ein  Wendepunkt. 

Jede  zwei  ungleichartigen  Berührungspunkte  der  C^  mit 
der  Direktionskurve  einer  auf  ihr  gelegenen  E  führen  zu 
einem  Wendepunkte  als  drittem  Schnitte  ihrer  Verbindungs- 
linie. 

Umgekehrt,  wenn  XX'  ein  Paar  der  ersten  Art  ist  und  W  ein 
Wendepunkt  von  C^,  so  seien  Y\  Y  die  Schnitte  von  W{Xj  X')  mit 
C^,  also  entsprechend  in  E.  Der  Tangentialpunkt  von  Y'  muß  mit 
denen  von  X  und  Wj  d.  h.  mit  X'  und  W  in  gerader  Linie  liegen, 
also  ist  er  der  dritte  Schnitt  Y  von  X'W.  Demnach  ist  YY'  ein 
Paar  der  zweiten  Art. 

Die  18  Berührungspunkte  der  Direktionskurve  einer  E 
auf  C^  mit  dieser  Kurve  zerfallen  in  zwei  Gruppen  von  neun 
Punkten;  jeder  hat  seinen  Tangentialpunkt  zum  entsprechen- 
den und  zwar  die  neun  Punkte  der  einen  Gruppe  in  dem 
einen,  die  der  andern  im  andern  Sinne.  Verbindet  man  irgend 
einen  Punkt  der  einen  Gruppe  mit  den  neun  Wendepunkten 
der  C^,  so  ergeben  sich  als  dritte  Schnitte  die  neun  Punkte 
der  andern  Gruppe. 

Jede  der  beiden  Reihen  auf  (7^,  die  in  einer  Korrespon- 
denz E  stehen,  besitzt  neun  Punkte,  für  welche  der  entspre- 
chende Punkt  in  der  andern  Reihe   der  Tangentialpunkt  ist. 

Die  Anzahl  9  der  Wendepunkte  der  C^  ergibt  sich  aus  Nr.  162 
oder  694,  aber  unsere  jetzige  Betrachtung  führt  auch  zu  ihr. 


sechs  Tangenten  aus  P  noch  dreimal  begegnet  (vgl.  Reje,  Geometrie  der  Lage, 
3.  Aufl.  Abt.  n  S.  66). 
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Daraus,  daß  XY'  und  YX'  sich  stets  auf  der  Kurve  sclmeideii, 
folgt,  daß  die  beiden  Punkte  X'  und  Y,  welche  in  beiderlei 
Sinne  demselben  Punkte  X  =  F'  korrespondieren,  mit  seinem 
Tangentialpunkte  in  gerader  Linie  liegen.  Folglich  liegen 
die  beiden  einem  Wendepunkte  W^  V  korrespondierenden 
Punkte  W,  V  mit  ihm  selbst  in  gerader  Linie.  Und  umge- 
kehrt ist  dies  ein  Kennzeichen  für  einen  Wendepunkt;  denn 
ein  Punkt  mit  dieser  Eigenschaft  vereinigt  sich  mit  seinem  Tangential- 
punkte. Das  führt  auch  zu  den  neun  Doppeltangeuten  WW'=:  VV, 
welche  die  Ordnung  12  der  Direktionskurve  bewirken  (Nr.  162). 

In  Nr.  682  ergab  sich,  daß  die  erste  Polare,  in  bezug  auf  6'^ 
eines  Wendepunktes  in  die  W^endetangente  und  die  harmonische 
Polare  zerfällt,  von  denen  die  letztere  erzeugt  wird  durch  die  Punkte 
auf  den  Strahlen  durch  den  Wendepunkt,  welche  von  ihm  durch  die 
beiden  weiteren  Schnitte  harmonisch  getrennt  werden. 

Es  seien  TF,  W^,  W\  drei  Wendepunkte  der  C^  in  gerader  Linie 
(Nr.  849);  W,  heiße  auch  F/,  und  W,  V,  seien  den  TF,  F/  ent- 
sprechend. Dann  liegt  {WV^'y  W^i)  auf  der  Kurve,  ist  also  TFg. 
Die  harmonische  Polare  des  TFg  geht  durch  die  vierten  harmonischen 
Punkte,  die  dem  W^  in  bezug  auf  W  und  W^  =  F/  und  TF',  F^  zu- 
geordnet sind:  also  schneiden  sich  die  beiden  Doppeltangenten  WW 
und   Fj'Fj  =  TFj  TFj'  der  Direktionskurve  auf  ihi\ 

Zwei  Doppeltangenten  der  Direktionskurve  einer  E  auf 
C^  schneiden  sich  stets  auf  der  harmonischen  Polare  des 
dritten  Wendepunktes  auf  der  Verbindungslinie  der  beiden 
Wendepunkte,  von  denen  sie  herrühren,  so  daß  auf  jeder  der 
neun  harmonischen  Polaren  vier  solche  Schnittpunkte  liegen. 

Wird  die  E  eine  f,  so  hat  die  Direktionskurve  3.  Klasse, 
eine  der  drei  Cayleyschen  Kurven  der  C^,  neun  Berührungs- 
punkte mit  der  0^;  der  Unterschied  der  beiden  Arten  ist, 
wegen  des  involutorischen  Entsprechens,  weggefallen. 

T  sei  einer  dieser  Berührungspunkte,  W  sein  gepaarter  und  zu- 
gleich sein  Tangentialpunkt ;  da  sie  aber,  als  gepaarte  in  f,  denselben 
Tangentialpunkt  haben,  so  ist  W  ein  Wendepunkt  der  C*.  Folglich 
sind  die  neun  Berührungspunkte  der  beiden  Kurven  Be- 
rührungspunkte von  Tangenten,  die  von  den  Wendepunkten 
der  C^  kommen.  Jeder  Wendepunkt  sendet  drei  anderwärts  be- 
rührende Tangenten  aus;  die  sonstige  vierte  hat  sich  mit  der  Wende- 
tangente vereinigt.  Wenn  von  zwei  Wendepunkten  die  Tangenten- 
quadrupel ivxy2  und  tv^x^y^z^  ausgehen,  von  denen  w,  u\  die  Wende- 
tangenten sind  und  die  Projektivität:  wxys  7\  ^^i^/i-^i  besteht,  so 
sind  die  Berührungspunkte  von  x  und  x^,  y  und  ^j,  z  und  z^  die- 
jenigen der  C^  mit  den  drei  Cayleyschen  Kurven. 
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852  Gepaarte  Punkte    einer    f  werden    aus    einem  Punkte  P  der  C^ 

durch  gepaarte  Strahlen  einer  Involution  projiziert  und  so,  daß  auf 
jedem  Strahlenpaare  dieser  Involution  zwei  Punktepaare  liegen;  die 
Doppelstrahlen  tragen  zwei  gepaarte  Punkte. 

Eine  zentrale  In  volution(0)hingegen  wird  aus  einem  Punk- 
te P  der  C^  durch  eine  involutorische  Korrespondenz  [2]  pro- 
jiziert, in  welcher  einem  Strahle  x  die  beiden  Strahlen  korre- 
spondieren, welche  nach  den  Punkten  gehen,  die  den  auf  x 
befindlichen  gepaart  sind;  ihre  Koinzidenzstrahlen  laufen  nach 
den  Koinzidenzpunkten  von  (0). 

Auf  die  Kurve  wird  sie  in  eine  zweite  zentrale  Involu- 
tion (öj)  projiziert,  deren  Zentrum  der  dritte  Schnitt  der 
Gerade  ist,  welche  0  mit  dem  Tangentialpunkte  von  P  ver- 
bindet. 

In  der  Tat,  wenn  die  gepaarten  Punkte  X,  X'  von  (0)  in  die 
Punkte  Y,  Y'  projiziert  werden,  so  zeigt  sich  sofort,  daß  diese  Punkte 
sich  eindeutig  und  involutorisch  entsprechen;  denn  aus  Y  ergeben 
sich  X,  X',  Y'  eindeutig,  ebenso  aus  Y'  die  X',  X,  Y,  und  weil  X 
und  X'  sich  involutorisch  entsprechen,  so  gilt  dies  auch  für  Y  und  Y\ 
Die  involutorische  Korrespondenz  [2],  welche  die  (0)  aus  P  projiziert, 
projiziert  auch  die  neue  Korrespondenz;  also  ist  diese  ebenfalls  eine 
zentrale.  Sei  0^  ihr  Zentrum.  In  der  Korrespondenz  E{X,  Y')  ent- 
spricht dem  Ol  aus  der  ersten  Reihe  P  in  der  zweiten,  weil  O^Y' 
und  PX  sich  in  Y  schneiden,  und  dem  0  aus  der  zweiten  P  in  der 
ersten,  weil  FY'  und  OX  sich  in  X'  schneiden;  also  geht  00^  durch 
den  Tangentialpunkt  von  P 

Wenn  nun  P  denselben  Tangentialpunkt  hat  wie  0,  so  fäUt  0^ 
in  0;  also  wird  aus  einem  solchen  P  die  zentrale  Involution  (0), 
durch  eine  Doppelinvolution,  in  sich  selbst  projiziert,  wie  eine  V  aus 
jedem  Punkte  der  C^. 

Für  eine  zentrale  Involution  (0)  gibt  es  drei  Punkte 
auf  C^,  aus  denen  sie  in  sich  selbst  oder  durch  eine  Doppel- 
involution projiziert  wird;  es  sind  dies  die  drei  Punkte, 
welche  mit  0  den  Tangentialpunkt  gemein  haben. 

Mit  einer  (0)  hat  eine  V  zwei  Paare  gemeinsam;  sie  liegen  auf 
den  Doppelstrahlen  der  Involution,  durch  welche  V  aus  0  projiziert 
wird:  X,  X'  auf  dem  einen,  Y,  Y'  auf  dem  andern.  Diese  vier  Punkte 
haben  (Nr.  848)  denselben  Tangentialpunkt  O,  welcher  dem  0  in  f 
gepaart  ist. 

(0)  und  r  werden  aus  dem  beliebigen  Punkte  P  von  C^  durch 
eine  involutorische  Korrespondenz  [2]  und  eine  Involution  projiziert; 
sie  haben  (Nr.  196)  zwei  Paare  entsprechender  Strahlen  gemeinsam; 
diese  gehen  nach  X,  X';  Y,  Y'   und    projizieren  diese  Paare    in  die 
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beiden  Paare,  welche  der  f  mit  der  (0^)  gemeinsam  sind,  in  welche 
(0)  aus  P  projiziert  wird. 

Wenn  aber  P  einer  der  drei  Punkte  ist,  welche  mit  0  den 
Tangentialpunkt  gemeinsam  haben,  so  tritt  an  Stelle  von  [2]  eine 
Doppel-Involution,  und  das  Paar,  welches  sie  mit  der  f  projizierenden 
Involution  gemeinsam  hat,  projiziert  jedes  der  beiden  gemeinsamen 
Paare  X,  X';  F,  Y'  von  (0)  und  f  in  sich  selbst  oder  in  das  andere. 
Diese  drei  Punkte  sind  der  gemeinsame  Tangentialpunkt  C  von 
X,X',  Y,Y'  und  die  beiden  andern  Diagonalpunkte  des  Vierecks  dieser 
Punkte,  außer  0;  aus  D  wird  XX'  in  XX'  und  YY'  in  YY'  proji- 
ziert, aus  den  genannten  Diagonalpunkten  wird  z.  B.  XX'  in  YY', 
bzw.  Y'Y  projiziert. 

Jede  E{0,  0')  läßt  sich  als  Produkt  der  beiden  zentralen  853 
Involutionen  (0'),  (0)  in  dieser  Reihenfolge  auffassen: 

1)    ^'(0,0')  =  (0').(0). 

Denn  sind  X,  X'  in  E{0,  0')  entsprechend,  so  liegt  X"=  (OX',  O'X) 
auf  (7^,  und  X  geht  durch  ((7)  in  X"  und  dieser  durch  (0)  in  X 
über.     Für  die  Umkehrung  gilt: 

r)  E{0',0)  =  {0)-{0-). 

Multiplizieren  wir  1)  mit  (0')  vor,  so  ergibt  sich,  da  (0')^=  1: 

■2)  {a)-E{o,a)^{o); 

in  der  Tat,  jenes  Produkt  transformiert  X"  über  X  in  X';  aber  auch 
X'  in  X":  denn  dem  X"  als  Pimkt  der  zweiten  Reihe  von  -E(0,  Cf) 
entspricht,  weil  XX"  in  0'  schneidet,  der  dritte  Schnitt  von  O'X' 
in  der  ersten  Reihe;  in  diesen  geht  also  X'  durch  (0')  über  und  er 
durch  E{0,  0')  in  X".     Ebenso  ist: 

2')    ^(0,  0') .  (0)  =  (0'). 

Wenn  E  aber  eine  f  ist  und  0,  0'  konjugiert  sind,  so  ist: 

r(0,  0')  =  r( 0',  0)  =  ,0')  •  (O)  =  (O)  •  (ff). 

Zwei  zentrale  Involutionen  sind  dann  und  nur  dann  ver- 
tauschbar, wenn  ihre  Zentren  in  entsprechenden  Punkten 
einer  f  liegen,  denselben  Tangentialpunkt  haben. 

Ferner  ist: 

(0).(0')-(Oj.(0')  =  r(o,  07  =  1; 

in  der  Tat,  wenn  X,  F;  X',  Y'  auf  einem  Strahlenpaare  aus  0  Hegen, 
so  liegen  X,  Y';  X',  Y  auf  einem  aus  0',  und  durch  die  vier  Opera- 
tionen geht  X  in  Y,  X',  F',  X  über. 

Sind  Ol,  O2,  O3,  O4  die  Berührungspunkte  der  Tangenten 
aus  dem  Punkte  Q  der  Kurve,  so  ist  das  Produkt  zweier  der 


168     VIII.   §  118.  Eindeut.  Korrespondenzen  a.  d.  allg.  ebenen  Kurve  3.  Ordnung. 

zugehörigen  zentralen  Involutionen  gleich  dem  der  andern 
beiden,  und  das  Produkt  aller  vier  die  Identität^). 

Denn  r{0„  0,)  =  r(0„  0,). 

Liegt  ein  Produkt  von  n  zentralen  Involutionen  I  vor,  so  kann 
man  das  Produkt  der  beiden  ersten  durch  eine  E^  das  Produkt  dieser 
mit  der  dritten  durch  eine  I  ersetzen,  usw. 

Das  Produkt  von  n  zentralen  Involutionen  ist  also  eine 
E  oder  /,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

So  z.  B.  ist  in  Nr.  847  die  Korrespondenz  (X^,  X^^^)  eine  E^ 
die  (Zj,  X„^i)  eine  7. 

Das  Produkt  von  zwei  E  ist  eine  E,  als  Produkt  von  vier  /j 
daher    ist    auch    das  Produkt  von  beliebig  vielen  E  eine  E, 

Das  Produkt  von  mehreren  E  und  /  ist  eine  E  oder  J,  je  nach- 
dem die  Anzahl  der  Faktoren  I  gerade  oder  ungerade  ist. 

Durch  eine  eindeutige  Korrespondenz  auf  C^  (eine  E 
oder  I)  wird  jedem  Punkte  Ä  der  Kurve  ein  Punkt  Ä^  in 
folgender  Weise  zugeordnet:  Wenn  X,  Y  die  weiteren  Schnitte 
eines  Strahls  durch  Ä  sind,  denen  in  der  Korrespondenz  X',  Y'  ent- 
sprechen, so  ist  die  Zuordnung  von  X'  und  Y'  das  Produkt  (X',  X)  •  (X,  Y), 
(Y,  Y')y  von  dessen  Faktoren  einer  oder  alle  drei  I  sind,  je  nachdem 
die  gegebene  Korrespondenz  eine  E  oder  I  ist;  also  ergibt  sich  jeden- 
falls eine  J,  und  ihr  Zentrum  ist  A^^). 

Die  Zuordnung  zwischen  Ä  und  A^  können  wir,  indem  wir,  da 
ja  ein  Strahl  durch  A  den  A^  schon  liefert,  X  und  X'  festhalten, 
als  Produkt  {A,  Y)  •  {Y,  T')  •  (Y',  A,)  auffassen  oder  (X)  •  (F,  Y')  •  (X'). 
also  als  Produkt  von  zwei  oder  drei  zentralen  Involutionen,  je  nach- 
dem die  gegebene  Korrespondenz  (Y,  Y')  eine  E  oder  I  ist. 

Demnach  ist  die  Korrespondenz  der  A  und  A^  von  der- 
selben Art  wie  die  gegebene. 

Ist  diese  eine  f,  so  ist  die  neue  die  Identität,  weil  bei 
einer  V  XY  und  X'Y'  sich  auf  der  Kurve  schneiden. 

Wenn  die  gegebene  eine  I  ist  mit  dem  Zentrum  0,  so  ist 
sein  Tangentialpunkt  0'  das  Zentrum  der  zentralen  Involu- 
tion (A,  J-i).  Wir  benutzen  den  Strahl  A0\  sein  dritter  Schnitt 
sei  A\  er  schneidet  also  0,  A'  aus,  denen  in  (0)  die  Punkte  0\  A 
gepaart  sind;  also  ist  J.^  der  dritte  Schnitt  von  O'A  oder  A,  A^  liegen 
mit  0'  in  gerader  Linie. 

Zwei  solche  Paare  A,A^'^  -ß? -^i  können  wir  verwerten,  um  eine 
quadratische  Verwandtschaft  herzustellen,  zu  welcher  die  ge- 
gebene Korrespondenz  (X,  X')  gehört  (vgl.  Nr,  810).    Die  beiden 


1)  Montesano,  Su  alcuni  gruppi  chiusi  di  transformazioni  involutorie  nel 
piano  e  nello  spazio.     Atti  delFIstituto  Veneto  Ser.  II,  Bd.  6  (1888). 

2)  Mit  dem  Ausdrucke  von  Nr.  645  kann  man  sagen:  Es  wird  mit  der  ge- 
gebenen Korrespondenz  auf  die  zentrale  Involution  {Ä)  operiert;  Ergebnis  ist  {A^). 


Quadratische  Verwandtschaften,  welche  Korrespondenzen  enthalten.     169 

Büschel  Ä  und  Ä^  sind  projektiv  mit  AXYj  A^  X'Y'  als  entsprechenden 
Strahlen,  ebenso  B  und  B^,  Wir  benutzen  also  die  Seydewitzsche 
Konstruktion  der  quadratischen  Verwandtschaft  (Nr.  797).  In  ihr 
entspricht  dem  Punkte  X  als  Schnittpunkt  von  ÄXY  und  BXZ  der 
Schnittpunkt  der  entsprechenden  Strahlen  A^X' Y'  und  B^X'Z'. 

Wenn  {X,  X')  eine  zentrale  Involution  (0)  ist,  so  ist  die 
entstehende  quadratische  Verwandtschaft  im  allgemeinen 
nicht  involutorisch;  weil  bei  einer  solchen  nicht  beide  Haupt- 
punkte Aj  B  von  den  homologen  A^,  B^  verschieden  sein  können. 
Aber  jetzt  entspricht  auch  dem  X'  als  Schnittpunkt  von  AX'  und 
BX'  der  X  als  Schnittpunkt  von  A^X  und  B\X.  Wir  haben  in 
dieser  nicht  involutorischen  quadratischen  Verwandtschaft  die  oo^  in- 
volutorischen  Paare,  welche  die  zentrale  Involution  (0)  auf  C^  bilden, 
demnach  die  halbinvolutorische  Verwandtschaft  von  Nr.  810. 

Ist  aber  die  gegebene  Korrespondenz  eine  f,  so  fäUt  A^ 
auf  A  und  B^  auf  J5;  aber  auch  die  dritten  Hauptpunkte  faUen  zu- 
sammen in  (7=  {AB,  BA)  =  {A^B,  B^A'),  wenn  A',  B  zu  A,  B  in 
r  gepaart  sind.  Dieser  Punkt  liegt  auch  auf  C^.  Die  beiden  konjektiven 
Büschel  Ay  A^  bilden  die  Involution,  durch  welche  f  aus  ^  projiziert 
wird,  und  ebenso  sind  B  und  B^  involutorisch.  Dadurch  wird  die 
quadratische  Verwandtschaft  ganz  involutorisch  (Nr.  811). 
Sie  ist  die  Ijj,  welche  von  dem  Büschel  mit  dem  Polardreiecke  ABC 
aus  dem  Kegelschnitt-Netze  herrührt,  zu  welchem  C^  als  Jacobische 
Kurve  und  f  als  Involution  konjugierter  Punkte  gehört;  zwei  be- 
liebige Punkte  Ay  B  der  Jacobischen  Kurve  bestimmen  ja  das  Polar- 
dreieck eines  Büschels  im  Netze  (Nr.  812)^). 

Wir  fanden  (Nr.  812)  bei  der  quadratischen  Inversion,  daß 
sie  cx)^  Kurven  3.  Ordnung  in  sich  überführt,  so  daß  durch  sie  auf 
jeder  dieser  Kurven  eine  zentrale  Involution  entsteht.  Da  nun,  in 
fester  Ebene,  (X)^+^  quadratische  Inversionen  möglich  sind,  so  muß 
jede  Kurve  3.  Ordnung  C^  bei  oo'^  +  ^~^  Inversionen,  also  für  jeden 
ihrer  Punkte  0  als  Zentrum  bei  oo^  Inversionen  sich  ergeben; 
es  ist  leicht,  die  Basen  nachzuweisen. 

A,  B,  C,  D  seien  die  Berührungspunkte  der  Tangenten 
von  0  an  C^;  dann  sind  die  Kegelschnitte  durch  diese  Punkte 
die  Basen-).  In  der  Tat,  für  diesen  Büschel  ist  C^  der  Ort  der  Be- 
rührungspunkte der  Tangenten  aus  0.  Denn  dieser  Ort,  eine  Kurve 
3.  Ordnung  (Nr.  686),  schneidet  jede  Gerade  durch  0  in  den  Doppel- 
punkten der  Schnittinvolution  mit  dem  Büschel,  berührt  also  die 
Geraden  OA,  .  .  .  in  ^,  .  .  .;  sie  berührt  (Nr.  6S2j  683)  ferner  die  zum 
Büschel  gehörige  erste  Polare  von  0  nach  C^  in  0  und  berührt  damit 

1)  Döhlemann,  Zeitschr.  f.  Math,  und  Phys.  Bd.  36  S.  356. 

2)  Montesano,  Su  alcuni  gruppi  chiusi  etc.  Atti  dell'  Istituto  Yeneto 
Ser.  4  Bd.  6. 
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die  C^  in  diesen  fünf  Punkten,  wodurch  sie  mit  ihr  identisch  wird. 
Sie  geht  übrigens  auch  durch  die  (Nr.  848)  auf  C^  gelegenen  Diagonal- 
punkte von  ÄBCD,  die  Doppelpunkte  der  Geradenpaare  des  Büschels. 
Für  einen  beliebigen  Kegelschnitt  K^  des  Büschels  sind  also  die  beiden 
weiteren  Schnitte  mit  C^  die  Berührungspunkte  P,  Q  der  Tangenten 
aus  0.  Auf  jedem  Strahle  durch  0  sind  die  beiden  weiteren  Schnitte 
Xj  Y,  als  die  oben  genannten  Doppelpunkte,  konjugiert  in  bezug  auf 
K^.  So  ergibt  sich  C^  als  sich  selbst  entsprechend  in  der  quadra- 
tischen Inversion  {K'^y  0\  von  welcher  P,  Q  die  andern  Hauptpunkte  sind. 

Die  erste  Polare  von  0  nach  C*'  führt  zu  einer  Inversion,  deren 
Zentrum  auf  der  Basis  liegt  (Nr.  814),  und  die  drei  Geradenpaare 
führen  zu  der  andern  a.  a.  0.  erwähnten  Ausartung. 

Im  ersten  FaUe  folgt  direkt  ans  der  harmonischen  Eigenschaft 
dieser  ersten  Polare,  daß  X,   Y  in  bezug  auf  K^  konjugiert  sind. 

Wenn  0  in   einem  Wendepunkte  liegt,   so   sind  aUe  Inversionen 
von  dieser  Spezialität,  daß  das  Zentrum  auf  der  Basis  liegt-,  mit  Aus- 
nahme von    einer,  welche   in   involutorische  Homologie  übergegangen 
ist:  mit  der  harmonischen  Polare  (Nr.  682)  als  Axe. 
854  Wenn  eine  ungerade  Anzahl  von  Punkten  auf  C^  gegeben 

ist:  Oj,  02,...02„_i,  so  geht  von  allen  eingeschriebenen  Viel- 
ecken X^JL^...X^^  mit  beliebiger  Anfangsecke  X^  auf  C^, 
deren  Seiten  X^X^^ . . .  Xg^.^Xg^  bzw.  durch  Oj,  .  .  .  02^_i  gehen, 
auch  die  letzte  Seite  X^^^X^  durch  einen  festen  Punkt  0^^ 
auf  Og.  Denn  die  Beziehung  (X^,  XgJ  ist,  als  Produkt  von  2n  —  1 
zentralen  Involutionen,  ebenfalls  eine  solche  Involution. 

Jeder  der  vier  Berührungspunkte  der  Tangenten  aus  0^^  führt^ 
als  Xj,  zu  einem  der  C^  eingeschriebenen  (2n—  1)-Ecke,  dessen 
Seiten  durch  die  gegebenen  Punkte  gehen. 

Liegen  O^,  Og,  0^  auf  C^  in  gerader  Linie,  so  geht  0^  durch 
das  Produkt  (OJ  •  (O^)  •  (Og)  in  sich  selbst  über;  folglich  ist  0^  der 
Tangen tialpunkt  von  Oc»,  und  dieser  einer  der  vier  Berührungspunkte; 
■ev  führt  zu  dem  ausgearteten  Dreiecke  O^O^O^j  die  drei  andern  zu 
eigentlichen  eingeschriebenen  Dreiecken,  deren  Seiten  durch  die  Punkte 
Ol,  O2,  O3  gehen. 

Ist  die  Anzahl  der  gegebenen  Punkte  0  eine  gerade: 
Oj,  O2;  .  .  .  O^np  so  ist  die  Korrespondenz  (Xj,  Xg^^/)  eine  E,  also 
im  allgemeinen  ohne  Koinzidenz. 

Es  gibt  kein  geschlossenes  der  (7°  eingeschriebenes  2n- 
Eck,  dessen  Seiten  durch  die  gegebenen  Punkte  gehen^).  Ist 
aber,  im  besonderen  Falle,  ein  solches  Vieleck  vorhanden, 
so  gibt  es  deren  00^;  jeder  Punkt  der  C"  kann  als  Anfangs- 
-ecke  genommen  werden.    Die  E{X^,  ^2n+i)  i^*  ^^"^^  ^^®  Identität. 

1)  Wir  kommen  zum  St  ein  er  sehen  Probleme  (Nr.  199,  847),  wenn  sowohl 
<lie  0  mit  ungeraden,  als  die  mit  geraden  Zeigern  sich  vereinigen. 
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Im  allgemeinen  Falle  umhüllt  die  Schlußlinie  X^Xg^^^  des  un- 
geschlossenen Polygons  XjX^  .  .  .  ^2„^i  eine  Kurve  6.  Klasse:  im 
speziellen  Falle  ist  diese  die  (71 

Eine  Diagonale  Xj^Xj  dreht  sich  um  einen  festen  Funkt  der  C^ 
oder  umhüUt  eine  Kurve  6.  Klasse,  je  nachdem  l  —  /,•  ungerade  oder 
gerade  ist. 

Das  ungeschlossene  Polygon  hat  (2m  +  l)(w  —  1)  Diagonalen  (so 
viele  als  ein  geschlossenes  (2n  -{-  1)-Eck),  von  denen  (n  -\-  l)(n  —  1) 
eine  gerade  Zeigerdifferenz  haben,  da  von  X^,  Xg^^^j  und  allen  Ecken 
mit  geradem  Zeiger  n  —  1,  von  den  übrigen  n  solche  Diagonalen  aus- 
gehen. Es  bleiben  n(n  —  1)  Diagonalen  mit  ungerader  Zeigerdifferenz 
und  so  viele  Drehpunkte  auf  C^.  In  dem  besonderen  FaUe,  wo  cx)^ 
geschlossene  2w-Ecke  vorhanden  sind,  gibt  es  n(n  —  2)  Drehpunkte 
von  Diagonalen.  Letzteres  gilt  auch  in  dem  früheren  Falle,  wo  auf 
C^  2n  —  1  Punkte  gegeben  sind  und  ungeschlossene  2n-Ecke  ent- 
stehen; denn  durch  Hinzufügung  des  Drehpunktes  für  die  schließende 
Linie  haben  wir  den  jetzigen  Spezialfall. 

§  119.   Portsetzung. 

Es  sei  wieder  auf  C'^  eine  bestimmte  E{X,  X')  festgelegt,  mit  855 
der  Direktionskurve  K.  Einem  veränderlichen  Punkte  X^  als  X  ent- 
spreche Xg  als  X',  diesem  als  X  wiederum  Xg  als  X',  usw.  bis  X^^j. 
Wir  erhalten  die  Korrespondenz  E{X^,  ^«+1)«  ^^^^  Direktionskurve 
sei  K,  von  K  verschieden.  Wenn  einmal  X^^^^  mit  X^  zusammen- 
fällt, ist  E  die  Identität:  jeder  X^^^  fäUt  mit  seinem  X^  zusammen. 

Wenn  also  eine  E  auf  C^  eine  zyklische  Gruppe  von  n 
Punkten  besitzt,  von  denen  jedem  als  X  der  folgende  als  X' 
entspricht  und  dem  letzten  der  erste,  so  besitzt  sie  lauter 
derartige  Gruppen;  jeder  Punkt  von  C^  gehört  einer  an. 

Es  liegt  eine  zyklische  Korrespondenz  E  1?*"'  Grades  vor. 
K  ist  die  C"  selbst/ 

Wir  projizieren  eine  solche  zyklische  Gruppe  XiXg-.-X^, 
aus  dem  beliebigen  Punkte  0  der  C^  auf  sie  in  die  Gruppe 
Y^Y^_^  ...  Y^.  Folgen  X^  und  X^  in  jener  auf  einander,  so  sind 
sie  als  X  und  X'  m  E  entsprechend,  mithin  entsprechen  Y^_j^  und 
Y^_^  einander  als  X'  und  X;  folglich  ist  die  neue  Gruppe, 
aber  im  Sinne  Y^Y^...Y^^  durchlaufen,  ebenfalls  eine  zy- 
klische Gruppe  der  E,  und  es  ergeben  sich  alle,  wenn  0  die  Kurve 
durchläuft. 

Wenn  X^X^  .  .  .  X^^,  Y^  Y^  .  .  .  Y,^  zwei  zyklische  Ginippen  von  E 
sind,  beide  im  Sinne  XX'  durchlaufen,  so  sei  der  dritte  Schnittpunkt 
von  X^Y^  mit  Z^  bezeichnet,  wo  t  diejenige  Zahl  aus  der  Reihe  1 
bis  w  ist,  für  welche: 
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r  +  s  +  ^  =  0  (mod  n). 

Da  Y^  aus  Z^  in  X^  projiziert  wird,  und  ein  Punkt  seine  Gruppe 
eindeutig  bestimnit,  so  geht  durch  diese  Projektion  die  Y-Gruppe  in 
die  X- Gruppe  über,  und  zwar: 

Y,  r,_,  ...         Y,Y„...        Y,^, 
in 

für  je  zwei  untereinander  stehende  Punkte  und  Z^  ist  die  Zeiger- 
summe ^  0  (mod  n). 

Wir  erhalten  n  Projektionszentren  Zj,  Z2,  .  .  .  Z^,  aus  denen  die 
eine  Gruppe  in  die  andere  projiziert  wird,  immer  mit  derselben  Regel 
für  die  Zeiger  von  drei  Punkten  X,   Y,  Z  in  gerader  Linie. 

Die  Punkte  Z  bilden  selbst  eine  Gruppe  von  E  mit  dem  Sinne 
Z^Z^  .  .  •  Z„;  denn  z.  B.  aus  Y^  wird  X^X^  .  .  .  X^  (oder  aus  X^  wird 
^1  ^2  •  •  •  Y„)  in  Z„_2.^„_3  .  .  .  Z„_i  projiziert. 

Zwei  Gruppen  einer  zyklischen  Korrespondenz  E  vom 
n*®^  Grade  bedingen  eine  dritte-,  derartig,  daß  jede  zwei  der  drei 
Gruppen  aus  jedem  Punkte  der  dritten  ineinander  projiziert 
werden;  ist  der  Sinn  der  projizierten  von  X  nach  X',  so  hat  die 
Projektion  den  Sinn  von  X'  nach  X:  konnexe  Gruppen  oder  Zykeln. 

856  Wir  lassen   Y^  mit  Xj,  Yg  ^^^  -^2?  •  •  •  sich  vereinigen  und 

nennen  T^ ,  T^  .  .  .  die  Tangentialpunkte  von  X^ ,  Xg  .  .  . .  Sie  sind 
Punkte,  aus  denen  die  X- Gruppe  in  sich  selbst  projiziert  wird;  denn 
z.  B.  aus  T^  wird  X^  in  sich  selbst  projiziert  und  damit  die  ganze 
Gruppe:  Xg  in  X^,  Xg  in  X„_i,....  1\  ist  derjenige  Z^y  für  den 
gilt:  ^  +  2r  =  0  {modin). 

Es  sind  nun  die  Fälle  eines  ungeraden  und  eines  geraden  n  zu 
unterscheiden. 

Wenn  n  ungerade  ist,  also  zu  2  teilerfremd,  so  gehört  zu  jedem 
der  n  Werte  t  ein  und  nur  ein  r;  jeder  von  den  Punkten  Z, 
welche  die  X-Gruppe  in  sich  überführen,  ist  ein  Tangential- 
punkt    T. 

Wenn  aber  n  gerade  ist,  muß  t  auch  gerade  sein,  damit 
jene  Kongruenz  lösbar  ist;  sie  läßt  sich  auf: 


+  r  =  0  (mod  -A 


zurückführen;  der  Wert  von  r^-^^  den  diese  liefert,  führt  zu  einer 

zweiten  Lösung  r  +    -  • 

Nur  die  Hälfte  der  Projektionszentren  Zy  diejenigen  mit 
geraden  Zeigern,  sind  Tangentialpunkte  und  jeder  für  zwei 
Gegenecken  des  Vielecks   X^X^  ,  .  .  X^.     Z.  B.  aus  T^,  aus  dem 
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Xj  Xg  .  .  .  in  X^  X ,  .  .  .  projiziert  wird,  wird  auch  X      „  in  sich  selbst 

projiziert,  so  daß  er  auch  T  „  ist.  Die  —  Zentren  Z  mit  unge- 
radem t  sind  Schnittpunkte  von  Gegenseiten  des  Vielecks 
der  X;  denn  für  sie  ist  die  Kongruenz: 

f  -f  r  +  (r  -}-  1)  =  0  (raod  n) 

nuflösbar  und  hat  zwei  Auflösungen,  eine  r^—,  die  andere  r-{-—-- 
D.  h.  Z.  ist  der  Schnittpunkt  der  Gegenseiten  X  X     .  und  X     „  X  „  , 

und  solcher  Schnittpunkte  gibt  es  y.    Bei  w  =  6  ist  ^3  =  (Xj  Xg ,  X^Xg), 

durch  ihn  geht  auch  XgXg,  so  daß  X^Xg  .  .  .  Xg  in  XgXiXgXgX^Xg 

projiziert  wird. 

Wenn  —  und  t  beide  ungerade  oder  beide  gerade  sind,  ist: 

^  +  r  4-  (r  +  y)  =  0  (mod  n) 

auflösbar;  folglich  liegt  Z^  auf  der  Verbindungslinie  X^X      „   zweier 

Gegenecken;  es  gehen  also,  je  nachdem  —    gerade  oder  ungerade  ist, 

diese  —  Verbindungslinien  von  Gegenecken  durch  die  Punkte  Z  der 

ersten  Art,  welche  Tangentialpunkte  sind,  oder  durch  die  der  zweiten 
Art,  welche  Schnittpunkte  von  Gegenseiten  sind. 

Dem  Falle  w  =  2  entsprechen  die  drei  f;  jedes  Paar  wird  aus 
dem  gemeinsamen  Tangentialpunkte  und  aus  dem  dritten  Schnitte  der 
Verbindungslinie  in  sich  selbst  übergeführt. 

Wie  früher  (z.  B.  Nr.  143)  läßt  sich  erkennen,  daß  jede  zy- 
klische Korrespondenz  n^^^  Grades  zu  weiteren,  ev.  niedrigeren 
Grades  führt.  Die  Korrespondenz  (X^,  X^^^  ist  zyklisch.  Ist 
nämlich  /i*  zu  n  teilerfremd,  so  ist  r  -\-  nl'  die  erste  der  Zahlen  r  4-  ?7.', 
welche  =r  ist;  es  ist  X^.^„^=X^,  und  es  ergibt  sich  der  Zyklus 
X^A^^^X,.^g^  .  .  .  X^^(„_i)^. 

Haben  aber  h  und  n  den  größten  gemeinsamen  Teiler  dj  so  ist 
schon  X     „    =  X     A    =^;.;  es  ergibt  sich  eine  zyklische  Korrespon- 

d  a 

denz  vom  Grade  -,  •  Ist  n  gerade,  so  sind  die  Gegen  ecken  der  zy- 
klischen Polygone  ik  =  ^j  in  einer  V  gepaart,  also  konjugiert,  haben 

sie  doch  denselben  Tangentialpunkt. 

Im  Polygon  der  Z,  aus  denen  der  Zyklus  X^ . . .  X„  in  sich  pro- 
jiziert wird,  und  die  bei  geradem  n  abwechselnd  aus  Tangentialpunkten 
der  X  und  Schnittpunkten  von  Gegenseiten   des  Polygons  der  X  be- 
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stehen,  verhalten  sich  Gegenecken,  konjugiert  in  einer  f,  verschieden, 

je  nachdem    -  ungerade   oder    gerade   ist.     Im   ersteren  Falle  ist  die 

eine  Tangentialpunkt,  die  andere  Schnitt  von  Gegenseiten;  die  Kon- 
gruenzen: 

t  +  2r  =  (),     t+l-  +  r+{r+  ^)  =  0  (mod  n) 

bestehen  zugleich,  wenn     -  ungerade   und  t  gerade   ist.     Ist  aber 

gerade,  so  verhalten  sich  im  Z- Polygone  die  Gegenecken  gleichartig, 
sind  beide  Tangentialpunkte  oder  beide  Schnittpunkte  von  Gegenseiten. 
Bei  geradem  t  bestehen  gleichzeitig  die  Kongruenzen: 

t-\-2r~0,     (?^  +  -1)  +  2/  -  0  (mod  n), 

bei  ungeradem  t  die  Kongruenzen: 

^  +  2r  +  1  =  0,     (if  +  y)  +  2/  +  1  =  0  (mod  w), 

wofern  /  =  r  -}-  J  (mod  |  j  ist. 

857  Lassen  0,  0'   ein    St  einer  sches  Viereck    zu,    so   haben  wir   ein 

der  G^  eingeschriebenes  Vierseit,  und  0,  0'  als  Gegenecken  desselben 
sind  in  einer  der  V  gepaart  (Nr.  848).  Also  nur  wenn  0,  0'  kon- 
jugierte Punkte  sind,  sind  Steinersche  Vierecke  möglich  (Nr.  199); 
es  schneiden  sich  dann  auch  zwei  entsprechende  Strahlenpaare  aus 
den  projektiven  Involutionen  |  0  | ,  \0'\  in  einem  solchen  Vierecke. 

Drei  konnexe  zyklische  Gruppen  w*"'  Grades  führen  zu 
Steinerschen  2w-Ecken;  sie  werden,  abwechselnd,  durch 
Punkte  zweier  der  Gruppen  gebildet,  die  0,  0'  gehören  zur 
dritten  Gruppe.  Die  Gruppen  seien  wie  oben  bezeichnet,  und  X^, 
Yß,  Z    liegen  in  gerader  Linie,  wenn: 

«  +  ß  +  T  =  0  (mod  n). 

Z^  und  Z^,  seien  als  0,  Ö'  genommen.  Die  Projektion  aus  Z^  führe 
X^X^  .  .  .  X^  über  in  F^F^_i  .  .  .  F^^i,  und  durch  die  Projektion  aus 
Z^,  gehe  diese  in  X^^^X^^g  •  •  •  -^«  über,  so  daß: 

l+r  +  ^  =  0,     r-fs  +  l+i5'  =  0  (mod  w); 
also : 

s  ^t  —  t'  (mod  n). 

Beide  Operationen  führen  X^  in  X^^^  oder  in  X^^^_^,  über.  Ist  also 
t  —  t'  zu  n  teilerfremd,  so  kommt  man  nach  n  solchen  Doppelprojek- 
tionen, und  nicht  früher,  von  X^  zu  Xj  zurück  und  hat  ein  Steiner- 
sches  2w-Eck  erhalten. 

Z.  B.  bei  w  =  4  liegen  mit  Z^  in  gerader  Linie:  Xj,  Y^]  Xg,  F^; 
X„  r,;  X„  Y„  mit  Z,:  X,Y„  X^Y„  X,Y„  X,Y,-,  wir  erhalten 
das  Achteck  X^  Y^  X^  Y^  X^  Y^  X^  Y^ . 
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Zu  zyklischen  Dreiecken  und  zyklischen  Korresponden-  858 
zen  3.  Grades  gelangt  man  mit  Hilfe  der  Wendepunkte.  Wir 
fanden  (Nr.  851),  daß  bei  jeder  E  ein  Wendepunkt  mit  den  beiden 
entsprechenden  Punkten  in  gerader  Linie  liegt,  und  daß  das  nur  bei 
Wendepunkten  eintrifft.  Sind  nun  wieder  TFj,  TFg,  W^  drei  Wende- 
punkte in  gerader  Linie,  so  hat  in  E(Wj^,  W2)  der  W^  den  W^  zum 
entsprechenden  in  der  zweiten  Reihe  und  daher  den  W^  zum  entspre- 
chenden in  der  ersten,  W^  den  J\\  zum  entsprechenden  in  der  ersten 
Reihe  und  daher  TF3  zum  entsprechenden  in  der  zweiten.  Damit  wird 
T^^iTFgT^g  ein  Zyklus  der  Korrespondenz.  Wenn  also  zwei  Wende- 
punkte in  einer  E  einander  zugeordnet  werden,  so  ist  diese 
zyklisch  vom  3.  Grade  und  jene  werden  durch  den  dritten 
Wendepunkt   auf  ihrer   Gerade   zum   Zyklus   vervollständigt. 

umgekehrt,  wenn  TriM^2^3  ®^^  Zyklus  einer  zyklischen 
Korrespondenz  3.  Grades  auf  C^  ist,  zu  welchem  ein  Wende- 
punkt W^  gehört,  so  besteht  er  aus  drei  in  gerader  Linie 
liegenden  Wendepunkten.  Denn  zunächst  liegen  die  beiden  dem 
W^  entsprechenden  Punkte  W^,  W.^  in  gerader  Linie  mit  ihm.  Also 
liegen  auch  die  dem  W2  entsprechenden  11 '3  und  }\\  in  gerader  Linie 
mit  ihm,  demnach  ist   TT,  Wendepunkt  und  ebenso    Wg. 

Es  sei  W^  ein  vierter  Wendepunkt,  so  ist  sein  entsprechender 
TF/  der  dritte  Schnitt  der  Gerade,  welche  vom  dritten  Schnitt  der 
Verbindungslinie  von  T'F^  mit  W^  =  W^'  nach  W^  geht;  dieser  dritte 
Schnitt  ist  ein  W^endepunkt  W-  (Nr.  849),  und  daher  ist  auch  W/ 
ein  Wendepunkt,  der  nun  W^  heiße.  Sein  anderer  entsprechender  W^' 
muß  mit  W^  und  TF5  in  gerader  Linie  liegen  und  ist  der  dritte 
Wendepunkt  Wq  auf  ihr;  da  W^W^^W^Wr,  durch  JVrj  geht,  so 
geht  TFgTF^  durch  Wq  =  W/.  Wir  bestätigen,  daß  der  Wq  ent- 
sprechende Wq  in  W^  fällt.  Zu  dem  dritten  von  den  drei  konnexen 
Zykeln  gehört  schon  der  Wendepunkt  W-,  also  besteht  er  aus  den 
drei  übrigen  Wendepunkten  H  7,  Tl'g,  TF^;  und  wir  haben  ein  soge- 
nanntes Wendepuukts-Dreiseit,  gebildet  durch  drei  Wende- 
punkts-Geraden, welche  sämtliche  neun  Wendepunkte  ent- 
halten. Seine  drei  Geraden  tragen  drei  konnexe  Zykeln. 
Indem  wir  die  Zeiger  der  Wendepunkte  des  zweiten  um  5  und  die 
des  dritten  um  6  erhöht  haben,  bleibt  die  Kongruenz  r  -\-  s  -{-  t  ^0 
(mod  3)  bestehen,  welche  von  den  Zeigern  dreier  in  gerader  Linie 
liegenden  Wendepunkte,  die  den  drei  Zykeln  beziehentlich  angehören, 
erfüllt  werden  muß;  sie  wird  durch  die  drei  eben  benutzten  Geraden 
nach  W^  erfüllt:  14  7,  26  7,  357,  wobei  wir  nunmehr  die  Wende- 
punkte bloß  durch  die  Zeiger  bezeichnen.  Die  drei  nach  8  und  die 
drei  nach  9  laufenden  Geraden  sind: 

168,  258,  348;  159,  249,  369. 
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Weil  47  und  68  sich  in  1  schneiden  oder  17  und  38  in  4,  so  sind 
7  und  8  in  demselben  Sinne  entsprechend  wie  6  und  4  oder  3  und  1; 
und  so  können  wir  alle  Korrespondenzen  in  den  drei  Zykeln  123, 
456,789  bestätigen.  Wir  haben  im  ganzen  vier  Wendepunkts- 
Drei  seit  e  und  daher  vier  zyklische  Korrespondenzen  3.  Grades, 
und  nur  4;  denn  der  einen  Wendepunkt  enthaltende  Zyklus  einer 
solchen  Korrespondenz  muß  ganz  aus  Wendepunkten  bestehen. 

Mit  der  Kongruenzregel,  die  übrigens  auch  von  123,  456,  789 
erfüllt  wird,  ist  es  leicht,  die  Geraden  der  drei  andern  Wendepunkts- 
Dreiseite  zu  finden;  wir  benennen  sie  so,  daß  sie  zugleich  die  Zykeln 
(immer  in  demselben  Sinne)  angeben. 

Die  vier  Wendepunkts-Dreiseite  oder  die  Tripel  konnexer 
Wendepunkts-Zykeln  der  vier  zyklischen  Korrespondenzen 
3.  Grades  sind  also: 

123  147  159  168 
456,  258,  267,  249 
789         369         348         357 1). 

Die  Wendepunkts-Dreiseite  lehren,  daß  die  Wendepunkte  eine 
Gruppe  von  neun  assoziierten  Punkten  bilden,  was  aber  auch  schon 
daraus  folgt,  daß  sie  die  Schnitte  der  C^  mit  ihrer  Hesseschen  Kurve 
sind,  welche  ebenfalls  3.  Ordnung  ist  (Nr.  695). 

Aber  die  neun  Punkte  von  je  drei  konnexen  Zykeln  einer 
zyklischen  Korrespondenz  3.  Grades 

Aj Xg Ag ,  Y^i^Y^,  Z^ Z^Z^ 

sind  assoziiert;  denn  es  gehen,  sogar  dreimal,  drei  Geraden  durch 
sie,  die  wir  aus  der  vorangehenden  Tabelle  ablesen  können,  indem 
wir  bei  den  Y  die  Zeiger  um  drei,  bei  den  Z  um  sechs  erhöhen,  die 
drei  andern  Wendepunkts-Dreiseite  benutzen  und  dann  wieder  die 
Zeiger  reduzieren,  oder  die  Kongruenzregel  benutzen: 

Xj  Tj  Z^       Xj  Y^  Z^       X^  Y^  Z^ 

^2  ^2  ^2  7  -^2  ^3  ^1  y  -^2  -M  ^3 
-^3  ^3  ^&  ^3  ^1  ^2  -^3  ^2  ^V 

Besteht  einer  der  drei  Zykeln  aus  Wendepunkten,  so  liegen  die  sechs 
Punkte  des  andern  auf  einem  Kegelschnitte. 

Durch  Projektion  eines  Wendepunkts-Zyklus  aus  den 
verschiedenen  Punkten  der  Kurve  erhält  man  sämtliche 
Zykeln  der  Korrespondenz,  zu  der  jener  Zyklus  gehört,  jeden 


1)  Das  sind  Zeilen,  Kolonnen,  positive,  negative  GHeder  der  Determinante; 

12  3 
4  5  6 
7  8  9 
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dreimal,   bei  den  drei  Punkten  des  Zyklus,  der  mit   ihm  und 
dem  Wendepunkts-Zyklus  drei  konnexe  Zykeln  bildet. 

Zu  jedem  Punkte  0  gibt  es  acht  Punkte  Q,  mit  denen 
er  Steinersche  Sechsecke  zuläßt,  je  die  beiden  weiteren  Punkte 
in  den  vier  Zykeln  der  vier  zyklischen  Korrespondenzen  3.  Grades, 
zu  denen  er  geliört. 

In   einem   Zyklus  4.  Grades   sind  die   Gegenecken    konjugiert    in  859 
einer  der  involutorischen  Kongruenzen  f,  und  die  beiden  zugehörigen 
Tangentialpunkte  sind  Gegenecken  im  Zyklus  der  Z,  aus  dessen  Punkten 
jener  in  sich  projiziert  wird,  demnach  auch  konjugiert  in  derselben  f 
(Nr.  856). 

Sind  also  Z^,  Z^  auf  0^  etwa  in  Fj  konjugiert,  Xj,  Xg 
gleichfalls  in  fj  konjugierte  Berührungspunkte  von  zwei 
Tangenten  aus  Z^,  und  ebenso  Xg,  X^  von  solchen  aus  Zg,  so 
ist  X1X2X3X4  ein  Zyklus  4.  Grades.  In  der  Tat,  in  der  Korre- 
spondenz ^(X^jXg)  sind  Xg,  Xg  entsprechend;  denn  X^Xg  geht  durch 
den  Punkt  Z3,  der  dem  gemeinsamen  Tangentialpunkt  Z^  von  X^,  Xg 
konjugiert  ist;  und  X^Xg  tut  es  auch.     Usw. 

Vervollständigen  wir  den  Zyklus  der  Z,  in  dem  Z^  und  Z^  Gegen- 
ecken sind.  Weil  Xg  und  Xg  in  unserer  Korrespondenz  entsprechend 
sind,  so  müssen  sich  Z^  Xg  und  Z^  Xg  auf  der  Kurve  schneiden ,  also 
in  Xg;  daher  ist  Z^  der  dritte  Schnitt  von  XgXg,  und  aus  der  Korre- 
spondenz von  X^  und  Xj  folgt,  daß  er  auch  derjenige  von  X^X^, 
also  der  Diagonalpunkt  (XgXg,  X^X/)  des  Vierecks  X^XgXgX^  ist, 
wie  das  ja  auch  den  Ergebnissen  von  Nr.  856  entspricht,  und  Z^  ist 
(XiX2,X3XJ.  Diese  beiden  Punkte  sind  in  r^  konjugiert,  weil  dies 
für  X^  und  Xg,  X,  und  X^  gilt. 

Seien  nun  Yj,  Y^\  Y^^Y^  die  Berührungspunkte  der  weiteren 
Tangenten  aus  Z^^  Z^,  ebenfalls  in  V^  konjugiert,  so  muß  in 
dem  mit  Y^  beginnenden  Zyklus  der  zyklischen  Korrespondenz  4.  Grades, 
zu  der  schon  X^XgXgX^,  Z^Z^Z^Z^  gehören,  dem  1"^  ein  Punkt 
—  zunächst  Y/  —  folgen,  der  Z^  zum  Tangentialpunkt  hat.  Es 
müssen  sich  Xg  Y^  und  X^  Y^  auf  der  Kurve  schneiden.  X^  und  1\ 
sind  in  einer  zweiten  V,  etwa  Tg,  konjugiert;  nehmen  wir  an,  daß  in 
ihr  Fg  ^^^  ^2  konjugiert  ist,  so  müssen  sich  auch  Xgl\  und  X^Fg 
auf  der  Kurve  schneiden,  also  ist  T/  =  Y^.  Daher  haben  wir  den 
Zyklus  Y^Y.^Y^Y^'^  und  Y^  ist  zu  X^  in  Tg  konjugiert.  Weil  Y^,Y^ 
zu  X^,  Xg  in  Tg  konjugiert  sind,  so  geht  Y^Y^  durch  denselben 
Punkt  Z4  der  Kurve  wie  X^Xg,  und  ebenso  tut  es  Y^Y^,  so  daß 
Z^  =  (YiTg,  Yg  rj   und   Z^  =  {Y^Y^,  Y^Y^),    wie    zu    erwarten    war. 

Ferner  ist  nun  klar,  daß  die  Projektivität  der  Tangenten  würfe 
aus  Z^  und  Zg  ist: 

^i(-^i;  -^3;  ^17  ^3)  ^  \  ^3(^2;  -^4;  -^2;  -^4)5 
Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.   IV.  12 
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denn  dem  X^  sind  in  den  drei  f  konjugiert:  Xg,  Y^,  Y^  und  dem  X^i 
X„  T„  T,  (Nr.  849). 

Die  Zykeln  X^XgXgX^,  Y^^Y^Y^Y^  gehören  daher  zur  näm- 
lichen Korr  espondenz ;  eine  zweite  enthält  dieZykelnXiF2^3^4> 
FjXgYgX^;  von  dem  Zyklus  der  Z  haben  sich  Z^  und  Z^  geändert; 
der  neue  Zg  ist  (FgXg,  Y^X^)  ^  (X2YQJ  -^4^i)-  I^  ganzen  haben 
wir  also  sechs  zyklische  Korrespondenzen  4.  Grades,  indem 
jede  r  zu  zweien  führt. 

0  scheidet  wiederum  je  einen  Zyklus  aus-,  als  Q  können  wir  den 
zweiten  oder  vierten  Punkt  nehmen;  folglich  gibt  es  zu  jedem 
Punkt  0  zwölf  Punkte  Qj  welche  mit  ihm  Steinersche  Acht- 
ecke zulassen. 

860  Eine  (ebene)  Kollineation,  welche  eine  gegebene  Kurve  3.  Ordnung 

C^  in  sich  überführt,  ruft  auf  ihr  eine  eindeutige  Korrespondenz  hervor. 
Drei  Punkten  der  (7^,  die  in  gerader  Linie  liegen,  müssen  drei  eben- 
solche Punkte  entsprechen,  also  einem  Wendepunkte  ein  Wendepunkt, 
einer  Wendepunkts -Gerade  und  einem  Wendepunkts -Dreiseite  eben- 
solche Figuren. 

Wenn  diese  durch  eine  Kollineation  hervorgerufene  eindeutige 
Korrespondenz  eine  zentrale  Involution  ist,  so  muß  das  Zentrum,  als 
dritter  Schnitt  der  Verbindungslinien  entsprechender  Wendepunkte, 
ein  Wendepunkt  sein.  Und  in  der  Tat  besteht  um  jeden  Wende- 
punkt W  der  C^  als  Zentrum  eine  involutorische  Homologie, 
welche  die  Kurve  so  in  sich  transformiert,  daß  die  in  der 
zentralen  Involution  zugeordneten  Punkte  der  Kurve  auch 
in  ihr  entsprechend  sind;  die  Axe  ist  die  harmonische  Polare 
des  W  (Nr.  851). 

Wenn  dagegen  die  Kollineation  auf  C^  eine  eindeutige 
Verwandtschaft  E  hervorruft,  so  muß  diese,  weil  eben  einem 
Wendepunkt  ein  Wendepunkt  entspricht,  eine  ternäre  zyklische 
Korrespondenz  E  sein  (Nr.  858);  und  sie  enthält  auf  den  drei 
Seiten  eines  Wendepunkts-Dreiseits  Wendepunkts-Zykeln,  die  wir  mit 
(123),  (456),  (789)  bezeichnen  woUen. 

Wir  haben  nun  darzutun,  daß  eine  derartige  Korrespondenz 
E  tatsächlich  von  einer  Kollineation  herrührt. 

Wir  benutzen  die  Verteilung  der  Wendepunkte  auf  den  Wende- 
punkts-Geraden: 


I 

123, 

456, 

789, 

n 

147, 

258, 

369, 

Ul 

159, 

267, 

348, 

IV 

168, 

249, 

357. 

In  der    involutorischen  Homologie   (1)   um   den  Wendepunkt   1    sind 
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also  entsprechend  die  Wendepunkte  2,  3;  4,  7;  ö,  9;  6,  8,  in  (2): 
1,3;  4,9;  5,8;  6,7. 

Sofort  ersehen  wir,  daß  die  gesuchte  Kollineation  das 
Produkt  (2)(1)  ist;  denn  dies  enthält  die  Zykeln  (123),  (456),  (789), 
also  ist  die  von  ihm  hervorgerufene  KoiTCspondenz  mit  der  obigen 
identisch;  und  das  Produkt  (1)(2)  ist  die  Umkehrung  ^). 

Die  Produkte  (3) (2),  (l)(3),  (5) (4),  .  .  .,  (8) (7), enthalten 

dieselben  Zjkeln  (123), ;  aber  durch: 

12     47 

23     58 

ist  die  Kollineation  schon  eindeutig  festgelegt;  folglich  sind  alle  diese 
Produkte  mit  der  Kollineation  (2)(1)  identisch.  Die  genannten  ent- 
sprechenden Punkten  sind  gewählt,  damit  daraus  zu  ersehen  sei,  daß 
es  sich  um  eine  reeUe  Kollineation  handelt,  wenn  1,  2,  3  die  reellen 
Wendepunkte  und  4,  7;  5,  8;  6,  9  konjugiert  imaginär  sind.  Bemerkens- 
wert ist,  daß  sie  sich  als  Produkt  von  nicht  konjugiert  imaginären 
Homologien,  z.  B.  (5),  (4)  ergibt. 

Daß  die  erhaltene  Kollineation  ternär  zyklisch  ist,  dürfen  wir  aus 
den  drei  Zjkeln  (123),  ...  noch  nicht  ohne  weiteres  schließen;  denn 
diese  liegen  auf  den  Koinzidenzgeraden. 

Wenn  die  harmonischen  Polaren  von  1,  2,  die  Axen  von  (1),  (2), 
die  Gerade  123  in  1',  2'  schneiden,  so  ist  3  harmonisch  sowohl  zu  2 
in  bezug  auf  1,  1',  als  zu  1  in  bezug  auf  2,  2'.  Bei  dieser  Lage  der 
fünf  Punkte  hat  sich  (Nr.  364)  die  KoUineation  (2)(1)  als  ternär  zyklisch 
herausgestellt. 

Durch  das  Vorausgehende  sind  zwei  Ergebnisse  erreicht. 

Von  den  eindeutigen  Korrespondenzen  JE  auf  C^  rühren 
nur  vier  von  Kollineationen  her,^)  die  vier  ternären  zykli- 
schen (Nr.  858).  Die  Kollineationen  sind  auch  ternär  zyklisch; 
sie  sind  je  auf  neun  Weisen  Produkte  zweier  involutorischen  Homologien 
um  zwei  Wendepunkte,  die  zu  einem  Zyklus  gehören,  in  der  einen 
Reihenfolge  der  Faktoren,  und  die  andere  Reihenfolge  gibt  die  Um- 
kehrung. Von  ihnen  ist  nur  diejenige  reeU,  die  zu  dem  Wende- 
punkts-Dreiseite  1  (vgl.  Nr.  868)  gehört.  Sie  läßt  sich  aber  auch  als 
Produkt  von  (nicht  konjugiert)  imaginären  involutorischen  Homologien 
herstellen,  wobei  die  eine  einen  reellen  Punkt  in  einen  imaginären  und 
die  andere  diesen  wieder  in  einen  reellen  Punkt  überführt. 

Die  drei  andern,  Produkte  reeller  und  imaginärer  Homologien, 
sind  imaginär. 


1)  Die  Umkehrung  von  ST  ist  I^^ S'^  oder  TS,  wenn  beide  Faktoren,  wie 
im  vorliegenden  Falle,  involutorisch  sind. 

2)  Die  drei  involutorischen  r^ ,  f^ ,  fj  unter  den  E  kommen  also  nicht  von 
Kollineationen  her. 

12* 
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Zweitens  iiat  sich,  wenn  wir  von  einer  der  zyklischen  Kollinea- 
tionen   ihre  Umkehriing   oder  zweite  Potenz  unterscheiden,   ergeben: 

Es  bestehen  nur  18  Kollineationen,  welche  eine  Kurve 
3.  Ordnung  in  sich  selbst  überführen:^)  Die  Identität,  die 
neun  involutorischen  Homologien  um  die  Wendepunkte,  die 
vier  eben  besprochenen  ternär  zyklischen  Kollineationen, 
welche  gradlinige  Wendepunkts-Zykeln  haben,  und  ihre  Um- 
kehrungen. Sie  bilden  eine  Gruppe  (§  96  Ende).  Von  diesen 
9  -h  8  Kollineationen  sind  drei  der  ersteren  und  zwei  der  zweiten 
Art  reell. 

Wie  die  zyklischen  Kollineationen,  welche  kurz  mit  (123) 
(=  (456)  =  (789)),  (147),  (159),  (168);  (132),  .  .  .  bezeichnet  werden 
können,  durch  Multiplikation  aus  den  Homologien  entstehen,  ist  schon 
gesagt. 

Wir  haben  weiter: 

(123)  .  (4)  ^  (456)  .  (4)  =  (5)  •  (4)  •  (4)  =  (5), 

(4)  .  (123)  ^  (4)  .  (456)  =  (4)  •  (4)  •  (6)  =  (6); 

(123)  .  (159)  =  (2)  •  (l)x(l)  •  (9)  =  (2)  •  (9)  =  (249), 

(159)  •  (123)  =  (5)  •  (l)x(l)  •  (3)  =  (5)  •  (3)  =  (357). 

In  derselben  Weise  sind  die  betreffenden  Korrespondenzen  auf  C^ 
verbunden. 

Sämtliche  Kollineationen,  mit  denen  wir  hier  zu  tun  haben,  sind 
vollständig  gegeben,  wenn  die  Figur  der  neun  Wendepunkte  vorliegt; 
folglich  wird  jede  Kurve  des  „syzygetischen"  Kurvenbüschels  3.  Ord- 
nung mit  gemeinsamen  Wendepunkten  in  sich  transformiert.  (Vgl. 
Nr.  364.) 

Wir  erinnern  uns  (Nr.  362),  jede  ternäre  zyklische  Kollineation 
ist  in  drei  Weisen  eine  Hermitesche  Kollineation,  d.  h.  in  allen  drei 
Büschel  -  Scharen  sich  doppelt  berührender  Kegelschnitte  mit  einer 
Seite  des  Koinzidenz-  oder  Wendepunkts-Dreiseits  als  Berührungssehne 
und  der  Gegenecke  als  Berührungspol  —  einer  reellen  und  zwei 
imaginären,  wenn  die  Kollineation  reell  ist  —  sind  die  Kegelschnitte 
sich  selbst  entsprechend,  und  jeder  Zyklus  liegt  auf  einem  Kegel- 
schnitte aus  jedem  dieser  drei  Systeme. 
861  Der  Grad    der  Mannigfaltigkeit    involutori scher   Homologien   (in 

gegebener  Ebene)  ist  4;  folglich  muß  jede  gegebene  involutorische 
Homologie  oc^"*  Kurven  3.  Ordnung  in  sich  transformieren. 
In  der  Tat,  das  Zentrum  und  drei  Paare  entsprechender  Punkte  be- 
stimmen ein  Netz  von  kubischen  Kurven  mit  sieben  Grundpunkten; 
jede  von  ihnen  hat  mit  der  entsprechenden  diese  sieben  Punkte  und 
die  drei  Punkte  auf  der  Axe   gemeinsam,   ist   also   identisch  mit  ihr; 

1)  F.  Klein,  Math.  Annalen  Bd.  4  S.  354. 


KoUineationen,  welche  eine  C"  in  sich  transformieren.  181 

und  das  Zentrum  stellt  sich  auch  für  jede  der  Kurven  als  Wende- 
punkt heraus,  weil  seine  erste  Polare  drei  Punkte  auf  der  Axe  besitzt, 
also  zerfällt.  Jene  drei  Paare  kann  man  in  der  Ebene  auf  oo^  Weisen, 
auf  jeder  in  sich  transformierten  Kurve  3.  Ordnung  aber  in  cx;^  Weisen 
geben:  so  daß  als  Grad  der  Mannigfaltigkeit  sich  ergibt  6  +  2  —  3  =  5. 
Temäre  zyklische  KoUineationen  gibt  es  in  der  Ebene  oo^;  denn 
eine  solche  Kollineation  ist  bestimmt  durch  einen  (nicht  gradlinigen) 
Zyklus  und  den  (reellen)  Koinzidenzpunkt: 

-Ai   -Ao  -^9    f-f 

Jener  hat  die  Mannigfaltigkeit  2.3,  dieser  2.  Andererseits  besitzt  die 
Kollineation  oo^  Zykelu,  von  denen  jeder  zu  ihrer  Bestimmung  dienen 
kann,  außer  den  geradlinigen  auf  den  Koinzidenzgeraden.  So  ergibt 
sich  2  •  3  -h  2  -  2  =  6. 

Darnach  muß  jede  ternäre  zyklische  Kollineation  cx^^ 
Kurven  3.  Ordnung  in  sich  transformieren.  Drei  beliebige 
Zykeln  bilden  nicht  eine  Gruppe  von  neun  assoziierten  Punkten;  in 
dem  Spezialfälle,  wo  zwei  von  ihnen  auf  demselben  Kegelschnitte  K 
der  (reellen)  Büschel-Schar  liegen,  ist  dies  unmittelbar  klar,  weil  der 
dritte  im  allgemeinen  nicht  geradlinig  ist. 

Wir  benutzen  drei  solche  Zykeln. 

Die  Kurve  3.  Ordnung,  welche  durch  ihre  neun  Punkte  geht, 
wird,  weil  diese  eben  nicht  assoziiert  sind,  durch  die  Kollineation  in 
sich  selbst  übergeführt.  Solche  Tripel  von  Zykeln  haben  wir  oo^"*"^"*"^. 
Jede  der  so  in  sich  transformierten  kubischen  Kurven  trägt  c»^  Zykeln, 
von  denen  jeder  einen  zweiten  mit  ihm  auf  demselben  K  befindlichen 
bestimmt;  folglich  liefern  sie  oo^  Tripel  von  Zykeln  der  speziellen 
Art,  und  wir  haben  den  Grad  5  —  2  --=  3  der  Mannigfaltigkeit  der 
durch  die  gegebene  Kollineation  in  sich  transformierten  Kurven 
3.  Ordnung;   der   allgemeine  Fall   würde  zu  2-3  —  3   geführt   haben. 

Alle  diese  oo^  Kurven  haben  das  Koinzidenzdreiseit  der  Kolli- 
neation zum  gemeinsamen  Wendepunkts-Dreiseit. 

Heben  wir,  in  bezug  auf  die  involutorischen  Homologien,  welche  S62 
eine  C^  in  sich  überführen,  noch  die  beiden  speziellen  Fälle  hervor, 
daß  der  Wendepunkt  oder  die  harmonische  Polare  unendlich  fem  ist. 
Im  ersten  Falle  ist  die  harmonische  Polare  Symmetrieaxe,  im  zweiten 
der  Wendepunkt  Mittelpunkt  der  Kurve.  Für  eine  Kurve  unge- 
rader Ordnung,  welche  einen  Mittelpunkt  besitzt,  muß  derselbe  Wende- 
punkt sein^). 

Es  sei  noch  kurz  eine  bekannte  mehrdeutige  Korrespondenz  auf 
der  Kurve  3.  Ordnung  erwähnt:  die  Korrespondenz  [4,  1]  zwischen 

1)  Steiner,  Gesammelte  Werke  Bd.  II  S.  501. 
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Berührungspunkt  und  Tangentialpunkt.  Sie  hat  neun  Koin- 
zidenzpunkte, die  Wendepunkte,  so  daß  hier  ähnliches  statt  hat, 
wie  bei  den  zentralen  Involutionen,  nämlich,  daß  mehr  Koinzidenzen 
vorhanden  sind,  als  das  Chaslessche  Korrespondenzprinzip  für  uni- 
kursale  Kurven  angibt,  während  bei  den  Korrespondenzen  E  keine 
Koinzidenzen  vorhanden  sind,  die  Anzahl  also  kleiner  ist  als  die 
Chaslessche  Zahl. 

Durch  Korrelation  kann  eine  Kurve  nur  dann  in  sich 
übergehen,  wenn  sie  in  sich  dual  ist;  z.  B.  die  Kurve  3.  Ord- 
nung mit  Rückkehrpunkt.  Ist  dieser  R,  die  Rückkehrtangente  r, 
der  einzige  Wendepunkt  W  und  w  die  Wendetangente,  so  müssen 
sich  R  und  w,  r  und  W  involutorisch  entsprechen;  ist  also  rw  =  S, 
RW  =  Sy  so  gilt  dies  auch  für  S  und  s  und  RWS  ist  Polardreieck, 
die  Korrelation  ist  also  notwendig  Polarkorrelation. 

863  Wenn   ein   Kegelschnitt-Netz    gegeben    ist,   so   trägt   die 

Jacobische  Kurve  desselben,  eine  Kurve  3.  Ordnung  J^,  die 
involutorische  eindeutige  Korrespondenz  der  Punkte  0,  0', 
welche  in  bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Netzes  konjugiert 
sind  (Nr.  687).  Die  Verbindungslinien  zugeordneter  Punkte  umhüUen 
eine  Kurve  3.  Klasse,  die  Cayleysche  Kurve  des  Netzes;  wodurch 
diese  Korrespondenz  als  eine  f  gekennzeichnet  ist  (Nr.  850).  Sind 
0,  0';  P,  P'  zwei  Paare  zugeordneter  Punkte,  so  sind,  nach  Hesses 
Satz  (Nr.  112),  auch  (OP,  0' P')  und  (ÖP',  0' P)  in  bezug  auf  aUe 
Kegelschnitte  des  Netzes  konjugiert,  also  auch  zugeordnet;  auch  dies 
charakterisiert  die  Beziehung  als  eine  f  (Nr.  848). 

In  Nr.  811  haben  wir  die  involutorische  quadratische  Verwandt- 
schaft zweiter  Art  (der  konjugierten  Punkte  in  bezug  auf  einen 
Kegelschnitt -Büschel)  vermittelst  zweier  Strahleninvolutionen 
(J-i),  (^2)  hergestellt,  deren  Doppelstrahlen  zwei  Geradenpaare  des 
Büschels  bilden.  Zwei  Punkte  X,  X'  sind  entsprechend,  wenn  sowohl  die 
Strahlen  Ä^X^  Ä^X\  als  die  Strahlen  A^X,  A^X'  gepaart  sind.  Die 
drei  Hauptpunkte  sind  A^,  A^  und  der  Punkt  51,  in  dem  die  dem 
gemeinsamen  Strahle  A^A.^  gepaarten  Strahlen  sich  treffen. 

Wird  nun  noch  eine  dritte  Involution  {A^  hinzugefügt,  so 
sind  die  Punkte  X,  X',  nach  denen  gepaarte  Strahlen  aus 
allen  drei  Involutionen  gehen,  konjugiert  in  bezug  auf  die  drei 
Geradenpaare  und  aUe  Kegelschnitte  des  durch  sie  konstituierten  Netzes. 
Wir  können  aber  die  Kurve  3.  Ordnung  und  die  von  ihr  getragene 
involutorische  Verwandtschaft  auch  ohne  Heranziehung  eines 
Netzes  gewinnen.  Durchläuft  X  eine  Gerade,  so  bewegen  sich  die 
den  A^X,  A^X,  A^X  gepaarten  Strahlen  projektiv  und  sind  dreimal 
konkurrent;  wodurch  als  Ort  der  Punkte  X,  X'  eine  Kurve  3.  Ord- 
nung C^  erkannt  ist. 
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Wenn  wir  die  zu  den  Involutionspaaren  (A^\  (^3);  (-^g),  (^j); 
(J.J,  (J.2)  gehörigen  Punkte  5(  mit  5(i,  ^Ig;  5I3  bezeichnen,  so  sind 
den  Punkten  A^^  Ä^,  Ä.^  die  Punkte: 

B,  =  (^,213,  ^3  21,),    B,  =  {Ä,%,  A,%,),    B,  =  {Ä,%„  A,%,) 

zugeordnet.  Dem  Punkt  %^  entspricht  der  Schnittpunkt  von  AjJ.3 
mit  dem  Strahle  von  (A^,  der  dem  A-^%^^  gepaart  ist.  Er  ist  also  in 
der  Involution,  welche  auf  ^2^3  durch  {A^)  entsteht  und  in  der  den 
A^,  A^  die  Schnitte  mit  A^^^B^,  A^%^B^  gepaart  sind,  dem  Schnitte 
mit  A^%  gepaart;  das  Viereck  A^\B.2ß^  lehrt  dann,  daß  B^B^  durch 
ihn  geht;  also  ist  in  der  Korrespondenz  dem  %^  =  (A^B.^,  -^3-^2)  ^^^ 
Punkt  51/  =  {A^A^,  ^2^5)  zugeordnet;  so  daß  wir  wieder  ein  der  C^ 
eingeschriebenes  vollständiges  Vierseit  haben.  Dadurch  ist  die  Be- 
ziehung auf  C^  als  eine  Korrespondenz  f  erkannt.  Nun  folgt, 
daß  die  Punkte  Z,  X'  aus  jedem  Punkte  der  C^  durch  eine  Involution 
projiziert  werden,  und  C^  der  Ort  der  Punkte  ist,  aus  denen 
irgend  drei  Paare  zugeordneter  Punkte  und  dann  alle  durch 
eine  Involution  projiziert  werden. 

Durch  drei  von  diesen  Involutionen  kann  man  die  gegebenen 
ersetzen  (oder  die  ursprünglichen  Geradenpaare  des  Netzes  durch  drei 
andere). 

Daß  durch  einen  Punkt  P  drei  Strahlen  gehen,  welche  zwei  zu- 
geordnete Punkte  der  durch  die  drei  Involutionen  (A^),  (^g),  (A^) 
erzeugten  Korrespondenz  verbinden  (die  Tangenten  der  Cayley sehen 
Kurve  des  Kegelschnitt-Netzes),  ergibt  sich  auch  folgendermaßen. 

Wir  konstruieren  für  die  quadratische  Verwandtschaft,  die  sich 
bei  (^1)  und  (^2)  ergibt,  die  Kurve  3.  Ordnung  (P\^  der  Paare  ent- 
sprechender Punkte  auf  den  Strahlen  des  Büschels  P;  sie  geht  durch 
P  und  ^1,  A^,  51  und  berührt  z.  B.  in  A^  den  Strahl,  welcher  in 
(J-i)  dem  A^P  gepaart  ist;  die  zu  (A^)  und  (^3)  gehörige  Kurve  {P\i 
hat  demnach  mit  (P)i2  außer  der  BerührungssteUe  A^  und  dem  P 
noch  sechs  Punkte  gemeinsam.  Ist  X  einer  von  ihnen,  so  ist  der 
Schnitt  X'  von  PX  mit  dem  in  (A^)  dem  A^X  gepaarten  Strahl 
der  dem  X  auf  der  einen  und  andern  Kurve  gepaarte,  also  in  unserer 
Korrespondenz  zugeordnete  Punkt,  so  daß  die  sechs  gemeinsamen 
Punkte  aus  drei  Paaren  zugeordneter  Punkte,  die  je  in  gerader  Linie 
mit  P  liegen,  bestehen. 

Die  Kurve  3.  Ordnung,  aus  deren  Punkten  A^,  B^;  A^,  B^',  ^3?  -E?3 
durch  Strahlenpaare  einer  Involution  projiziert  werden  (Nr.  225),  ist 
die  einzige  unter  den  00^  Kurven  3.  Ordnung  durch  die  sechs  Punkte, 
auf  welcher  die  drei  Paare  zu  derselben  f  gehören. 

Liegen  vier  Involutionen  vor:  (Aj)  .  .  .  (A^),  so  gehören  zu  (^1), 
(^5j),  (^3),  bzw.  (^J,  (^.g),  (J.J  die  beiden  Kurven  C^^^,  C^l^,  welche 
A^j  A^   und   den  Punkt  A^2—%   gemein   haben;   sie   schneiden  sich 
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noch  in  sechs  Punkten,  welche  drei  Paare  von  Punkten  X,  X'  bilden, 
die  in  bezug  auf  aUe  vier  Invohitionen  zugeordnet  sind.  Sind  XX', 
YY'  zwei  dieser  Paare,  so  bilden,  nach  der  Eigenschaft  der  f,  auch 
{XY,  X'Y')  und  (Xr,  X' Y)  ein  Paar,  sowohl  auf  C^^g,  als  auf 
^124?  demnach  das  dritte  Paar. 

Bei  vier  Involutionen  ergeben  sich  drei  Paare  von  Punk- 
ten, nach  welchen  aus  allen  Strahlenpaare  kommen;  sie  sind 
die  Gegenecken-Paare  eines  vollständigen  Vierseits. 

Oder  in  bezug  auf  vier  Geradenpaare  und  aUe  Kegelschnitte  des 
durch  sie  konstituierten  Gebüsches  gibt  es  3  gemeinsame  Paare  kon- 
jugierter Punkte;  der  Hessesche  Satz  lehrt  wiederum  diese  Vierseits- 
lage. 

Sie  sind  die  Punktepaare  der  Kegelschnitt -Schar,  die  sich  auf 
das  Gebüsche  stützt  (Nr.  450). 

864  Wir   gehen   von    einer   beliebigen   Kurve  3.  Ordnung  C^  aus;  sie 

trägt  die  drei  Involutionen  fj,  Tg,  V^  konjugierter  Punkte,  und  aus 
jedem  Punkte  der  C^  werden  die  Paare  einer  dieser  Involutionen  durch 
die  Strahlenpaare  einer  Involution  projiziert,  jedesmal  zwei  Paare  durch 
dasselbe  Strahlenpaar.  Betrachten  wir  V^.  Jedes  Paar  wird  durch 
die  Doppelstrahlen  einer  jeden  dieser  projizierenden  Involutionen  har- 
monisch getrennt;  seine  Punkte  sind  konjugiert  in  bezug  auf  alle 
Geradenpaare  dieser  Doppelstrahlen.  Folglich  gehören  alle  diese  Ge- 
radenpaare zu  dem  Netze  von  Polarfeldern  oder  Kegelschnitten,  das 
durch  irgend  drei  der  Paare  von  V^  festgelegt  wird  (Nr.  449);  G^  ist 
Ja  CO  bische  Kurve  dieses  Netzes. 

Jede  Kurve  3.  Ordnung  ist  Jacobische  Kurve  für  drei 
Kegelschnitt-Netze  9^^,  9^2»  ^3?  ^^^  welche  dann  die  Paare 
der  r^,  Tg,  Tg  aus  den  gemeinsam  konjugierten  Punkten  be- 
stehen. 

Die  drei  Cayley sehen  Kurven  der  gegebenen  Kurve  sind  dann 
die  Cayleyschen  Kurven  dieser  Netze. 

Für  jede  Kurve  3.  Ordnung  C^  gibt  es  cx)^  Paare  sich  stützender 
Netze  l^al?  1  ^2  i  ^^^  koUinearen  Feldern,  für  welche  sie  die  Kern- 
kurve ist  (Nr.  754).  Darunter  befinden  sich  die  drei  Paare,  welche 
zu  den  drei  Kegelschnitt-Netzen  gehören;  von  einem  solchen  Paare 
wird  das  eine  Netz  |  gg  |  gebildet  durch  die  Felder  der  Polaren  der 
Punkte  der  Ebene  je  in  bezug  auf  einen  Kegelschnitt  des  betreffenden 
Netzes,  das  andere  |  @2 1  durch  die  Felder  der  Polaren  je  eines  festen 
Punktes  der  Ebene  in  bezug  auf  die  sämtlichen  Kegelschnitte  des 
Netzes  (Nr.  755).  Zwei  solche  sich  stützende  Netze  haben  die  be- 
sondere Eigenschaft,  daß  sie  identisch  sind. 

Zwei  beliebige  Punkte  von  C^  gehören  bei  jedem  dieser  00^  Paare 
von  Netzen  zu  einem  Tripel  des  einen  und  einem  des  andern  Systems. 
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Ein  dritter  Punkt  der  Kurve  bestimmt  danu  eindeutig  ein  Paar  von 
Netzen,  in  deren  einem  Svsteme  sich  dies  Tripel  befindet. 

Nur  solche  Tripel  aus  verschiedenen  Systemen  decken  sich,  in 
deren  drei  Punkten  die  C^  von  einem  Kegelschnitte  berührt  wird.  Alle 
Kegelschnitte,  welche  die  C^  in  den  beiden  Punkten  berühren,  von  denen 
wir  ausgingen,  bilden  einen  Büschel,  und  die  weiteren  Schnitte  mit 
der  C^  laufen  in  den  Gegenpunkt  der  Gnmdpunkte  zusammen,  von 
denen  zweimal  zwei  sich  vereinigt  haben:  das  Geradenpaar  des  Büschels 
mit  in  der  Berührungssehne  zusammengefallenen  Geraden  lehrt,  daß 
jener  Gegenpunkt  der  Tangentialpunkt  des  dritten  Schnitts  dieser  Sehne 
ist;  in  den  Berührungspunkten  der  drei  weiteren  von  ihm  ausgehenden 
Tangenten  berühren  Kegelschnitte  des  Büschels  die  C'^  zum  dritten  Male. 

Nur  diese  drei  Punkte  ergänzen  die  gegebenen  je  zu  einem  Tripel^ 
das  zu  beiden  Systemen  gehört;  und  dann  ist  (Nr.  754)  jedes  Tripel 
des  einen  Systems  mit  einem  des  andern  identisch;  Avodurch  auch  die 
Netze  identisch  werden.  Folglich  haben  nur  die  drei  von  den  Kegel- 
schnitt-Netzen, die  zu  C^  gehören,  herrührenden  Netzepaare  identische 
Tripelsysteme  und  bestehen  aus  identischen  Netzen;  in  den  übrigen 
sind  die  Netze  verschieden. 

Wenn  also  zwei  sich  stützende  Netze  von  kollinearen 
Feldern  dasselbe  Tripelsystem  haben  und  daher  identisch 
sind,  so  gehören  sie  stets  zu  einem  Kegelschnitt-Netze  91, 
in  der  Weise,  daß  die  Felder  des  Netzes  entweder  durch  die 
Polaren  der  Punkte  der  Ebene  je  in  bezug  auf  einen  Kegel- 
schnitt von  dl  oder  durch  die  Polaren  je  eines  festen  Punktes 
in  bezug  auf  die  Kegelschnitte  von  91  gebildet  werden. 

Daß  jedes  zu  C^  gehörige  Paar  sich  stützender  Netze 
IS2I?  !  ®2  I  2^  einer  eindeutigen  (im  allgemeinen  nicht  involutori- 
schen)  Korrespondenz  auf  der  Kurve  führt,  ist  in  Nr.  754  dar- 
getan: Alle  Tripel  von  j^gi?  welche  den  Punkt  F  von  C'^  ver- 
vollständigen, senden  die  Verbindungslinie  der  beiden  andern 
Punkte  jP',  F"  durch  einen  festen  Punkt  G  der  Kurve,  und 
die  Tripel  von  j^gj,  zu  denen  G  gehört,  die  Verbindungs- 
linie G'G"  durch  F. 

Wir    knüpfen   jetzt    an  Nr.   767    an.     Dort    hatten   wir  folgende  865 
Figur  hergestellt.     Zwei  sich  stützende  Netze  |  0^  \  und  |  P^  \  kollinearer 
Bündel,   deren  Träorerfläche  F^  ist,  werden  von   einer  Ebene   in  zwei 
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sich  stützenden  Netzen  kollinearer  Felder  |  Jg !;  1  ®2 1  geschnitten,  die 
Tripel  (3i^)  rühren  von  den  kubischen  Kaumkurven  R^  her,  den 
Trägerkurven  der  Reihen  in  \0.^\,  die  (SG)  von  den  r^,  die  ebenso 
zu  !  P2 !  gehören.  Eine  R^  ist  mit  einer  r^  stets  durch  eine  F-  ver- 
bunden, und  der  von  dieser  eingeschnittene  Kegelschnitt  verbindet  die 
beiden  Tripel.  Die  kubischen  Raumkurven  R^  und  r^  begegnen  sich 
fünfmal;    und    in    diesen    Punkten    berührt  F^   die    kubische    Fläche. 


186     ^in.   §  119.  Eindeut,  Korrespondenzen  a.  d.  allg.  ebenen  Kurve  3.  Ordnung. 

Wenn  die  schneidende  Ebene  E  durch  drei  von  ihnen  geht,  so  erhalten 
wir  ein  gemeinsames  Tripel,  und  der  ausgeschnittene  Kegelschnitt  be- 
rührt in  ihm  die  Schnittkurve  EF^^  die  Kemkurve  von  |  ^g  I  ^^^  I  ^^2 1- 
Diese  ISTetze  sind  identisch  geworden;  denn  ein  gemeinsames  Tripel 
bewirkt  die  Identität  der  beiden  Tripelsysteme  und  die  der  Netze 
(Nr.  754,  755).  Also  ist  ein  Kegelschnitt-Netz  9^1  vorhanden,  und  die 
Felder  werden  durch  die  Polaren  der  verschiedenen  Punkte  von  E  je 
in  bezug  auf  einen  Kegelschnitt  des  Netzes  gebildet. 

Betrachten  wir  bloß  drei  Bündel  Oq  ,  0^ ,  Og  von  |  Og  j ,  seine  Kon- 
stituenten, so  seien  g^^,  %^,  ^^  ^^^  eingeschnittenen  Felder,  Kq^,  K^^,  K^ 
die  Kegelschnitte,  zu  denen  sie  als  Polarenfelder  gehören;  wir  kon- 
struieren dann  drei  Flächen  2.  Grades  F^,  F^,  F^  bzw.  durch  JST/, 
K^j  K^  und  mit  Oq,  0^,  0^  als  Pol  von  E,  welche  also  den  Kegeln 
O^K^y  O^K^^,  O.^K^  längs  K^^  .  .  .  eingeschrieben  sind.  Sie  konsti- 
tuieren das  Netz  'N.  Die  Polarebenen  der  Punkte  von  E  in  bezug 
auf  die  Flächen  von  iV  führen  zu  einem  Netze  von  kollinearen  Bündeln ; 
die  Trägerfläche  ist  die  Polfläche  3.  Ordnung  der  Ebene  E  in  bezug 
auf  ^  (Nr.  692).  Für  F^,  F^,  F^  sind  die  Bündel  die  Oo,  0^,  Og; 
daher  ist  dieses  Netz  kollinearer  Bündel  mit  |  0^  \  identisch,  die  Pol- 
fläche mit  jF^,  und  die  übrigen  Ebenenbündel  von  |  Og  |  gehören  als 
Polarebenen  -  Bündel  der  Punkte  von  E  zu  den  weiteren  Flächen  F'^ 
von  ^,  ihre  Schnitte  mit  E  zu  dem  Netze  9^,  und  jede  F'^  ist  längs 
K^  dem  Kegel  OK^  eingeschrieben. 

Weil  jede  der  drei  konstituierenden  Flächen  F^, ...  in  der  Büschel - 
Schar  sich  konisch  berührender  Flächen  2.  Grades  in  c?o^  Weisen  gewählt 
werden  kann,  so  sind  für  jede  geeignete  Ebene  E  cx)^  Flächen- 
netze möglich,  für  welche  das  gegebene  Netz  \0^\  das  Netz 
der  Polarebenen-Bündel  in  bezug  auf  die  einzelnen  Flächen 
sind.  Sehen  wir  zu,  wie  diese  geeigneten  Ebenen  im  Räume  ver- 
teilt sind. 

Eine  solche  Ebene  muß  durch  drei  Schnittpunkte  einer  B}  und 
einer  r^  (auf  F^^  gehen.  Wenn  F^  F^,  F^  die  Schnitte  einer  Gerade  l 
mit  F^  sind,  so  geht  durch  F  und  F^  sowohl  eine  i?^,  als  eine  r^ 
(Nr  377,  379);  sie  haben  noch  drei  Punkte  gemein;  die  Ebenen  von  l  nach 
ihnen  sind  geeignete  Ebenen;  weil  ein  Tripel  (3-F)  =  (36r)  entsteht  und 
daher  alle  so  beschaffen  sind.  Sei  E  eine  von  ihnen;  so  müssen  die 
beiden  durch  F  und  F^  gehenden  Kurven  B^  und  r^  auch  einen  dritten 
Schnitt  auf  E  haben,  und  ebenso  die  durch  F^  und  F^  gehenden. 
Daher  gibt  es  nur  drei  geeignete  Ebenen  durch  l. 

Alle  Ebenen  E,  welche  zwei  sich  stützende  Netze  kolli- 
nearer Bündel  JO2I,  |  Pg  |  in  zwei  identisch  gewordenen  sich 
stützenden  Netzen  kollinearer  Felder  schneiden,  umhüllen 
eine  Fläche  3.  Klasse. 
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Die  drei  Büschel  -  Scliaren  sich  konisch  berührender  Flächen 
2.  Grades,  aus  denen  Fq^,  F^^,  F^  zu  entnehmen  sind,  haben  die 
Doppelebene  E  gemeinsam,  also  gehören  sie  dem  Gebüsche  an,  welches 
<iurch  diese  Doppelebene  und  aus  jeder  der  drei  Büschel-Scharen  eine 
Fläche  bestimmt  ist.  Es  nimmt  demnach  alle  oo^  JT-- Netze  in  sich 
auf.  Und  die  Kernfläche  4.  Ordnung  dieses  Gebüsches,  der  Ort  der 
Kegelspitzen  und  der  in  bezug  auf  das  Gebüsche  konjugierten  Punkte 
(Nr.  688),  zerfällt  in  E  und  F^\  und  zwar  laufen  die  Polarebenen  der 
Punkte  von  E  in  bezug  auf  die  Flächen  des  Gebüsches  in  die  Punkte 
der  Fläche  F^  zusammen;  wobei  immer  für  alle  Flächen  einer  der 
cc-  Büschel-Scharen  je  dieselbe  Polarebene  sich  ergibt^). 

Wenn 
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eine  Doppelsechs  auf  einer  kubischen  Fläche  F^  ist  und  c..^  =  {ciihf^,  afi^ 
die  15  übrigen  Geraden  der  Fläche  sind,  so  sind  auf  dem  Schnitte 
jeder  Ebene  die  Spuren  51,-,  SQ^  von  a^  und  5^  in  der  nämlichen  Ver- 
wandtschaft E  entsprechend;  weil  die  Verbindungslinien  ?(,S3^.,  51^. ^j 
sich  auf  der  Kurve  in  der  Spur  von  c^j.  treffen.  Im  allgemeinen  ist 
diese  E  nicht  involutorisch;  weil,  wenn  etwa  5(i,  S8^  beliebige  Punkte 
von  a^y  \  sind,  die  Schnittlinie  ihrer  Tangentialebenen  an  F^  nicht 
die  Schnittkurve  einer  durch  ^tj^i  gehenden  Ebene  trifft^). 

§  120.    Die  höheren  Involutionen  auf  der  ebenen  Kurve  3.  Ordnung. 

Eine  kubische  Involution  2.Stufe  Jg^^)  auf  C^  ist  ein  System  866 
von  Punktetripeln,   das   so  beschaffen   ist,    daß   zwei   Punkte 
eindeutig  ein  Tripel  bestimmen. 

Die  Tripel  der  Schnittpunkte  mit  den  Geraden  bilden  eine  der- 
artige Involution,  ebenso  die  Tripel  aus  irgend  zwei  Punkten  0,  P 
und  dem  Punkte  $,  welcher  in  einer  der  f  dem  dritten  Schnitte  Q' 
von  OP  gepaart  oder  konjugiert  ist;  denn  der  konjugierte  P"  zu.  P 
liegt  auf  OQ,  weil  PQ'  und  P' Q  sich  auf  C'^  treffen:  in  0;  also  ist 
P  der  konjugierte  zum  dritten  Schnitte  P'  von  OQ  und  0  derjenige 
zum  dritten  Schnitte  0'  von  PQ. 

Aber  jede  Korrespondenz  E  führt  zu  einer  /g^  ^^d  jede 
ig^  ist  mit  einer  £"  verbunden.    Wenn  jE'(X,  X')  vorliegt,  so  er- 

1)  Vgl,  Schur,  Math.  Annalen  Bd.  18  S.  13.  —  Aus  der  räumlichen  Figur 
leitet  Schur  die  Eigenschaften  der  ebenen  Figur  zweier  sich  stützender  Netze 
von  kollinearen  Feldern  ab,  welche  in  Nr.  754  ff.  durch  ebene  Betrachtungen  ge- 
wonnen sind. 

2)  Gr.  Kohn,  Wiener  Sitzungsberichte  Bd.  117  Januar  1908. 

3)  Im  Anschluß  an  Weyrs  im  §  118  erwähnte  Abhandlung  bezeichnet  hier 
der  obere  Zeiger  den  Grad,  der  untere  die  Stufe,  umgekehrt  wie  in  §  34. 
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geben  sich  die  Tripel  der  zugehörigen  I^^^  indem  man  den 
Punkt  X  mit  zwei  Punkten  X^,  X^  kombiniert^  welche  mit 
dem  entsprechenden  X'  in  gerader  Linie  liegen.  Ist  X^'  der 
entsprechende  Punkt  von  X^,  so  treffen  sich  X^X'  und  X'^X  auf  der 
Kurve^  also  in  Xg,  und  X,  Xg  liegen  mit  Xj'  in  gerader  Linie^  und 
ebenso  X,  X^  mit  X^.  Das  Paar  X,  X^  wird  durch  X^  vervollständigt^ 
dem  der  dritte  Schnitt  Xg'  von  XX^  entspricht. 

Der  LFmkehrung  E{X\X)  ist  eine  andere  Jg^  zugeordnet. 

In  einer  I^^  sind  jedem  Punkte  X  oo^  Paare  von  Punkten  Xj,  X» 
zugeordnet,  von  denen  jeder  den  andern  eindeutig  und  involutorisch 
bestimmt;  folglich  ist  dem  X  eine  involutorische  eindeutige  Korre- 
spondenz zugeordnet,  welche  nur  eine  zentrale  Involution  sein  kann. 
Denn  da  wir  zwei  Punkte  eines  Tripels  beliebig  geben  können,  so 
muß  es  eine  derartige  involutorische  Korrespondenz  geben  (zugeordnet 
dem  dritten  Punkte),  in  welcher  diese  beiden  Punkte  ein  Paar  bilden. 
Die  drei  V  leisten  das  nicht.  Daher  ist  jedem  X  der  Scheitel  X' 
des  Büschels  zugeordnet,  der  die  zugeordnete  zentrale  Involution  ein- 
schneidet, das  Zentrum.  Und  jedem  X'  ist  ein  X  zugeordnet-,  denn 
irgend  eine  Grerade  durch  X'  schneide  in  X^,  Xg;  es  gibt  in  I<^^  ein 
Tripel  XXjXg,  zu  welchem  X^,  X^  gehören;  und  diesem  dritten 
Punkte  X  gehört  X'  als  Zentrum  der  zugeordneten  zentralen  Invo- 
lution zu. 

Die  Verbindungslinien  der  Punkte,  welche  mit  einem 
Punkte  X  Tripel  der  gegebenen  I^^  bilden,  laufen  in  einen 
Punkt  X'  der  Kurve  zusammen,  das  Zentrum  der  zentralen 
Involution,  die  durch  diese  Punktepaare  entsteht;  X'  ist  dem 
X  in  der  zugehörigen  E{X,  X')  entsprechend. 

Durch  ein  Tripel  XX^X^  ist  E{X,  X')  vollständig  bestimmt; 
sind  ja  (Nr.  845)  in  derselben  E  die  dritten  Schnitte  von  X^Xg, 
XgX,  XX^  den  X,  Xj,  Xg  entsprechend. 

Folglich  wird  eine  I^^  durch  eins  von  ihren  Tripeln  fest- 
gelegt, auf  unikursalem  Träger  durch  3. 

Während  ein  solcher  oo^  kubische  Involutionen  2.  Stufe  trägt 
(Nr.  217)  —  auf  der  kubischen  Raumkurve  werden  sie  durch  die  Ebenen 
bündel  eingeschnitten  (Nr.  216)  — ,  bestehen  auf  der  ebenen  Kurve 
3.  Ordnung  nur  cx)^,  ebenso  viele  wie  E\X,  X').  Sie  ergeben 
sich,  wenn  zwei  feste  Punkte  durch  einen  die  Kurve  durchlaufenden 
Punkt  zu  den  festlegenden  Tripeln  vervollständigt  werden. 

Die  kubische  Involution  der  geradlinigen  Tripel  ist  der  Identität 
^(X,  X)  zugeordnet;  einer  V  ist  zugeordnet  die  Involution  der  Tripel 
der  Punkte,  welche  in  der  V  drei  geradlinigen  Punkten  konjugiert  sind. 

In  einer  I,^  gehört  jeder  Punkt  X  zu  vier  Tripeln,  deren  beide 
andern  Punkte  sich  vereinigt  haben. 
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Die   zugeordnete  E(X,  X')   enthält   neun  Punkte  X,    deren   ent 
sprechende  X'  die  zugehörigen  Tangentialpunkte  sind  (Nr.  851);  also 
vereinigt  sich  X  mit  den  beiden  ergänzenden  Punkten,  die  auf  X'X 
liegen. 

Die  Involution  I^^  besitzt  neun  dreifache  Punkte  (in  denen 
je  alle  Punkte  eines  Tripels  zusammengefallen  sind);  nach  Nr.  220 
hat  die  Involution  3.  Grades  2.  Stufe  auf  unikursalem  Träger  (dort 
mit  Jf  bezeichnet)  nur  drei  dreifache  Punkte. 

Die  neun  dreifachen  Punkte  bilden  die  Berührungspunkte  der 
einen  Art  zwischen  C^  und  der  Direktionskurve  der  zugehörigen  E^ 
die  der  andern  sind  die  dreifachen  Punkte  derjenigen  I^^,  welche  mit 
der  ümkehrung  von  E  verbunden  ist;  jede  der  beiden  neunpunktigen 
Gruppen  entsteht  durch  Projektion  der  Wendepunkte  aus  irgend  einem 
Punkte  der  andern  Gruppe  (Nr.  851). 

Nennen  wir  eine  solche  Gruppe  von  neun  Punkten  eine  Inflexions- 
gruppe  und  zwei  derartig  zusammengehörige  verbundene  ^)  Inflexions- 
gruppen. 

In  der  Involution  der  geradlinigen  Tripel  sind  die  neun  drei- 
fachen Punkte  die  neun  Wendepunkte,  in  derjenigen,  die  mit  einer  f 
verbunden  ist,  die  den  neun  Wendepunkten  in  ihr  konjugierten. 

Die  oü-  Kegelschnitte  durch  drei  Punkte  X,  X^,  X^j  von  867 
C^  schneiden  in  sie  die  Tripel  einer  /g^  ein.  Der  einem  Punkte  Y 
in  der  zugehörigen  E  entsprechende  Y'  ist  der  Gegenpunkt  zu  den 
vier  Punkten  X,  Xj,  Xg,  Y:  der  Konkurrenzpunkt,  auf  C^,  der  Geraden, 
welche  die  weiteren  Schnitte  der  Kegelschnitte  durch  diese  vier  Punkte 
verbinden  (Nr.  227).  Ist  YY-^  Z,  ein  Tripel  der  Involution,  so  erzeugen  die 
Kegelschnitte  durch  dasselbe  eine  zweite  Jo^,  zu  welcher  XX^Xg  ge- 
hört, also  die  durch  dies  Tripel  bestimmte;  geht  man  daher  von  einem 
andern  Tripel  dieser  X- Involution  aus,  so  ist  die  aus  ihm  konstruierte 
Involution  mit  der  vorhinigen  identisch,  weil  sie  mit  ihr  das  Tripel 
YYj^  Yg  geuiein  hat. 

Jede  der  beiden  Involutionen  I^^  kann  aus  jedem  Tripel  der 
andern  vermittelst  der  durchgelegten  Kegelschnitte  abgeleitet  werden, 
und  zwei  Tripel  aus  verschiedenen  Involutionen  befinden  sich  immer 
auf  einem  Kegelschnitte.  Zwei  solche  Involutionen  ig^  werden  resi- 
dual genannt. 

In  der  zur  F- Involution  gehörigen  E  ist  der  dem  Y  zugeord- 
nete Y'  der  dritte  Schnitt  von  Y^  Y^.  Geben  wir  ihm  den  zweiten 
Namen  X.  Das  Geradenpaar,  bestehend  aus  YiYgX  und  einer  Ge- 
rade durch  Z,  schneidet  ein  Tripel  der  X- Involution  aus,  zu  welchem 
X  und  die  beiden  andern  Schnitte  X^,  X^  der  Gerade  durch  Y  ge- 
hören; folglich  ist   F,  als  dritter  Schnitt  der  Verbindungslinie  XjX^, 

1)  Weyr  sagt:  connexe. 
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der  dem  X  zugeordnete  X'  in  der  zur  X- Involution  gehörigen  Kon-e- 
spondenz  E.  Die  zur  Y- Involution  gehörige  ist  JE(Y,  F'),  die  zur 
X- Involution  gehörige  ist  E(X^  X'),  wo  X  ~  Y\  X'  =  F;  d.  k 
E{X,  X')  ist  die  Umkehrung  von  E(Y,  Y'). 

Jede  eindeutige  Korrespondenz  E  auf  C^  und  ihre  Um- 
kehrung bestimmen  zwei  kubische  Involutionen  I^^-^  sind 
Xj  X'  zwei  in  ^ihr  entsprechende  Punkte,  so  wird  X  in  der 
einen  durch  alle  Punktepaare,  die  mit  X'  in  gerader  Linie, 
X'  in  der  andern  durch  alle,  die  mit  X  in  gerader  Linie 
liegen,  zu  Tripeln  vervollständigt. 

Sie  sind  residual;  d.  h.  beliebige  zwei  Tripel  aus  der 
einen  und  der  andern  liegen  auf  einem  Kegelschnitte. 

Wenn  D  einer  der  dreifachen  Punkte  einer  Jg^  ist,  so 
bilden  die  drei  Punkte,  welche  mit  ihm  den  Tangentialpunkt 
D'  gemeinsam  haben,  auch  ein  Tripel  in  ihr.  Denn  in  der  zu- 
gehörigen E  entspricht  dem  D  der  D'  als  dritter  Schnitt  der  Ver- 
bindungslinie der  beiden  andern  Punkte,  die  mit  ihm  im  dreifachen 
Punkte  zu  einem  Tripel  vereinigt  sind;  daher  bildet  in  der  residualen 
Involution  mit  D'  jedes  Paar,  das  mit  D  in  gerader  Linie  liegt,  ein 
Tripel,  also,  wenn  wir  wieder  die  Tangente  in  D  nehmen,  D  und  D'; 
d.  h.  D  einfach  und  D'  doppelt  bilden  in  dieser  Involution  ein  Tripel. 
Nun  berührt  aber  die  konische  Polare  von  D'  in  diesem  Punkte, 
geht  durch  D  und  die  drei  andern  Punkte,  für  welche  D'  Tangential- 
punkt ist,   also  bilden  diese  in  der  gegebenen  Involution   ein  Tripel. 

Wenn  jE'  die  Identität  oder  eine  der  Involutionen  f  ist,  so 
vereinigen  sich  die  beiden  residualen  Involutionen  in  einer 
zu  sich  residualen.  Im  ersten  Falle  liegen  alle  Tripel  auf  Geraden 
und  daher  zwei  Tripel  auf  einem  ausgearteten  Kegelschnitte.  Jede 
der  r  ist  aber  als  E  mit  ihrer  Umkehrung  identisch.  Was  wir  jetzt 
Tripel  der  der  f  zugeordneten  Involution  Jg^  nennen,  sind  die  Tripel 
der  Doppelpunkte  der  Geradenpaare  in  den  Büscheln  des 
Kegelschnitt-Netzes,  für  welches  C^  Jacobische  Kurve  und 
die  zugeordneten  Punkte  der  f  konjugiert  sind;  zwei  solche  Tripel 
liegen  aber  stets  auf  einem  Kegelschnitte. 

Die  neun  dreifachen  Punkte  sind  solche  Punkte,  in  denen 
Kegelschnitte  eines  Büschels  sich  oskulieren. 

Lassen  wir  zwei  Tripel  sich  vereinigen,  so  kommen  wir  zu 
Kegelschnitten,  welche  C^  dreimal  berühren:  in  den  Punkten  eines 
Tripels.  So  ergeben  sich  drei  doppelt  unendliche  Systeme 
von  Kegelschnitten,  welche  C^  dreimal  berühren;  und  in 
jedem  bilden  die  Berührungspunkte  die  Tripel  einer  speziellen 
zu   sich  residualen  J2^    welche    einer    der    f   zugeordnet    ist. 

Der  Büschel  der  Kegelschnitte,  welche  G^  in  zwei  gegebenen 
Punkten  Aj  B  berühren,  enthält   drei  Kegelschnitte,  welche  es  noch 
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ein  drittes  Mal  tun:  in  den  Berührungspunkten  der  drei  weiteren 
Tangenten,  die  vom  Tangentialpunkte  D  des  dritten  Schnitts  C  der 
AB  kommen  (Nr.  864). 

Lassen  wir  B  in  Ä  rücken,  so  daß  es  sich  um  den  Büschel  der 
Kegelschnitte  handelt,  welche  C^  vierpunktig  in  Ä  berühren;  C  ist 
der  Tangentialpunkt  von  Ä  und  D  zweiter  Tangentialpunkt  von  J.; 
solange  C  einen  von  ihm  verschiedenen  Tangentialpunkt  hat,  gibt  es 
in  dem  Büschel  einen  (nur)  fünfpunktig  in  Ä  berührenden  Kegelschnitt; 
sechster  Schnitt  E  ist  der  von  A  verschiedene  dritte  Schnitt  von 
AD^).  Ist  aber  C  Wendepunkt  und  D  mit  ihm  vereinigt,  so  wird 
dieser  Kegelschnitt  in  A  sechspunktig  berührend. 

Die  27  Punkte  der  0^,  welche  einen  Wendepunkt  zum 
Tangentialpunkt  haben,  und  sie  allein,  sind  Punkte  sechs- 
punktiger  Berührung  mit  einem  Kegelschnitte.  Sie  sind  je 
dem  betreffenden  Wendepunkte  konjugiert  und  zerfallen 
daher  in  drei  Gruppen  von  neun  Punkten,  je  nach  der  Invo- 
lution r,  in  der  sie  konjugiert  sind. 

Jedes  der  drei  Systeme  in  drei  Punkten  berührender 
Kegelschnitte  enthält  neun  sechspunktig  berührende  Kegel- 
schnitte: die  neun  Punkte  sind  die  dreifachen  Punkte  der 
kubischen  Involution  I^^j  welcher  die  betreffende  V  zugeord- 
net ist. 

Aus  der  Definition  einer  I^^  folgt,  daß  die  Projektion  ihrer  Tripel  868 
aus  einem  Punkte  P  von  C^  auf  diese  Kurve  wieder   eine  solche  In- 
volution liefert. 

Jede  kubische  Involution  I^^  auf  (7^  läßt  sich  aus  einer 
gegebenen  Jg^  durch  eine  Projektion  aus  einem  Punkte  P  der 
Kurve  ableiten,  so  daß  alle  sich  ergeben,  wenn  P  die  Kurve 
durchläuft,  und  zwar  jede  neunmal.  Es  seien  D  und  D  je  drei- 
fache Punkte  von  I^^  und  I^^,  D'  der  dritte  Schnitt  von  BD,  so 
liefert  die  Projektion  von  I^  aus  B'  eine  Involution,  für  welche  B 
dreifacher  Punkt  ist,  die  also  mit  I^^  identisch  ist.  Die  Geraden  von 
B'  nach  den  acht  andern  dreifachen  Punkten  von  I^^  gehen  nach 
denen  von  I^^.  So  laufen  die  81  Geraden,  welche  die  drei- 
fachen Punkte  von  I^^  mit  denjenigen  von  I^^  verbinden, 
neunmal  zu  je  neun  in  einen  Punkt  der  C^  zusammen;  und 
das  sind  die  neun  Punkte,  aus  denen  jede  der  beiden  Involu- 
tionen in  die  andere  projiziert  wird. 

Sie    ergeben    sich    auch    durch    Projektion    der    neun    dreifachen 


1)  Liegen  J.,  A' ,  A"  in  gerader  Linie,  so  tun  es  bekanntlich  auch  die 
Tangentialpunkte  C,  C,  C" ,  dann  wiederum  deren  Tangentialpunkte  D,  D\  D", 
also  auch  die  £",  E\  jE"';  aber  nicht  umgekehrt;  weil  das  Entsprechen  im  um- 
gekehrten Sinne  nicht  eindeutig  ist. 
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Punkte  der  einen  Involution  aus  einem  der  andern  und  erweisen  sich 
dadurch  als  die  dreifachen  Punkte  einer  dritten  Involution  J^^. 

Ist  insbesondere  I^^  die  Involution  der  geradlinigen  Tripel, 
deren  dreifache  Punkte  die  Wendepunkte  sind,  so  gibt  es 
für  jede  andere  I^^  neun  Punkte,  aus  deren  jedem  ihre  drei- 
fachen Punkte  durch  Projektion  der  Wendepunkte  sich  er- 
geben. Die  dreifachen  Punkte  und  diese  Projektionszentren  bilden 
zwei  verbundene  Inflexionsgruppen  (Nr.  866). 

Die  neun  Wendepunkte  bilden,  wie  wir  in  Nr.  858  gefunden 
haben,  zwölf  geradlinige  Tripel  auf  den  Wendepunkts-Geraden, 
und  viermal  umfassen  drei  solche  Tripel  alle  neun  Wendepunkte,  und 
die  drei  zugehörigen  Wendepunkts- Geraden  bilden  ein  Wendepunkts - 
Dreiseit. 

Yon  den  Wendepunkten  sind  —  was  wir  als  bekannt  voraussetzen, 
da  der  Beweis  zu  weit  führen  würde  ^)  —  drei  in  einer  Gerade  gelegene 
reell,  die  sechs  übrigen  imaginär;  demnach  sind  vier  der  Wendepunkts- 
geraden reeU;  von  ihnen  enthält  eine  die  drei  reellen  Wendepunkte,  die 
drei  andern  einen  reeUen  und  zwei  konjugiert  imaginäre.  Diese  drei 
bilden  ein  vöUig  reelles  Wendepunkts -Dreiseit;  die  zuerst  genannte 
hingegen  setzt  sich  mit  zwei  konjugiert  imaginären  Geraden  zu  einem 
Wendepunkts-Dreiseit  zusammen.  Die  beiden  andern  enthalten  keine 
reelle  Gerade  und  sind  zueinander  konjugiert  imaginär. 

Daraus  ergibt  sich: 

Von  den  neun  dreifachen  Punkten  einer  I^^  auf  C^  sind 
drei  reell  und  sechs  imaginär;  sie  bilden  zwölf  Tripel  der 
Jg^  und  viermal  umfassen  je  drei  dieser  Tripel  alle  neun 
Punkte. 

Oder,  wenn  wir  aus  der  residualen  Involution  irgend  ein 
Tripel  ABC  heraus  nehmen,  so  liegen  zwölfmal  drei  drei- 
fache Punkte  der  I^^  mit  A,  B,  C  auf  einem  Kegelschnitte, 
und  viermal  enthalten  je  drei  dieser  Kegelschnitte  alle  neun 
Punkte.  Von  diesen  Kegelschnitten  sind  vier  reeU;  das  eine  der  vier 
Systeme  von  drei  Kegelschnitten  enthält  drei  reelle,  ein  zweites  nur 
einen  reeUen,  die  beiden  andern  keinen^). 

Lassen  w4r  Jg^  mit  Jg^  ^^^^^  vereinigen  und  D  mit  D,  so  wird 
D'  der  Tangentialpunkt  von  D. 

Die  Tangentialpunkte  der  dreifachen  Punkte  einer  /g^ 
sind  also  die  dreifachen  Punkte  einer  andern  Jg'^- 

1)  Z.  B.  Schröter,  Ebene  Kurven  dritter  Ordnung  §  28. 

2)  Vgl.  hierzu  Steiners  Aufsatz  aus  dem  Jahre  1845  (Journ.  f  Math. 
Bd.  32  S.  300;  Gesammelte  Werke  Bd.  II  S.  377),  in  dem  ein  guter  Teil  der 
Sätze  über  die  Involutionen  I^^  sich  befindet,  ohne  daß  jedoch  dieser  Begriff 
selbst  aufgestellt  wird;  in  bezug  auf  die  eben  erwähnten  reellen  Kegelschnitte 
enthält  er  einen  Irrtum,  der  auch  in  Anm.  24)  S.  739  erwähnt  wird. 
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Durch  jeden  der  Punkte  Z)'  gehen  noch  vier  Geraden,  welche 
zwei  verschiedene  D  der  1^^  verbinden,  von  denen  der  eine  zu  Jg', 
der  andere  zu  I^^  gehörig  angesehen  werden  kann.  So  ergeben  sich 
die  36  Verbindungslinien  der  neun  dreifachen  Punkte,  zu  je 
vier  durch  einen  der  Tangentialpunkte  gehend.  Gehört  B'  zu 
einem  reellen  B,  so  läuft  durch  ihn  die  Verbindungslinie  der  beiden 
andern  reellen. 

Die  beiden  Netze  von  Kegelschnitten  durch  zwei  Tripel 
YY^Y^,  Y'Y^Y^  der  einen  von  zwei  residualen  Involutionen, 
welche  die  andere  einschneiden,  sind  kollinear,  wobei  solche 
Kegelschnitte  entsprechend  sind,  die  zum  nämlichen  Tripel  führen; 
d.  h.  einem  Büschel  des  einen  korrespondiert  ein  Büschel  des  andern. 
Wenn  Z  der  vierte  Grundpunkt  des  Büschels  aus  dem  ersten  Netze 
ist,  XX^^Xg,  X'X/Xg'  die  von  zweien  seiner  Kegelschnitte  einge- 
schnittenen Tripel,  Z'  der  vierte  Schnittpunkt  der  nach  ihnen  gehenden 
Kegelschnitte  des  zweiten  Netzes,  so  seien  die  Büschel  {YY^Y^Z) 
und  {Y'Y^Y^Z')  so  projektiv  bezogen,  daß  die  durch  XX^Xg, 
X'X/Xg'  und  X"  gehenden  Kegelschnitte  homolog  sind;  wo  X"  ein 
beliebiger  Punkt  von  C^  ist.  Die  erzeugte  Kurve  4.  Ordnung  hat  mit 
C^  13  Punkte  gemeinsam,  zerfällt  also  in  sie  und  eine  Gerade,  er- 
sichtlich die  ZZ\  Kegelschnitte,  welche  in  dieser  Projektivität  homo- 
log sind,  treffen  also  C^  je  in  demselben  Tripel.  Die  projektiven 
Punktreihen  der  zweiten  Schnittpunkte  homologer  Kegelschnitte  mit 
ZZ'  haben  drei  sich  selbst  entsprechende  Punkte  auf  (7^,  sind  daher 
identisch;  und  der  vierte  Schnittpunkt  entsprechender  Kegelschnitte 
durchläuft  diese  Gerade. 

Die  Involution  I^^  enthält  daher  oo^  kubische  Involu- 
tionen 1.  Stufe  und  kann  fächerförmig  aus  drei  unabhängigen 
(nicht  zu  derselben  Involution  1.  Stufe  gehörigen)  Tripeln  aufge- 
baut werden. 

Ein  beliebicrerKecrelschnitt- Büschel  enthält  zwölf  Kurven,  welche  C 
berühren  (Nr.  690),  jeder  auf  C^  befindliche  Grundpunkt  liefert  zwei 
vereinigte,  die  in  ihm  berühren.  Also  hat  jede  der  Involutionen  1.  Stufe 
sechs  Tripel  mit  einem  Doppelpunkte. 

Bei  der  Involution  mit  geradlinigen  Tripeln  werden  diese  Involu- 
tionen 1.  Stufe  durch  die  Strahlenbüschel  eingeschnitten. 

Es  seien  wieder  XX^Xg,  YY^Y^  zwei  Tripel  aus  residualen  In- 
volutionen, Schnitte  eines  Kegelschnitts,  und  jE'(X,  X')  die  zur  ersten 
gehörige  Korrespondenz;  in  ihr  ist  dem  X  der  dritte  Schnittpunkt  X' 
von  Xj  Xg  zugeordnet  und  dem  dritten  Schnittpunkte  Y  von  Y^  Y^ 
der  Y  ^Y'.  Daher  ist,  nach  der  Eigenschaft  der  E,  der  dritte  Schnitt 
von  XY^XY'  derselbe  wie  der  von  X'Y\  bleiben  also  Xj,  Xg, 
I"i,  Yg  ^®st,   so   tut  es  auch  dieser  letztere  Punkt,  und  die  veränder- 

Sturm,  Geometr.  Verwandtachaften.  IV.  13 
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liehe  Verbindungslinie  X  Y  läuft  durcli  ihn.  Das  ist  der  Satz  vom 
Gegenpunkt. 

Durch  sechs  Punkte  Ay  B,  .  .  .  F  der  C^  gehen  oo^  Kurven 
3.  Ordnung;  sie  schneiden  jedoch  nur  oo^  Tripel  in  G^  ein. 
Führt  man  nämlich  solche  Kurven  noch  durch  einen  siebenten  der 
C^  nicht  angehörigen  Punkt  Q,  so  ergeben  sich  oo^  Tripel^  welche 
eine  I^^  bilden,  weil  irgend  zwei  Punkte  auf  G'^  eine  Kurve  aus  dem 
Netze  durch  A,  .  .  .  F,  Q  bestimmen.  Ein  Tripel  aus  dieser  Involution 
besteht  aus  dem  sechsten  Schnitte  A'  des  Kegelschnitts  (JB  .  .  ,  F)  und 
den  beiden  Schnitten  der  Gerade  AQ-^  weil  A  auf  dieser  der  dritte  Schnitt 
ist,  so  ergibt  sich  E(A!j  A)  als  die  zu  I^  gehörige  F.  Dieses  Paar 
Äj  A,  welches  die  E  und  infolgedessen  auch  die  I^^  eindeutig  be- 
stimmt, ist  von    Q  unabhängig.     Also: 

Die  oü^  Kurven  3.  Ordnung  durch  sechs  Punkte  Ay...F 
von  G^  schneiden  die  Tripel  einer  1^^  ein,  je  oo^,  die  einen 
Büschel  bilden,  dasselbe  Tripel. 

Machen  wir  noch  einen  oder  zwei  Punkte  fest,  so  ergibt  sich: 
Die  oo^  Kurven  3.  Ordnung  durch  sieben  Punkte  von  G^  schneiden 
die  Paare  einer  zentralen  Involution  ein,  derjenigen,  die  dem  siebenten 
in  Ig^  zugehört  (Nr.  847). 

Die  oo^  Kurven  3.  Ordnung  durch  acht  Punkte  auf  G^  schneiden 
einen  festen  Punkt  ein,  der  dem  achten  in  der  eben  genannten  zen- 
tralen Involution  gepaart  ist:  den  neunten  assoziierten  zu  den  acht 
Punkten;  so  daß  wir  diesen  Begriff  selbständig  auf  Grund  unserer  Be- 
trachtungen gewinnen. 

Femer,  wenn  A',...F'  die  sechsten  Schnitte  der  Kegel- 
schnitte {By...F)...j  welche  durch  je  fünf  von  sechs  Punkten 
^,...jPauf  0^  gehen,  so  entsprechen  in  derselben  eindeutigen 
Korrespondenz  E  auf  G^  den  Aj...F  die  Äj,..F''^  denn  liegen 
A^A^  auf  G^  mit  A  in  gerader  Linie  a,  so  ist  A'A^A^'  ein  Tripel 
der  Jg^,  eingeschnitten  durch  [(i?, . . .  i^),  a] . 

Liegen  aber  schon  A,...F  auf  einem  Kegelschnitte,  so  fallen  A 
und  A\ . . .  zusammen,  die  Korrespondenz  ist  die  Identität;  und  die 
Kurven  3.  Ordnung  durch  A,...F  schneiden  die  geradlinigen  Tripel 
ein.  Sechs  Punkten  auf  G^,  die  einem  Kegelschnitte  angehören,  sind 
drei  Punkte  in  gerader  Linie  assoziiert. 
869  Durch  oo^  Quadrupel  wird  eine  Involution  Jg*  gebildet, 

wenn  jedes  Quadrupel  durch  drei  seiner  Punkte  eindeutig 
bestimmt  ist.  Jeder  Punkt  X  scheidet  eine  I^^  aus,  deren  Tripel 
mit  ihm  Quadrupel  der  ig*  bilden;  denn  jedes  von  diesen  Tripeln  ist 
ja  durch  zwei  Punkte  bestimmt.  Aus  der  zu  ihr  residualen  scheiden 
wir  diejenigen  Tripel  aus,  denen  X  angehört;  die  ergänzenden  Paare 
bilden  eine  zentrale  Involution.  Da  nun  zwei  Tripel  der  beiden  resi- 
dualen Involutionen  stets   auf  demselben  Kegelschnitt   liegen,   so   ist 
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erkannt,  daß  die  beiden  ferneren  Schnitte  der  Kegelschnitte,  welche 
den  Quadrupeln  umgeschrieben  sind,  zu  denen  X  gehört,  auf  Geraden 
liegen,  die  durch  einen  festen  Punkt  S  von  C^,  das  Zentrum  jener 
zentralen  Involution,  gehen.  Bei  einem  andern  Punkte  X'  ergibt  sich 
derselbe  Punkt  S,  weil  es  oo^  Quadrupel  gibt,  denen  X  und  X'  an- 
gehören. 

Alle  Quadrupel  einer  /g"*  auf  C'^  haben  denselben  Gegen- 
punkt S. 

Ein  Quadrupel  bestimmt  den  Gegenpunkt  S.  Hat  man  denselben, 
so  vervollständigt  man  ein  gegebenes  Tripel  XX^X^  zum  Quadrupel, 
indem  man  den  Kegelschnitt  durch  seine  Punkte  und  durch  die  beiden 
ferneren  Schnitte  eines  Strahls  durch  S  zum  sechsten  Male  in  X, 
schneidet;  dadurch  wird  S  Gegenpunkt  von  XX^X^X.^  die  weiteren 
Kegelschnitte  durch  diese  vier  Punkte  haben  ihre  beiden  letzten  Schnitte 
auf  den  andern  Strahlen  durch  S-^  d.  h.  diese  führen  ebenfalls  zu  X^, 

Also  bestimmt  ein  Quadrupel  die  I^^. 

Oder  ein  Punkt  S  auf  C^,  als  Gegenpuukt,  bestimmt  /g*- 
die  Kegelschnitte  durch  die  beiden  weiteren  Schnitte  seiner  Strahlen 
liefern  die  Quadrupel. 

Es  gibt  daher  oo^  Involutionen  I^^  auf  C'^,  weil  so  viele 
Gegenpunkte,  oder  weil  so  viele  Punkte  drei  feste  Punkte  zu  einem 
Quadrupel  vervollständigen. 

Zu  einem  Tripel  X^XgXg  einer  beliebig  gegebenen  Jg' 
sei  X  der  Punkt,  der  es  zum  Quadrupel  der  ig*  ergänzt;  der- 
selbe Punkt  ergänzt  alle  andern  Tripel  von  I^^.  Denn  er 
scheidet  aus  IJ^  eine  I^^  aus,  die  mit  der  gegebenen  identisch  ist,  da 
sie  mit  ihr  jenes  Tripel  gemeinsam  hat.  Wir  können  sagen:  Jede  /g' 
auf  C^  ist  in  der  gegebenen  Jg*  enthalten;  d.  h.  es  gibt  einen  Punkt, 
der  mit  allen  Tripeln  der  Jg^  Quadrupel  der  /g*  bildet.  Man  schneidet 
den  Kegelschnitt,  welcher  durch  das  Tripel  X^XgXg  und  die  beiden 
Schnitte  irgend  eines  Strahls  aus  dem  Gegenpunkt  S  von  Jg*  geht, 
in  X  zum  sechsten  Male;  dieser  Punkt  ist  der  gemeinsame  Ergänzungs- 
punkt X  des  Tripels  X^XgXg  und  aller  Tripel  der  I^^,  welche  es 
bestimmt.  In  der  Korrespondenz  E,  die  zu  ig^  gehört,  entspricht 
dem  Xj  der  dritte  Schnitt  Ogg  von  XgXg;  das  Geradenpaar  (XX^,  XgXg) 
gehört  zum  Büschel  durch  das  Quadrupel;  ist  also  Oq^  der  dritte  Schnitt 
von  XXi,  so  geht  Oqi  O23  durch  den  Gegenpunkt  S]  daraus,  daß  X^X 
und  SO2S  sich  auf  C^  in  Oq^  treffen,  folgt,  daß  in  der  Korrespondenz 
E  (Xj,  Oggj  auch  S  als  Punkt  der  ersten  Reihe  und  der  Ergänzungs- 
punkt X  als  Punkt  der  zweiten  Reihe  entsprechend  sind. 

Ist  Jg^  die  Involution  der  geradlinigen  Tripel,  so  besteht  jeder 
Kegelschnitt  durch  ein  solches  Tripel  und  die  beiden  ferneren  Schnitte 
eines  Strahls  durch  den  Gegenpunkt  aus  der  Gerade  des  Tripels  und 
diesem  Strahle;  sechster  Schnitt  ist  daher  S. 

13* 


196      yilL   §  120.  Die  höheren  Involutionen  auf  der  ebenen  Kurve  3.  Ordnung. 

Die  Involution  der  geradlinigen  Tripel  hat  den  Gegen- 
punkt der  Jg*  zum  Ergänzungspunkt. 

Zwei  Punkte  X,  X^  scheiden  aus  Jg*  eine  zentrale  Involution 
der  ergänzenden  Paare  X^X^  aus.  Ist  Oq^  der  dritte  Schnitt  von  XX^ 
und  O23  derjenige  von  SOq^,  so  ist  Ogg  das  Zentrum  dieser  Involution. 

Ferner,  sind  Oq^,  Ogg  die  weiteren  veränderlichen  Schnitte  eines 
Strahls  durch  S,  so  erhält  man  durch  die  weiteren  Schnitte  eines 
Strahls  durch  O^i  und  eines  Strahls  durch  O23  alle  Quadrupel  der  J3*. 

Weil  die  einem  Punkte  X  in  J3*  zugehörige  Z/  der  ihn  ergänzen- 
den Tripel  neun  dreifache  Punkte  hat,  so  enthält  I^'^  neun  Quadrupel, 
zu  denen  X  gehört  und  deren  übrige  Punkte  sich  vereinigt  haben. 

Jeder  Strahl  durch  den  Berührungspunkt  einer  Tangente  aus  S 
liefert,  wenn  X^Xg,  X^  ^  X3  seine  Schnitte  sind,  ein  Quadrupel 
XXjXgXg  mit  zwei  Doppelpunkten.  Ist  er  selbst  Tangente,  so  steUt 
der  Berührungspunkt  ein  Quadrupel  mit  vier  vereinigten  Punkten  vor. 

Die  Jg*  besitzt  16  vierfache  Elemente,  die  16  Punkte,  für 
welche  der  Gegenpunkt  ;S^  der  zweite  Tangentialpunkt  ist. 

Wir  schließen  wie  in  Nr.  867: 

Die  Projektion  der  ig^  aus  einem  beliebigen  Punkte  der 
C^  führt  zu  einer  ebensolchen  Involution.  Beliebige  zwei 
Involutionen  Jg^  können  durch  Projektion  ineinander  über- 
geführt werden.  Die  Projektionszentren  sind  die  16  Punkte 
der  C^,  in  deren  jeden  16  Verbindungslinien  eines  vierfachen 
Punktes  der  einen  und  eines  der  andern  zusammenlaufen. 
Sie  sind  die  16  vierfachen  Punkte  einer  dritten  Jg^. 

Ihre  drei  Gegenpunkte  S,  S',  S"  liegen  in  gerader  Linie; 
in  der  Tat,  wenn  F,  F',  F"  drei  in  gerader  Linie  gelegene  vierfache 
Punkte  der  drei  /g^  sind,  so  liegen  ihre  ersten  Tangentialpunkte  in 
gerader  Linie  (Nr.  849)  und  daher  auch  die  zweiten,  die  Gegenpunkte. 

Die  Punkte  X,  X',  welche  die  Tripel  von  zwei  zueinander 
residualen  I^^  und  I^'^  in  Jg*  ergänzen,  liegen  mit  dem  Tan- 
gentialpunkte des  Gegenpunkts  S  in  gerader  Linie  und  sind 
daher  in  einer  zentralen  Involution  gepaart.  Denn  sie  sind  in  der  E 
und  der  Umkehrung,  welche  zu  Jg^  '^^^  zu  I'^^  gehören,  dem  Gegen- 
punkte S  in  beiderlei  Sinne  entsprechend:  5,  X;  X',  S'^  daher  liegt 
(SS,  XX')  auf  C%  d.  h.  im  Tangentialpunkte  T  von  S. 

Die  Berührungspunkte  der  drei  andern  Tangenten  aus  T,  außer 
TS,  seien  S^,  ^2?  ^s-  Jeder  von  diesen  vier  Berührungspunkten  er- 
gänzt eine  zu  sich  selbst  residuale  ig^  und  zwar  S  diejenige  der  gerad- 
linigen Tripel,  S-^,  S2,  S^  diejenigen  der  Berührungspunkte  der  drei 
Systeme  dreifach  berührender  Kegelschnitte. 
870  Die    Kegelschnitte    durch    einen    festen    Punkt    der   C^    erzeugen 

durch  die  übrigen  Schnitte  ersichtlich  eine  I^^.     Sehen  wir  zu,  ob  jede 
2/  auf  C^  so  beschaffen  ist. 
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Die  Quadrupel,  welche  ein  Punkt  X  von  C^  aus  einer 
J/  ausscheidet,  bilden  eine  /g^;  ihren  Gegenpunkt  S  ordnen 
wir  dem  X  zu.  Ein  S  bestimmt,  als  Gegenpunkt,  eine  Jg*; 
X  ergänze  ein  Quadrupel  dersel|ben  zu  einem  Quintupel  von 
//;  wir  schließen  wie  oben,  daß  er  alle  Quadrupel  von  /g*  ergänzt; 
dadurch  ergibt  sich  eine  eindeutige  Korrespondenz  zwischen 
X  und  S.  Sie  ist  eine  zentrale  Involution.  In  der  Tat,  es  sei 
XXj . . .  X4  ein  Quintupel  von  Z^^;  wenn  dann  Oq2,  Ojg,  Og^  die  dritten 
Schnitte  von  XXg,  X^^Xg,  X^X^  und  S  und  S^^  diejenigen  von  OjgOg^ 
und  Oq2  O34  sind,  so  sind  diese  Punkte  S  und  S^  die  Gegenpunkte  von 
X^X^X^X^  und  XXgXgX^,  also  den  X  und  X^  in  der  Korrespon- 
denz entsprechend.  XS  und  X^S^  treffen  sich  im  Gegenpunkte  von 
X2O12O34O02,  denn  X,  S  sind  die  weiteren  Schnitte  des  Geradenpaars 
(X2O02,  O12O3J  und  Xj,  5i  die  von  (X2  0^2 ,  O02  O3 J .  Durch  den 
Punkt  0,  in  welchem  XS  die  C^  schneidet,  geht  auch  Xi^^  und  jede 
derartige  Gerade.  Der  Kegelschnitt  (XX^  .  .  .  XJ  schneidet,  weil  er 
durch  X^,  .  .  .  X^  getit,  noch  in  X  und  einem  zweiten  Punkte,  deren 
Verbindungslinie  durch  S  geht,  den  Gegenpunkt  jener  vier  Punkte; 
also  ist  der  andere  Punkt  oder  der  sechste  Schnitt  des  Kegelschnitts 
der  mit  X  und  S  in  gerader  Linie  liegende  0. 

Die  allen  Quintupeln  von  //  umgeschriebenen  Kegel- 
schnitte schneiden  C^  zum  sechsten  Male  in  einem  festen 
Punkte  0,  den  wir  das  Zentrum  der  7/  nennen  woUen,  ähnlich 
wie  bei  der  zentralen  Involution  I^^.  Es  gibt  keine  andern  IJ*  als 
die  oben  erwähnten. 

Jede  I^^  ist  vollständig  durch  ihr  Zentrum  bestimmt, 
oder  durch  ein  Quintupel,  denn  dieses  bestimmt  das  Zentrum. 
Es  gibt  auf  C^  00^  Involutionen  7/. 

Eine  73*  wird  in  C^  eingeschnitten  durch  das  Gebüsche 
von  Kegelschnitten,  das  durch  die  beiden  ferneren  Schnitt- 
punkte irgend  eines  Strahls  durch  den  Gegenpunkt  S  geht. 
Alle  diese  00'^  Gebüsche  sind  kollinear  mit  solchen  Kegel- 
schnitten als  entsprechenden,  welche  das  nämliche  Quadrupel 
von  73*  einschneiden. 

YY^,  Y'Y^  seien  die  beiden  Paare  auf  zwei  Strahlen  durch  S\ 
ein  Büschel  aus  dem  Gebüsche  {YY^  habe  die  beiden  ferneren  Grund- 
punkte Zy  Z^j  zwei  seiner  Kegelschnitte  mögen  die  Quadrupel  X . . .  X3, 
X' ...  Xg'  einschneiden,  und  die  Kegelschnitte  des  andern  Gebüsches 
{Y' Y^')  durch  dieselben  Quadrupel  mögen  die  weiteren  Schnittpunkte 
Z\  Z;  haben.  Wir  ordnen  die  Büschel  {YY^ZZ^,  {Y'Y;Z'Z{) 
wieder  so  einander  projektiv  zu,  daß  diese  nach  X^.-.Xg,  X'...X5' 
gehenden  Kegelschnitte  homolog  sind,  so  wie  die  durch  den  beliebigen 
Punkt  X"  von  G^  gehenden.  Die  Kurve  4.  Ordnung,  welche  erzeugt 
wird,  hat  mit  C^  13  Punkte  gemein,  die  vier  Punkte  Y  und  die  neun 
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Punkte  X,  also  gehört  C^  zu  ihr;  was  bedeutet,  daß  homologe  Kegel- 
schnitte aus  den  Büscheln  sie  durchweg  in  denselben  Quadrupeln 
treffen.  Die  ergäuzende  Gerade  enthält  die  vier  Punkte  Z;  welche  in 
der  Tat  in  gerader  Linie  liegen.  Denn  die  beiden  Geradenpaare 
(YY^,ZZ,)  und  (rr/,  Z'Z/)  treffen  C  in  demselben  Punkte  5, 
also  stimmen  die  ganzen  Quadrupel  überein;  die  drei  andern  Punkte 
sind  die  Schnittpunkte  der  identisch  gewordenen  zweiten  Geraden. 
Homologe  d.  h.  je  dasselbe  Quadrupel  einschneidende  Kegelschnitte 
der  beiden  Gebüsche  durchlaufen  gleichzeitig  Büschel  —  deren  weitere 
Grundpunkte  alle  auf  der  nämlichen  Gerade  liegen  —  und  daher  auch 
gleichzeitig  Netze.  Und  die  c3o*  Büschel  und  oo^  Netze  eines  jeden 
dieser  Gebüsche  erfüllen  die  Jg*  mit  oo^  Involutionen  i^*  und 
oo^  Involutionen  I^^.  Diejenigen  1.  Stufe  haben  acht  Quadrupel 
mit  einem  Doppelelemente. 

Die  7/  wird  von  einem  einzigen  linearen  System  4.  Stufe  von 
Kegelschnitten  eingeschnitten,  den  Kegelschnitten  durch  da-^  Zentrum  0 ; 
sie  enthält  daher  je  oo^  Involutionen  1.  Stufe  und  2.  Stufe, 
oo^  Involutionen  3.  Stufe,  herrührend  von  den  Büscheln,  Netzen, 
Gebüschen  dieses  Systems. 

871  Für    die    behandelten    Werte    n  =  2,  3,4,5   ist    folgendes 

erkannt. 

Ist  n  =  3h,  so  ist  mit  einer  7"  ,  eine  nicht  zentrale  Kor- 
respondenz  E  verbunden.  Mit  der  Umkehrung  derselben  ist 
eine  zweite  I^^_^  verbunden,  die  zu  jener  residual  ist;  jede 
Gruppe  der  einen  liegt  mit  jeder  der  andern  auf  einer  Kurve 
2h'^'  Ordnung. 

Wenn  n  =  3h -\-  1,  so  schneiden  die  Kurven  Qi+l)^^  Ord- 
nung, welche  den  Gruppen  der  JJ*__^  umgeschrieben  sind,  die 
C^  in  den  Punktepaaren  einer  zentralen  Involution. 

Ist  n  -=  3h  -\-  2,  so  gehen  diese  Kurven  (h  +  ly^^  Ordnung 
durch  einen  festen  Punkt  der  G^. 

Jede  ij*_j  ist  durch  eine  ihrer  Gruppen  vollständig  und 
eindeutig  bestimmt;  die  C^  trägt  oo^  Involutionen  i„"_i. 

Sehen  wir  zu,  ob  sich  diese  Ergebnisse  verallgemeinern  lassen. 
Wir  schreiben  kürzer  I"^  statt  i„^'_i. 

Für  n  =  3h  setzen  wir  voraus: 

1)  Es  gibt  auf  C^  cx?^  Involutionen  J"~^;  jede  ist  durch  irgend 

eine  ihrer   cx)"~^    Gruppen   bestimmt.     Die   oo  ^  Kurven  h^^ 

Ordnung  durch  eine  Gruppe  einer  solchen  Involution  I"  -  ^  (bei  h=lj2 
nur  eine  Kurve)  schneiden  noch  in  einem  letzten  Punkte,  der  für  alle 
Gruppen  der  I"~^  der  nämliche  ist:  das  Zentrum  dieser  Involution; 
jeder  Punkt  von  C^  bestimmt,  als  Zentrum,  eine  i""~^,  deren  Gruppen 
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aus  den  weiteren  Schnitten  der  durcli  ilin  gehenden  Kurven  h^^^  Ord- 
nung bestehen. 

2)  Die    oü  ^  Kurven   i^^   Ordnung   durch  3i'— 1  Punkte 

der  C^  schneiden  sie  alle  noch  in  demselben  letzten  Punkte.  Dies 
ist  für  i  =  h  in  1)  ausgesprochen;  es  gelte  noch  für  i  =  h  -\-  1  bis 
i  =  2h,  welche  Werte   in   einen  (2)  zusammen faUen,   wenn  h  =  1  ist. 

Für  i  =  1,  2  ist  2)  selbstverständlich. 

Diese  Voraussetzungen  1),  2)  sind  richtig  für  Ä  =  1  ^).  Die  fol- 
gende Erörterung  soU  zeigen,  daß  sie  auch  für  höhere  Werte  von  h 
gelten. 

Auf  Grund  dieser  Voraussetzungen  können  wir  nun  auf  C^  eine 
7"  konstruieren;  wir  legen  auf  sie  eine  Korrespondenz  JE(X,  0).  Jeder 
Punkt  0  bestimmt,  als  Zentrum,  eine  I"-^,  deren  Gruppen  durch  den 
entsprechenden  X  zu  Gruppen  von  /"  vervollständigt  werden;  in  der 
Tat,  die  durch  X,  X^,. ..  X^_2  bestimmte  Gruppe  besteht  aus  X  und 
der  durch  X^,. . .  X^_2  bestimmten  Gruppe  derjenigen  i"~^,  deren 
Zentrum  der  dem  X  in  j&  entsprechende  0  ist. 

Jede  J"  auf  C^  ist  so  beschaffen;  denn  ein  X  scheidet  aus  ihr 
eine  I"-^  aus,  deren  Zentrum  0  dem  X  zugeordnet  wird;  0,  als  Zentrum, 
führt  zu  einer  7"~^;  eine  Gruppe  derselben  werde  durch  X  zu  einer 
Gruppe  von  J"  ergänzt;  dieser  Punkt  X  scheidet  aber  aus  1"  eine 
/""^  aus,  welche,  wegen  jener  Gruppe,  mit  der  vorhinigen  identisch 
ist.     Damit  haben  wir  die  zur  gegebenen  1"  gehörige  E(X,  0). 

Eine  einzige  Gruppe  bestimmt  die  E{Xy  0);  ein  Punkt  X  aus 
ihr  und  der  letzte  Schnitt  0  der  durch  die  übrigen  Punkte  gehenden 
Kurven  h^^^  Ordnung  legen  sie  fest  und  damit  auch  die  /".  Die 
Gruppe  liefert  n  Paare  entsprechender  Punkte  in  die  E. 

Durch  die  Gruppe  XX^..  .X^_^  der  7"  seien  Kurven  i^^^  Ord- 
nung gelegt,  wo  i  eine  der  Zahlen  /^  +  1  bis  2Ä  ist;  wir  erhalten 
dann  durch  die  weiteren  Schnitte  mit  C^  Gruppen  von  m  =  3(^  —  h) 
Punkten,  welche  eine  I^  bilden;  denn  die  Kurven  ?^^''  Ordnung  durch 
die  n  Punkte  der  Gruppe  und  yn  —  1  weitere  Punkte  der  (7^,  also 
durch  3?"— 1  Punkte  haben  alle  denselben  letzten  Schnitt,  der  die 
m  —  1  Punkte  zu  einer  Gruppe  der  /"*  ergänzt. 

Es  sei  nun  YY^. .  .Y^_^  eine  Gruppe  der  l"*;  durch  denselben 
Prozeß  ergibt  sich  aus  ihr  eine  P,  welche,  wegen  jener  Gruppe  X...X„_i, 
mit  der  gegebenen  7"  identisch  ist,  und  jede  andere  Gruppe  von  l" 
führt  dann  wieder,  wegen  der  F. . .  F„,_i,  zu  derselben  /"*;  jede  Gruppe 
der    einen  Involution   bildet    mit  jeder   der  andern    den   gemeinsamen 

vollen   Schnitt   der  C^  mit  je  00  ^  Kurven  i^^  Ordnung,  von 

welchem  Schnitte  3i  —  1  Punkte  den  letzten  Punkt  bestimmen. 


1)  Wir  wissen  es  auch  schon  für  Ä  =  2. 
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Es  ist  so  jede  2"  mit  h  residualen  Involutionen  /"*  ver- 
bunden, wo  m  =  3,  6,..  .3h  =  n  ist;  ihre  Verbindung  mit  solchen 
höheren  Grades  leitet  man  bei  diesen  ab. 

Die  zu  I"  und  /"*  gehörigen  Korrespondenzen  seien  E{X,  0)  und 
JE(Yj  Q).  Der  Punkt  Q  ist  der  letzte  gemeinsame  Schnitt  der  C^  mit 
den  Kurven  (i  —  hy^^  Ordnung  durch  alle  (m— 1)- punktigen  Gruppen, 
welche  Y  zu  einer  Gruppe  von  I"^  vervollständigen.  Es  sei  nun  §  =  X, 
so  bilden  wir  eine  Kurve  i*®'*  Ordnung,  welche  aus  einer  von  jenen 
Kurven  (i  —  hy^""  Ordnung,  etwa  einer  durch  Y^^...Y^^_^  und  §  =  X 
gehenden,  und  einer  Kurve  'h}^'^  Ordnung  besteht,  welche  durch  Y 
geht;  die  ferneren  Schnitte  dieser  letzteren  Kurve  seien  X^,. .  .X,^_^. 
Folglich  ist  XX^ . .  .X^_^  eine  Gruppe  von  i",  weil  sie  mit  der  Gruppe 
YY^  ..r^_i  von  7"*  den  vollen  Schnitt  von  Kurven  i*^"*  Ordnung 
bildet;  und  Y,  der  letzte  Schnitt  mit  einer  durch  X^,..  .X^_-^  gehenden 
Kurve  /i*®^  Ordnung,  ist  der  dem  X  zugehörige  0;  wenn  also  §=X, 
so  ist  Y=0',  d.  h.  E(Y,  Q)  ist  die  Umkehrung  von  E{X,  0). 

Zu  zwei  residualen  Involutionen  I^  und  i"*  gehört  die 
nämliche  Korrespondenz,  aber  in  verschiedenem  Sinne. 

Wenn  nun  eine  Involution  J"  +  ^  vorliegt  (n  =  3/i),  so  scheiden 
wir  aus  ihr  durch  X  eine  Involution  i"  aus  und  aus  der  residualen 
P  diejenigen  Tripel,  zu  denen  X  gehört;  die  ergänzenden  Paare  bilden 
eine  zentrale  Involution.  Wenn  m  =  3,  so  ist  «  =  /i  +  1 ;  also  werden 
diese  Paare  durch  die  beiden  letzten  Schnittpunkte  der  Kurven  Qi  -\-  ly^^ 
Ordnung  gebildet,  welche  durch  diejenigen  Gruppen  von  7"  +  ^  gehen, 
zu  denen  X  gehört;  jene  zentrale  Involution  ändert  sich  nicht,  wenn 
X  durch  X'  ersetzt  wird,  weil  es  in  7"  +  ^  Gruppen  gibt,  zu  denen 
gleichzeitig  X  und   X'  gehören. 

Die  Kurven  (h  -\-  1)*®'^  Ordnung,  gelegt  durch  die  Gruppen 
einer  Involution  73^  +  1^  schneiden  Punktepaare  in  C^  ein,  deren 
Verbindungslinien  durch  einen  festen  Punkt  auf  G'^  gehen. 

Ferner,  aus  einer  7"  +  ^  scheiden  zwei  Punkte  X,  X^  eine  7"  aus; 
in  der  residualen  P  gibt  es  ein  Tripel,  zu  dem  X,  X^  gehören,  der 
dritte  Punkt  ist  bestimmt;  er  ist  der  letzte  Schnitt  der  Kurven  (h-\- 1)*®' 
Ordnung,  die  durch  die  Gruppen  von  7"  +  ^  gehen,  zu  denen  X,  Xj 
gehören,  und  bleibt  derselbe,  wenn  X,  X^^  durch  zwei  andere  Punkte 
X',  X^  ersetzt  werden,  weil  es  (w  +  2  ^  5)  Gruppen  in  7"  +  ^  gi^*? 
zu  denen  aUe  vier  Punkte  gehören. 

Die  Kurven  {h  +  l)*®'^  Ordnung,  gelegt  durch  die  Gruppen 
einer  Involution  7^*  +  ^,  schneiden  einen  festen  Punkt  in  C^  ein. 

Also  ist  die  Voraussetzung  1)  für  n  =  3Qi  -\-  1)  erfüllt. 

Den  Satz,  daß  alle  (7%  welche  durch  3>^—  1  Punkte  der  C^ 
gehen,  sie  in  demselben  letzten  Punkte  schneiden,  (Restsatz^)) 

1)  Er  ist  der  Spezialfall,  für  ^  =  3,  des  allgemeinen  Satzes  von  Jacobi: 
Alle   Kurven   n**'"  Ordnung,   welche   durch   np  —  \{p  —  l)(i?  — 2)   Punkte   einer 
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haben  wir  im  vorangehenden  bis  n  =  2h  als  richtig  angenommen. 
Wir  wollen  zeigen,  daß  er  dann  auch  für  n  =  2Ji-{-l  und  n  =  2(Ji-\- 1) 
richtig  ist.  Da  er  für  n  =  1,  2  gilt  (wo  es  sich  nur  um  eine  Kurve 
1.,  bzw.  2.  Ordnung  handelt),  so  ist  dann  erkannt,  daß  er  durchweg 
richtig  ist. 

Wir  legen  auf  C^  Sh-\-  i  Punkte  P;  die  durchgehenden  Kurven 
0^*  schneiden  dann  eine  Involution  J'^^-^  ein,  indem  diejenigen  von 
ihnen,  welche  noch  durch  ^h  —  2  Punkte  auf  C^  gehen,  weil  für 
n=2h  der  Restsatz  gilt,  alle  in  demselben  Punkte  schneiden,  der 
dann  die  Sh  —  2  Punkte  zu  einer  Gruppe  von  /^a-i  ergänzt.  Dazu 
fügen  wir  noch  2h^—h  Punkte  Q  außerhalb  C^  hinzu;  die  durch  die 
Punkte  P  und  Q  gehenden  Kurven  {2h  -\-  l)^®'"  Ordnung  bilden  ein 
lineares  System  (ßh  -\-  1)^^  Stufe  und  erzeugen  daher  durch  die  Gruppen 
ihrer  Sh-\-2  veränderlichen  Schnittpunkte  eine  Involution  J3^  +  2.  ^Jenn 
3/i  4-  1  Punkte  auf  C^  bestimmen  eine  C^^'^^  dieses  Systems  und  die 
Gruppe  der  Schnittpunkte.  Durch  die  Punkte  P  und  2h^—h  —  2 
von  den  Punkten  Q  gehen  oo^  +  ^  Kurven  C^^.  Eine  von  diesen  Kurven 
setzen  wir  mit  der  Verbindungslinie  der  beiden  übrigen  Punkte  Q  zu- 
sammen zu  einer  C^^''"^;  die  Gruppe  von  p^  +  '^^  welche  von  dieser 
herrührt,  besteht  aus  der  Gruppe  von  P^~'^,  die  von  der  C^*  herrührt^ 
und  den  drei  Punkten  auf  der  Gerade;  daher  haben  wir  durch  Zu- 
sammensetzung dieser  Gerade  mit  einer  Kurve  0^^  durch  die  Gruppe 
von  pA-i  g^g  Qih  +  i  ^-^q}^  diejenige  von  p^'  +  ^-^  der  letzte  Schnitt 
der  C^^  ist  auch  der  letzte  Schnitt  der  C^^'  +  ^;  d.  h.  das  Zentrum  von 
jsh  +  2  -g^  identisch  mit  dem  von  J^a-i  ^^^^  daher  ebenso  von  den 
Punkten  Q  unabhängig  wie  dieses.  Das  bedeutet,  daß  die  Kurven 
(Jih  +  i^  welche  durch  die  Punkte  P  gehen,  die  Involution  i3A  +  2  g^. 
schneiden,  die  durch  dieses  Zentrum  bestimmt  ist;  aUe  Kurven  0^^  +  ^, 
welche  durch  die  3/i  +  1  Punkte  P  und  noch  3/^  +  1  weitere  Punkte 
von  C^  gehen,  im  ganzen  durch  6h -\- 2,  gehen  durch  denjenigen  Punkt, 
der  die  letzteren  3/i  +  1  Punkte   zu   einer  Gruppe  der  P^  +  -  ergänzt. 

Wir  legen  nunmehr  durch  3/i  -f  4  Punkte  P  auf  C^  die  Kurven 
(jih  +  i.  g^g  erzeugen  eine  Involution  P^"^,  da  ja  der  Restsatz  jetzt 
für  n  =  2h-\-l  erkannt  ist.  Die  Anzahl  der  Punkte  Q  sei  2h^  -{-h—1; 
die  Kurven  (7^^  +  ^  durch  die  P  und  Q  erzeugen  ebenfalls  eine  Invo- 
lution P^  +  \  Durch  die  P  und  2h^ -\- h  -  3  Punkte  Q  gehen  oo^  +  ^ 
Kurven  0-^  +  ^.  Der  übrige  Beweis  verläuft  wie  vorhin,  und  der  Rest- 
satz ist  auch  für  n  =  2(h  -\-  1)  dargetan. 

Nun  wird  auch  2),  welches  oben  für  n  =  Sh  erfüUt  vorausgesetzt 
wurde,  für  w  ==  3(/i+  1)  richtig;  und  wir  können  die  Sätze,  die  vor- 
hin für  3//,  3/i  -f  1,  3A  +  2  gefunden  wurden,  für  3(/i  +  1),  3(Ji  -h  1)  -f  1, 
3(Ä  -f- 1)  -|-  2  gewinnen;  usw. 

Kurve  p^^""  Ordnung  gehen,  (w>p)  schneiden  sie  noch  in  ^{p—  l)(p  — 2)  festen 
Punkten.     Journ.  f.  Math.  Bd.Tö,  S.  292. 
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872  Aus  einer  /"  scheidet  eine  Gruppe  von  l  <Cn  Punkten  eine  i"~' 

aus  und  irgend  eine  Gruppe  aus  dieser  bestimmt  wiederum  eine  I\ 
zu  welcher  jene  Gruppe  gehört.  Jede  der  beiden  Involutionen  kann 
aus  jeder  Gruppe  der  andern  abgeleitet  werden.  Beliebige  zwei  Gruppen 
der  einen  und  der  andern  setzen  sich  zu  einer  Gruppe  der  I"  zusammen. 

Aber  man  erhält  so  nur  oü"~^  Gruppen  der  1". 

Infolge  des  Restsatzes  schneiden  die  Kurven  C*  durch  acht  Punkte 
der  C^  die  Gruppen  einer  Jg*  ein,  denn  drei  weitere  Punkte  bestimmen 
eindeutig  die  Gruppe.  Es  sei  S  der  Gegenpunkt  der  I^^.  Für  ein 
Quadrupel,  zu  dem  ein  geradliniges  Tripel  gehört,  ist  er  der  vierte 
Punkt  (Nr.  869),   und   daher   der  neunte  Schnitt   irgend  einer  Kurve 

3.  Ordnung  durch  die  acht  Punkte,  welche  mit  der  geraden  Linie  eine 
(7*  bildet,  die  dieses  Quadrupel  einschneidet. 

Yon  den  zwölf  Schnitten  einer  (7*  mit  einer  C^,  von 
denen  elf  den  zwölften  bestimmen,  ist  der  Gegenpunkt  von 
je  vieren   immer  der  neunte  assoziierte  zu   den  acht  andern. 

Wir  haben  in  Nr,  868  gefunden:  Wenn  Ä,...F  sechs  Punkte 
der  C^  und  A',...F'  die  sechsten  Schnitte  der  Kegelschnitte 
{BCBEF),...  sind,  so  sind  A,  Ä -,  B,  B',...F,F'  in  der  näm- 
lichen eindeutigen  Korrespondenz  entsprechend.  Sie  gehört 
zu  der  ig^,  welche  durch  das  Sextupel  A...F  bestimmt  ist. 

Liegen  A,  .  .  .  F  auf  einem  Kegelschnitte,  so  ist  diese  Korrespon- 
denz die  Identität,  Alle  konischen  Sextupel  gehören  derselben 
Involution  I^^  an.  Diese  I^^  der  konischen  Sextupel  ist,  weil 
eben  die  von  ihrer  Umkehrung  sich  nicht  unterscheidende  Identität 
mit  ihr  verbunden  ist,  zu  sich  selbst  residual.  Zwei  konische 
Sextupel    bilden    das    volle    Schnittpunkte  -  System    mit    oo^    Kurven 

4.  Ordnung;  ihre  beiden  Kegelschnitte  beweisen  es. 

Ist  aber  die  zu  einer  I^^  zugehörige  Korrespondenz  eine 
der  r,  so  ist,  weil  diese  auch  mit  ihrer  ümkehrung  identisch  ist, 
die  Jg^  ebenfalls  zu  sich  residual:  die  zwölf  Schnittpunkte  zweier 
ihrer  Sextupel  sind  durch  oo^  Kurven  4.  Ordnung  verbunden.  Jedes 
ihrer  Sextupel  ist  zu  sich  residual:  in  seinen  sechs  Punkten  berühren 
oo^  Kurven  4.  Ordnung. 

Zu  einer  I^^  haben  wir  aber  auch  (Nr.  871)  eine  residuale 
Jg^,  zu  welcher  ebenfalls  die  Umkehrung  der  Korrespondenz  gehört, 
die  mit  der  ig^  verbunden  ist.  Zwei  Gruppen  aus  der  einen  und 
anderen  bilden  neun  assoziierte  Punkte  und  sind  durch  einen 
Büschel  von  Kurven  3.  Ordnung  verbunden. 

Bei  einer  Jg'  gehen  durch  jedes  Septupel  oo^  Kurven 
3.  Ordnung,  die  weiteren  Schnitte,  je  zwei  durch  oo^  Kurven 
eingeschnitten,  sind  gepaart  in  einer  zentralen  Involution, 
deren  Zentrum  S  für  alle  Septupel  dasselbe  ist.  Durch  diesen 
S  werden  aUe  konischen  Sextupel  zu  Septupeln  der  Jg"^  ergänzt,  weil 
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ja  der  siebente  Punkt  und  die  beiden  weiteren  Schnitte  in  gerader 
Linie  liegen. 

Aus  dem  Gegenpunkte  S  entsteht  I^  folgendermaßen: 
Ein  Strahl  durch  S  liefert  zwei  Schnitte;  die  oo'^  Kurven  3.  Ordnung 
durch  sie  geben  oo^  Septupel,  jedes  von  den  c»^  Kurven  eines  Büschels 
herrührend.  Durch  ein  so  erhaltenes  Septupel  und  die  beiden  Punkte 
auf  einem  andern  Strahle  durch  S  geht  ebenfalls  ein  (7 ^-Büschel;  so 
daß  ein  Strahl  durch  S  zur  Erzeugung  der  /g'  hinreicht.  Durch 
sechs  Punkte  der  C^  und  die  beiden  Schnitte  dieses  Strahles  geht 
ein  C^- Büschel;  sein  neunter  Grundpunkt  vervollständigt  die  sechs 
Punkte  zum  Septupel  der  /g';  zu  dessen  Bestimmung  genügt  eine 
(von  C^  verschiedene)  Kurve  des  Büschels.  Benutzt  man  zerfallende 
Kurven,  so  schneidet  man,  wenn  X^  .  .  .  Xq  das  Sextupel  ist,  den 
Kegelschnitt  (Xg  .  .  .  Xq)  in  0  mit  Ö^,  zieht  den  Strahl  SO,  und 
wenn  R  sein  dritter  Schnitt  ist,  so  ist  der  dritte  Schnitt  von  RX^ 
der  ergänzende  Punkt  X. 

Eine  J/*^  wird  durch  alle  Oktupel  auf  C^  gebildet,  deren 
C^-Büschel  (zu  denen  C^  gehört)  denselben  neunten  assoziierten 
Punkt  0  haben,  oder  entsteht  durch  alle  Kurven  3.  Ordnung, 
welche  durch  einen  festen  Punkt   0  der  C^  gehen. 

Jedes  Oktupel  auf  C^  bestimmt  eindeutig  den  neunten  assoziierten 
Punkt   0  und  damit  die  L^. 

Nach  der  Konstruktion  von  Nr.  227  findet  man  zu  acht  Punkten 
einer  C^  den  neunten  assoziierten  Punkt,  indem  man  die  acht  Punkte  in 
zwei  Quadrupel  zerlegt,  deren  Gegenpunkte  und  den  dritten  Schnitt  ihrer 
Verbindungslinie  mit  C'^  aufsucht.  Wir  gelangen  dazu  jetzt  auf  fol- 
gende Weise.  Von  zwei  Involutionen  Jg*  und  ig*,  deren  Gruppen  sich 
zu  Oktupeln  der  1-^^  zusammensetzen,  seien  S,  S'  die  Gegenpunkte. 
Da  schon  ein  Quadrupel  einer  Jg*  den  Gegenpunkt  bestimmt,  kann 
man  sich  auf  solche  mit  zwei  festen  Punkten  beschränken.  In  dem 
Oktupel  X  .  .  .  Xr.^  von  7/  seien  X,  X^,  X^,  X^  fest,  und  wir  zer- 
legen in  XX^XgXg,  X^XjXßX,;  die  veränderlichen  Punkte  X^,  Xj, 
Xg,  X^  bilden  eine  dritte  Jg*  mit  dem  Gegenpunkte  S.  Wir  kon- 
struieren die  dritten  Schnitte  Oq^,  O45,  O^g,  OgY,  von  denen  die  beiden 
ersten  fest  sind.  Die  Gegenpunkte  >S',  S'  sind  die  dritten  Schnitte 
von  Ooi  O23,  O^^Oq^-  weil  OggOg,  sich  um  S  dreht,  so  gelangt  man 
von  S  zu  S'  durch  die  drei  zentralen  Involutionen  (Oqi),  (S),  (0^), 
die  sich  zu  einer  zentralen  Involution  zusammenziehen  lassen.  Ihr 
Zentrum,  mit  dem  also  S  und  >S"  stets  in  gerader  Linie  liegen,  sei  0^. 
Es  ist  mit  dem  Zentrum  0  der  I-^  identisch.  Denn  nehmen  wir  aus 
Jg*  ein  Quadrupel  XX^XgXg,  in  dem  XX^Xg  geradlinig,  und  aus 
Jg*  eins  X^XgXgX^,  in  dem  X^XgXg  geradlinig  ist,  so  sind  die 
Gegenpunkte  Xg,  X^,  und  Oj  ist  der  dritte  Schnitt  von  X3X7. 
Zu    den    Kurven    3.   Ordnung    durch    das    Oktupel    X .  .  .  X^    gehört 
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(XXjXg,  X^X^Xqj  X3X7);  neunter  Sclmitt  0  ist  ebenfalls  der  dritte 
Schnitt  von  X^X^. 


§  121.  Die  Raumkurve  4.  Ordnung  erster  Art. 

873  Eine  Raumkurve  4.  Ordnung  erster  Art  R^,  die  Grundkurve  eines 

jP^- Büschels,  wird  aus  jedem  ihrer  Punkte  ü  in  eine  ebene  Kurve 
3.  Ordnung  (7^  vom  Geschlechte  1  projiziert  und  hat  selbst  dieses 
Geschlecht.  Wir  können  daher  die  Ergebnisse  von  dieser  Kurve  auf 
sie  übertragen.  Eine  zentrale  Involution  (0)  auf  C^  führt  zu  einer 
Involution  (1.  Stufe)  auf  i^*,  eingeschnitten  von  den  Ebenen  durch 
die  Doppelsekante  ÜO.  Sie  hat  vier  Doppelpunkte  wie  die  (0). 
Projiziert  man  daher  diese  Involution  aus  einem  andern  Punkte  der 
R\  so  entsteht  auf  der  neuen  Kurve  C^  eine  involutorische  eindeutige 
Korrespondenz  mit  vier  Doppelpunkten,  also  eine  zentrale  Involution; 
d.  h.  es  geht  durch  das  neue  Projektionszentrum  eine  Sehne  der  R^, 
durch  deren  Ebenen  die  Involution  ausgeschnitten  wird,  und  so  durch 
jeden  Punkt  von  R^.  Alle  Verbindungslinien  gepaarter  Punkte 
werden  von  allen  diesen  Doppelsekanten  getroffen;  man 
erhält  zwei  Regelscharen  auf  einer  Fläche  2.  Grades  durch 
R\  die  eine  gebildet  durch  die  Verbindungslinien  gepaarter 
Punkte,  die  andere  durch  die  Axen  der  Ebenenbüschel, 
welche  alle  dieselbe  Involution  einschneiden.  Wir  woUen  die 
Involutionen  dieser  Art  axiale  nennen;  jede  hat  aber  00^  Axen. 
Für  die  Sehnen,  welche  die  letztere  Regelschar  bilden,  ist  das  Doppel- 
verhältnis der  vier  Tangentialebenen  an  R^,  welche  die  Doppelpunkte 
hervorrufen  und  durch  die  vier  Tangenten  der  Kurve  gehen,  die  in 
der  andern  Regelschar  enthalten  sind,  konstant;  aber  die  verschiedenen 
Sehnen,  die  von  demselben  Punkte  ü  auf  R"^  aus  und  nach  den  ver- 
schiedenen Punkten  0  von  C^  gehen  und  in  jede  Sehnen-Regelschar 
(oder  kurz  Regelschar  durch  R^)  eine  Gerade  senden,  lehren,  daß  dies 
Doppelverhältnis  der  vier  berührenden  Ebenen  für  alle  00^ 
Doppelsekanten  der  R^  das  nämliche  ist. 

Da  je  00^  Doppelsekanten  zu  derselben  Involution  führen,  so  gibt 
es  nur  00^  solche  Involutionen;  jedes  Paar  von  Punkten  auf 
R^  bestimmt  eine  Involution,  weil  eine  Regelschar  von  Doppel- 
sekanten, zu  der  seine  Verbindungslinie  gehört;  denn  durch  diese 
geht  eine  Fläche  des  Büschels.  Vertauscht  man  zwei  verbundene 
Regelscharen,  so  erhält  man  zwei  residuale  oder  verbundene 
Involutionen;  jedes  Paar  der  einen  liegt  mit  jedem  der 
andern  in  einer  Ebene. 

Die  dem  Punkte  P  von  R^  in  je  zwei  residualen  Involutionen 
gepaarten  Punkte  liegen  mit  der  Tangente  von  P  in  einer  Ebene, 
erzeugen    also    selbst    eine    Involution.     Ihre    vier   Doppelpunkte    be- 
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weisen,  daß  es  vier  zu  sich  selbst  residuale  Involutionen  gibt: 
sie  rühren  offenbar  von  den  Kantenscharen  der  Kegel  aus 
dem  jP^-Büschel  durch  R^  her.  Jede  Berührungsebene  eines 
solchen  Kegels  ist  doppelte  Berührungsebene  der  R*,  und 
die  beiden  Berührungspunkte  bilden  ein  Paar  der  zugehörigen 
zu  sich  selbst  residualen  Involution;  in  den  16  Doppelpunkten 
-dieser  vier  Involutionen  berühren  die  Wendeschmiegungs- 
Ebenen^)  der  R\ 

Wird  eine  Involution  auf  R^  aus  einer  Doppelsekante  auf  die 
Kurve  projiziert,  so  ergibt  sich  eine  involutorische  eindeutige  Kor- 
respondenz mit  vier  Doppelpunkten. 

Sind  D  und  D'  Doppelpunkte  zweier  Involutionen  und  ist  s 
irgend  eine  Sehne,  welche  DD'  trifft,  so  wird  aus  ihr  die  eine  Invo- 
lution in  die  andere  projiziert,  weil  das  Punktepaar  DD  in  das  Punkte- 
paar D'D'-^  die  möglichen  s  bilden  eine  Regelschar  (auf  der  Fläche 
des  Büschels  durch  s)  und  zur  verbundenen  gehören  DD'  und  drei 
andere  Verbindungslinien  von  Doppelpunkten.  Die  16  Verbindungs- 
linien der  Doppelpunkte  der  beiden  Involutionen  gehören 
viermal  je  vier  zu  derselben  Regelschar,  und  aus  allen  Ge- 
raden der  verbundenen  Regelschar  wird  die  eine  Involution 
in  die  andere  projiziert. 

Man  führt  eine  Involution  in  sich  selbst  über  durch  Projektion 
aus  jeder  Doppelsekante,  welche  die  Verbindungslinie  zweier  ihrer 
Doppelpunkte  trifft;  alle  diese  Doppelsekanten  treffen  dann  auch  die 
Verbindungslinie  der  beiden  andern  Doppelpunkte.  Die  Gegenseiten 
des  Vierecks  der  Doppelpunkte  einer  Involution  gehören 
zu  drei  Sehnen-Regelscharen;  aus  den  Geraden  der  verbun- 
denen Regelscharen  wird  die  Involution  in  sich  selbst 
projiziert. 

Die  Tangenten  in  den  Doppelpunkten  einer  Involution  schneiden 
diejenigen  der  residualen  Involution;  sie  sind  ja  auch  Geraden  der 
Regelscharen  einer  F^  durch  R^.  Andererseits  geben  zwei  sich  schnei- 
dende Tangenten  eine  Doppel-Berührungsebene;  je  vier  der  16  Ebenen 
gehen  durch  eine  der  vier  Kegelspitzen.  Daraus  erhellt,  daß  die 
Projektion  aus  jeder  der  vier  Kegelspitzen  (oder  aus  einer 
Kante  des  zugehörigen  Kegels)  eine  Involution  auf  R^  in  die  re- 
siduale überführt. 

Die  16  Verbindungslinien  der  einen  und  andern  Doppel- 
punkte liegen  zu  je  vier  auf  diesen  Kegeln. 

Die  Tangente  in  einem  Doppelpunkte  einer  Involution  bestimmt 
die  F^  durch  R^^  zu  deren  einen  Regelschar  sie  gehört,  die  andern 
Tangenten  in  derselben  und  deren  Berührungspunkte.     Die  Doppel- 


1)  Gewöhnlich  Wendeberührungs- Ebenen  genannt. 
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punkte  der  <x>^  Involutionen  auf  R^  sind  oo^  Quadrupel,  von 
denen  jedes  durch  einen  Punkt  aus  ihm  bestimmt  ist. 

Jede  der  vier  zu  sich  selbst  residualen  Involutionen  v^ird 
durch  Projektion  aus  dem  Scheitel  des  zugehörigen  Kegels 
so  in  sich  selbst  übergeführt,  daß  die  beiden  Punkte  eines 
Paares  sich  vertauschen.  In  diesen  Scheitel  laufen  die  Verbin- 
dungslinien gepaarter  Punkte  zusammen,  also  auch  die  Tangenten  in 
den  Doppelpunkten.  Wenn  D,  1/  zwei  von  ihnen  sind,  so  führt  die 
Projektion  aus  DD'  durch  die  Ebene  nach  der  Spitze,  welche  die 
beiden  Tangenten  enthält,  den  Doppelpunkt  D  in  D'  und  den  D'  in 
Df  also  die  Involution  in  sich  über,  daher  führt  eine  andere  Ebene 
durch  DD'  den  dritten  Doppelpunkt  D"  in  den  vierten  D""  über- 
die  vier  Doppelpunkte  liegen  in  derselben  Ebene  (einer  Ebene 
des  gemeinsamen  Polartetraeders).  Jene  beiden  Ebenen  sind  Doppel- 
berührungsebenen der  i?*,  folglich  Tangentialebenen  eines  zweiten 
Kegels,  in  dessen  Spitze  sich  DD'  und  D" D"  schneiden-,  und  durch 
die  Spitzen  der  beiden  übrigen  Kegel  gehen  DD",  D'D"]  DD'",  D'D'\ 

Die   drei  andern  Kegelspitzen  sind   die  Diagonalpunkte 
des  Vierecks  der  vier  Doppelpunkte. 
874  In    einer    eindeutigen    nichtinvolutorischen   Korrespon- 

denz E  auf  jR*  seien  X  und  X',  Y  und  Y'  entsprechend.  Aus  dem 
Punkte  ü  von  R^  werden  sie  projiziert;  dann  treffen  sich  X^  Y^  und 
Y^X;  auf  0^;  folglich  liegen  XF,  YX'  mit  einer  durch  TJ  gehen- 
den Doppelsekante  in  einer  Ebene,  und  so  geht  durch  jeden  Punkt 
von  R^  eine  Sehne,  welche  XY'  und  YX'  trifft.  Daraus  folgt,  daß 
XY'  und  YX'  zur  nämlichen  Regelschar  durch  R^  gehören 
und  die  getroffenen  Doppelsekanten  die  verbundene  Regelschar  bilden. 

Hält  man  X,  X'  fest,  während  Y,  Y'  sich  verändern,  so  erhält 
man  als  Treffgerade  aus  D  von  X  Y'  und  YX'  nach  und  nach  aUe 
Sehnen,  die  durch  JJ  gehen,  und  so  bei  jedem  Punkte  von  jR*;  also 
liefert  ein  festes  Paar  entsprechender  Punkte  X,  X',  aus 
allen  Doppelsekanten  projiziert,  die  übrigen  Paare  entspre- 
chender Punkte  aber  invers:  Y' ,  F,  und  jedes  Paar  ergibt 
sich  bei  oo^  Doppelsekanten,  welche  eine  Regelschar  bilden. 

Die  eindeutige  Korrespondenz  jEJ  ist  durch  ein  Paar  ent- 
sprechender Punkte  bestimmt-,  wir  schließen,  wie  in  Nr.  845 
oder  vermittelst  der  Projektion  aus  JJ,  daß  sie  keine  Koinzidenz- 
punkte hat,  und  daß  es  oo^  solche  Korrespondenzen  gibt. 

Die  Punkte  X' ,Y  mögen  den  in  P  zusammengefallenen  Punkten 
X,  Y'  entsprechen;  dann  gehören  X'Y  und  die  Tangente  jp  in  P  der- 
selben Regelschar  durch  P*  an;  sie  ist  durch  die  Tangente  jp  be- 
stimmt und  bleibt  fest,  wenn  die  Korrespondenz  sich  ändert;  die 
Punkte  X',  Y  also,  welche  in  den  verschiedenen  eindeutigen 
Korrespondenzen  einem   festen  Punkte  P  in   beiderlei  Sinne 
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entsprechen,  bilden  eine  axiale  Involution,  deren  Axen  die 
verbundene  Regelschar  derjenigen  bilden,  die  durch  die 
Tangente  von  P  festgelegt  wird.  Diese  wird  von  der  Ge- 
raden X' Y  durchlaufen.  Den  zweiten  Schnittpunkt  derjenigen 
Gerade  der  Axen-Regelschar,  welche  durch  P  geht,  mit  jR^  erkennt 
man  leicht  als  vierten  Schnittpunkt  P'  der  Schmiegungsebene  von  P. 
Hat  P  eine  WendeschmiegTingsebene,  so  wird  PP'  Tangente  und  ver- 
einigt sich  mit  _p;  d.  h.  die  beiden  Regelscharen  fallen  zusammen;  es 
handelt  sich  um  eine  zu  sich  selbst  residuale  axiale  Involution. 

Sind  Ä,  B,  C,  JD  vier  Punkte  von  P^  und  Ä',  B',  C\  D'  die 
vierten  Schnitte  von  BCI),  .  .  .,  so  sind  diese  Punkte  jenen 
in  einer  eindeutigen  Korrespondenz  zugeordnet,  weil  z.  B. 
Aj  A'  aus  Gl)  nach  P',  B  projiziert  werden. 

In  der  Reihe  der  oo^  im  allgemeinen  nicht  involutorischen 
Korrespondenzen  E  auf  P*  haben  wir  wiederum  drei  involu- 
torische;  sie  werden  aus  irgend  einem  Punkte  U  der  P*  in  die  Invo- 
lutionen r  auf  C^  projiziert.  Konjugiert  sind  auf  C^  zwei  Punkte, 
die  denselben  Tangentialpunkt  haben  oder  Doppelpunkte  derselben 
zentralen  Involution  mit  diesem  Tangentialpunkt  als  Zentrum  sind. 
Auf  B^  sind  also  konjugiert  solche  Punkte,  welche  Doppel- 
punkte derselben  axialen  Involution  sind,  Berührungspunkte 
von  zwei  tangierenden  Ebenen  durch  irgendeine  der  Axen  derselben. 
Jedes  der  oo^  Quadrupel  solcher  Doppelpunkte  ist  vollstän- 
dig durch  einen  von  ihnen  bestimmt;  ordnet  man  ihm  be- 
ziehungsweise die  drei  andern  zu,  so  legt  man  die  drei  In- 
volutionen konjugierter  Punkte  auf  P^  fest.  Der  erste  Doppel- 
punkt sei  X  ^  Y'j  der  andere  ihm  zugeordnete  X';  die  Tangente  in 
jenem  ist  XF',  folglich  ist  X'Y  die  Gerade  durch  X',  welche  mit 
jener  zur  nämlichen  Regelschar  durch  P^  gehört;  das  tut  aber  die 
Tangente  dieses  Punktes  X';  denn  die  Tangenten  der  vier  Punkte 
eines  Quadrupels  gehören  derselben  Regelschar  an;  daher  ist  Y  mit 
X'  identisch,  und  die  Punkte  X  =  Y'  und  X'  =  F  entsprechen  sich 
in  der  Tat  involutorisch,  und  werden  aus  jeder  Sehne  in  zwei  Punkte 
Z'  ^W  und  Z  =  W  projiziert,  die  sich  in  der  Korrespondenz  invo- 
lutorisch entsprechen;  ebenso  wie  ein  Paar  einer  f  auf  C^  aus  jedem 
Punkte  derselben  in  ein  anderes  Paar  der  nämlichen  f  projiziert  wird. 
Und  umgekehrt,  zwei  in  einer  Korrespondenz  sich  involutorisch  ent- 
sprechende Punkte  X  =  Y'  und  X'  =  Y  führen  zu  den  Tangenten 
XY\  X'Yy  die  der  nämlichen  Regelschar  durch  P^  angehören,  so  daß 
die  beiden  Punkte  in  demselben  Doppelpunkts-Quadrupel  sich  befinden. 

Sind  X,  X';  Y,  Y'  konjugierte  Punkte,  so  gilt  nicht  bloß  für  XY' 
und  X'Yy  sondern  auch  für  XY,  X'Y',  daß  jede  Doppelsekante, 
welche  die  eine  der  beiden  Geraden  trifft,  auch  der  andern  begegnet; 
so   daß   sowohl  XY\  XT,  wie   XY,  X'Y'  je  dei-selben  Regelschar 
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durch  -R*  angehören  und  die  treffenden  Doppelsekanten  die  verbundene 
Regelschar  bilden. 

Wenn  man  bei  einer  nichtinvolutorischen  Korrespondenz  E  die 
beiden  ferneren  Schnitte  einer  Ebene  durch  eine  Doppelsekante  s  als 
X  und  Y  aus  der  ersten  Punktreihe  auffaßt,  so  liegen  die  beiden  ent- 
sprechenden Punkte  X',  Y'  nicht  in  derselben  Ebene  durch  s;  es 
werden  vielmehr  jener  Ebene  zwei  Ebenen  durch  s  zugeordnet^). 
Aber  die  entstehende  Korrespondenz  \2,  2]  im  Ebenenbüschel  s  ist 
involutorisch,  weil  als  Verzweigungselemente  sich  nur  die  vier  Be- 
rührungsebenen der  B^  aus  s  ergeben.  Dasselbe  gilt  bei  den  axialen 
Involutionen.  Eine  nicht  involutorische  eindeutige  Korrespon- 
denz auf  jR*  und  ebenso  eine  axiale  Involution  werden  aus 
jeder  Doppelsekante  der  Kurve  durch  eine  involutorische 
Korrespondenz  [2]  projiziert. 

Handelt  es  sich  aber  um  eine  Involution  konjugierter 
Punkte,  so  entsteht  eine  Doppel-Involution-,  denn  wenn  X,  Y  mit 
s  in  einer  Ebene  liegen,  so  tun  es  auch  die  gepaarten  Punkte  X\  F'-, 
jedes  Paar  der  Ebeneninvolution  projiziert  zwei  Paare  der  Punktinvo- 
lution auf  R^. 

Die  vier  Berührungsebenen  durch  s  bilden  dreimal  zwei  Paare 
und  bestimmen  drei  Involutionen;  das  sind  die  drei  Involutionen, 
welche  die  Involutionen  konjugierter  Punkte  auf  M^  aus  s  projizieren. 
875  Bei  den  axialen  Involutionen  entsteht  durch  die  Verbindungslinien 

gepaarter  Punkte  eine  Regelschar;  untersuchen  wir  die  Regelfläche, 
welche  bei  einer  nicht  involutorischen  eindeutigen  Korrespondenz 
E{X,  X')  durch  die  Geraden  XX'  erzeugt  wird.  In  einem  Ebenen- 
büschel befinden  sich  die  Ebenen,  welche  nach  entsprechenden  Punkten 
gehen,  in  einer  Korrespondenz  [4,4];  ihre  acht  Koinzidenzen  beweisen, 
daß  acht  Verbindungslinien  die  Axe  treffen.  Also  erzeugen  die 
Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  einer  eindeutigen 
(nicht  involutorischen)  Korrespondenz  E{X,  X')  auf  B^  eine 
Regelfläche  8.  Grades  F^.  Die  Kurve  B^  ist  auf  ihr  doppelt, 
denn  durch  einen  beliebigen  Punkt  X^  Y'  der  B^  gehen  die  Er- 
zeugenden XX\  F'Y";  eine  Doppelsekante  s  muß  daher  noch  vier 
Erzeugenden  treffen,  ersichtlich  diejenigen  in  den  Koinzidenzebenen  der 
involutorischen  Korrespondenz  [2],  durch  welche  E(X,  X')  aus  s 
projiziert  wird. 

Diese  vier  Erzeugenden  befinden  sich  in  derjenigen  Regelschar 
durch  B\  zu  deren  verbundener  die  Sehne  s  gehört,  und  ändern  sich 
nicht,  wenn  s  letztere  Regelschar  durchläuft.  Folglich  schneiden  aUe 
Sehnen  dieser  Regelschar  die  Fläche  8.  Grades,  außer  auf  der  Doppel- 
kurve, in  einem  Wurfe  von  konstantem  Doppelverhältnisse,  das  auch 


1)  Hier  gilt  eine  ähnUche  Bemerkung  wie  in  Nr.  845. 
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dem  Wurfe  der  Ebenen  von  der  Sehne  nach  den  vier  Erzeugenden 
oder  den  vier  Schnittpunkten  zukommt.  Lassen  wir  aber  s  durch 
einen  festen  Punkt  U  auf  R^  gehen^  so  projizieren  sich  die  vier  Er- 
zeugenden und  die  Ebenen  aus  s  nach  ihnen  in  die  Koinzidenzstrahlen 
der  verschiedenen  KoiTespondenzen  [2],  vrelche  die  auf  der  Projek- 
tionskurve C^  (aus  ü)  entstehende  E(X^,  X/)  aus  den  verschiedenen 
Punkten  von  C'^  projizieren.  Diese  Würfe  haben  (Nr.  850)  alle  das  näm- 
liche Doppelverhältnis.  Wenn  daher  s  irgend  eine  Sehne  von  R^  ist 
und  g^,  g^j  g^^  g^  die  vier  Erzeugenden  der  Regelfläche  F^ 
sind,  denen  sie  außerhalb  der  Doppelkurve  begegnet,  so  ist 
das  Doppelverhältnis  der  Ebenen  und  der  Punkte  s{ß^,g^y  9ti9d 
und  der  vier  Geraden  g^,  g^,  g^,  g^  selbst  konstant. 

Der  Strahl,  welcher  einen  Punkt  von  R^  aus  einer  der  vier  Kegel- 
spitzen Fj  projiziert,  ist  Kante  des  Kegels  und  trifft  R^  nochmals; 
daher  sind  die  Punkte  Z',  Y,  in  welche  zwei  entsprechende  Punkte  X,  X' 
von  jE(X,  X')  aus  Fj  projiziert  werden,  zwei  (invers)  entsprechende 
Punkte  der  E,  weil  XF',  X' Y  derselben  Regelschar  durch  R^  ange- 
hören. Die  Erzeugenden  XX'  und  YY'  schneiden  sich;  der  Schnitt- 
punkt wird  ein  Doppelpunkt  der  F^  und  ist  andererseits  dem  F^  in 
bezug  auf  alle  F^  durch  R^  konjugiert,  weil  allen  das  Viereck  XX'  YY' 
eingeschrieben  ist.  So  entsteht  in  der  gemeinsamen  Polarebene 
FgFgF^  des  F^  eine  Doppelkurve  der  F^.  Da  XX'  beliebig  war, 
so  bildet  diese  Doppelkurve  den  vollen  Schnitt  und  ist  4.  Ordnung. 
Die  vier  Erzeugenden,  welche  die  Erzeugende  XX'  treffen,  ergeben 
sich  aus  ihr  durch  Projektion  aus  F^,  Y^,  Fg,  F^;  die  vier  Schnitt- 
punkte liegen  in  den  vier  Tetraederebenen  und  die  Verbindungsebenen 
gehen  durch  die  Gegenecken. 

Daher  befindet  sich  die  Regelfläche  F^  in  dem  dem 
obigen  konstantenDoppelverhältnisse  entsprechenden  tetrae- 
dralen   Komplexe,    der    zum  Kegelspitzen-Tetraeder    gehört. 

Die  vier  Erzeugenden  von  jP^,  welche  s  und  alle  Geraden  der 
durch  s  bestimmten  Sehnen  -  Regelschar  treffen,  sind  auch  Verbin- 
dungslinien gepaarter  Punkte  der  axialen  Involution,  welche  von  diesen 
Axen  herrührt,  ihre  Schnitte  mit  R^  sind  daher  gemeinsam  entsprechend 
in  der  E  und  dieser  Involution^).  F^  schneidet  aus  jeder  Sehnen- 
Regelschar  der  R^  vier  Geraden  aus,  deren  Doppelverhältnis 
konstant  ist,  insbesondere  aus  zwei  verbundenen  Sehnen- 
Regelscharen. 

Tritt  an  Stelle  einer  nicht  in volutori sehen  E{Xj  X')  eine  der 
drei  Involutionen  konjugierter  Punkte,  so  zählt  jede  der  Verbindungs- 


1)  Auch  eine  E  und  eine  zentrale  Involution  auf  C  haben  vier  gemein- 
same Paare  entsprechender  Punkte,  gelegen  auf  den  Koinzidenzstrahlen  der  die 
E  aus  dem  Zentrum  projizierenden  [2]. 

Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.   IV.  14 
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Knien  doppelt;  ihr  Erzeugnis  ist  eine  Regelfläche  4.  Grades,  auf  wel- 
cher Bf"  nur  noch  einfach  ist;  und  jede  Sehne  s  wird  (außer  auf  B,^) 
nur  von  zwei  Erzeugenden  getroffen,  die  in  den  Doppelebenen  der 
Involution  liegen,  durch  welche  jene  Involution  aus  s  projiziert  wird, 
und  in  deren  jeder  zwei  von  den  vier  des  allgemeinen  Falls  sich  ver- 
einigt haben.  Nun  fanden  wir  aber,  daß  die  Schnitte  einer  Erzeugen- 
den g  mit  den  vier  Erzeugenden  g^,  g^,  g^y  g^j  welche  sie  treffen,  auf 
den  Ebenen  des  Kegelspitzen-Tetraeders  lagen,  und  die  Ebenen,  welche 
sie  mit  ihnen  verbinden,  je  durch  die  Gegenecke  gehen.  Findet  jene 
Vereinigung  der  vier  Erzeugenden  statt,  etwa  in  g^^g^,  g^^g^^  so 
muß  der  Schnitt  von  g  mit  g^  =  g^  auf  einer  Kante  des  Tetraeders 
und  der  mit  g^  ^  ^4  auf  der  Gegenkante  liegen  und  die  verbindende 
Ebene  muß  dort  durch  diese,  hier  durch  jene  Kante  gehen.  Die 
Regelflächen  4.  Grades,  welche  sich  durch  die  Verbindungs- 
linien konjugierter  Punkte  in  den  drei  Involutionen  er- 
geben, haben  je  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders  der  Kegel- 
spitzen zu  doppelten  Leitgeraden. 

876  Die  Zerlegung  einer  E{0,  0')  auf  B^  in  zwei  axiale  Involutionen 

ergibt  sich  leicht  (vgl.  Nr.  853).  Wenn  X  und  X'  in  ihr  entsprechend 
sind,  so  gehören  0' X  und  OX'  zur  nämlichen  Sehnen -Regelschar; 
die  Sehne  der  verbundenen  Regelschar  aus  dem  beliebigen  Punkte  U 
von  B^  treffe  in  X^,  so  führt  die  axiale  Involution  (UO')  den  X  in 
Xi  über,  weil  ÜX^  die  O'X  trifft,  und  die  {V ö)  führt  dann  X^  in 
X'  über;  mithin  ist: 

E{0,  0')  =  I{Tja)-I{UO), 
worin  die  beiden  I  je   durch   eine   ihrer  Axen  bezeichnet  sind,  und: 

E{a,  o)==i{uo)'i{uo'). 

Wenn  aus  einem  andern  Punkte  TJ^  der  B^  die  Doppelsekante 
TJ^O^  kommt,  die  zur  nämlichen  Regelschar  gehört,  wie  UO',  und  0^ 
dem   0/  in  E{0,  0')  entspricht,  so  hat  man  ebenso: 

jB(0,  0')  ==  ^(0„  0/)  =  1{U,  0/) .  I{U, 0,) 

=  i(uo')-i(ü,o,y, 

denn  I{U^O^')  und  I{UO')  sind  identisch,  weil  ihre  Axen  zur  näm- 
lichen Regelschar  gehören;  aus 

I{UO') .  I{UO)  =  I{UO') .  I{U^O,) 
folgt,    durch    Vormultiplikation   mit  I(ÜO'),    daß    auch  I(UO)    und 
I(üiOj)  identisch  sind  oder  UO  und  U^Oi  zur  nämlichen  Regelschar 
gehören. 

Es  gibt  nur  00^  Zerlegungen  der  E{0,  0')  in  zwei  Invo- 
lutionen; ebenso  wie  auf  C^. 

Die  weiteren  Schlüsse  über  Produkte  geschehen  wie  a.  a.  0. 
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Bewegen  sich  die  Seiten  X^X^,  XgXg,  ...  ^gn-i^s«  eines 
der  jR*  eingeschriebenen  2w-Ecks  durch  ebensoviele  Sehnen- 
Regelscharen  dieser  Kurve,  so  wird  auch  die  letzte  Seite 
Xg^Xj  eine  solche  Regelschar  durchlaufen.  Denn  die  End- 
punkte jener  Seiten  sind  in  axialen  Involutionen  gepaart,  deren 
Axen  je  die  verbundene  Regelschar  erfüllen;  folglich  sind  X^^,  X^  in 
der  axialen  Involution  gepaart,  welche  das  Produkt  jener  2n  —  1  axi- 
alen Involutionen  ist.  Ihre  vier  Koinzidenzen  führen  zu  geschlossenen 
{ßn  —  1) -Ecken,  deren  Seiten  den  gegebenen  Regelscharen  angehören. 

Sind  aber  2n  Sehneu-Regelscharen  gegeben  und  werden 
eingeschriebene  Vielecke  X^  .  .  .  Xg^^j  konstruiert,  deren 
Seiten  ihnen  bzw.  angehören,  so  findet  im  allgemeinen  kein 
Schluß  statt,  mit  welchem  Punkte  X^  auch  angefangen  werde; 
denn  das  Produkt  der  2«  axialen  Involutionen  ist  eine  von  der  Iden- 
tität verschiedene  E{X^,  ^2n  +  i)>  ^^^  ohne  Koinzidenzen. 

Tritt  aber  bei  irgend  einem  X^  der  Schluß  ein,  so  tritt 
er  bei  jedem  X^  ein;  die  E  ist  in  diesem  FaUe  die  Identität. 

Wenn  wir  wiederum  die  erste,  dritte,  .  .  .  Sehnen  -  Regelschar 
in  eine  zusammenfallen  lassen  und  ebenso  die  zweite,  vierte,  .  .  .,  so 
haben  wir  das  Analogon  zum  St  ein  er  sehen  Probleme  auf  C^.  Sehen 
wir  zu,  wie  diese  beiden  Regelscharen  beschaffen  sein  müssen,  damit 
geschlossene  eingeschriebene  Vierecke  —  und  dann  cx)^  —  sich 
ergeben,  deren  abwechselnde  Seiten  ihnen  angehören. 

Es  seien  I  und  /'  die  beiden  axialen  Involutionen,  zu  denen  sie 
führen  und  deren  Axen  je  die  verbundene  Regelschar  erfüllen,  so 
muß  sein: 

also: 

d.  h.  E  =  I'  T  ist  mit  ihrer  Umkehrung  identisch,  demnach  eine  der 
drei  involutorischen  E. 

Wir  haben  also  zwei  Doppelpunkte  einer  axialen  Invo- 
lution mit  irgend  einem  Punkte  U  der  i^  zu  verbinden;  dies 
sind  Axen  von  I  und  i',  und  die  Sehnen-Regelscharen,  zu 
derenLeitscharen  siegehören,  sindsolche,  wie  wirsie  suchen.^) 

Damit  eingeschi*iebene  Sechsecke  möglich  sind,  deren  abwechselnde 
Seiten  zu  zwei  gegebenen  Sehnen -Regelscharen  zugehören,  muß  für 
die  durch  diese  hervorgerufenen  Involutionen  2,  /'  gelten: 

{iiy^i- 

1)  Bei  einer  kubischen  Raumkurve  führt  jedes  eingeschriebene  Viereck 
AB  CD  zu  drei  Sehnen-Regelscharen,  bestimmt  durch  die  Gegenseiten  AB^  CD; 
AC,  BD;  AD,  BC.  Je  zwei  dieser  Regelscharen  liefern  CJO^  eingeschriebene 
Vierecke,  deren  Seiten  ihnen  abwechselnd  angehören. 

14* 
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die  Ej  welche  das  Produkt  der  beiden  I  ist,  muß  zyklisch  vom  3.  Grade 
sein.  Wir  werden  gleich  sehen,  wie  solche  zyklischen  Korrespondenzen 
zu  erhalten  sind. 

Wenn  eine  E  gegeben  ist  und  in  der  Reihe  der  Punkte  X^,  .  . . 
-^«  +  1  jedem  der  folgende  (in  demselben  Sinne)  entspricht,  so  befinden 
sich  X^  und  X^_^-^  ebenfalls  in  einer  £"- Korrespondenz;  ist  diese  die 
Identität,  so  hat  die  gegebene  Korrespondenz  jE"  zyklische  Gruppen 
w*^^  Grades.  Jeder  Punkt  der  B^  gehört  einer  von  denselben 
an,  und  die  Gruppen  bilden  eine  Involution  n}^"^  Grades. 

Wird  eine  Gruppe  X^  . . .  X^  einer  zyklischen  Korrespondenz  E 
aus  einer  Sehne  s  projiziert,  so  ergibt  sich  eine  zyklische  Gruppe 
Y^  . . .  Y^  derselben  E,  aber  im  entgegengesetzten  Sinne  durchlaufen; 
s  trifft  alle  die  Geraden  X^Y^j  XgF^.^  ...,  die  daher  einer  Sehnen- 
Regelschar  angehören,  für  welche  sie  Leitgerade  ist,  und  kann  durch 
jede  andere  Sehne  aus  der  Leitschar  ersetzt  werden.  Aber  die  Gruppe 
der  Y  kann  auch  zyklisch  in  sich  verschoben  werden;  so  bilden 
z.  B.  Xir^^_i,  X^Y^_^j  ...  X^Y^  eine  Regelschar  und  die  Sehnen, 
aus  denen  zu  projizieren  ist,  ihre  Leitschar.  Solcher  Regelscharen 
von  Sehnen,  aus  denen  die  eine  Gruppe  in  die  andere  pro- 
jiziert wird,  gibt  es  n. 

Die  Gegenecken  zyklischer  Polygone  von  gerader  Seiten- 
zahl sind  konjugiert. 

Die  neun  Schmiegungsebenen  der  i?*,  die  durch  einen 
Punkt  TJ  der  Kurve  gehen,  führen  zu  den  neun  Wendetangenten 
der  (7^;  die  E,  in  der  zwei  der  Oskulationspunkte,  W^,  W2,  zu- 
geordnet sind,  ist  zyklisch  vom  3.  Grade,  und  der  dritte,  TFg, 
welcher  mit  ihnen  und  U  in  derselben  Ebene  liegt,  vervollständigt 
den  Zyklus.     Die  andern  bilden  noch  zwei  Zykeln. 

Verbindet  man  jene  zwei  Punkte   mit   C/,  so   hat  man  die  Leit- 
geraden für  zwei  Sehnen-Regelscharen,  welche  eingeschriebene  Sechs- 
ecke zulassen. 
877  Jede    Involution    höherer    Stufe  auf   R^    muß    durch    Projektion 

einer  eben  solchen  auf  C^  entsprechen. 

Sei  0  der  vierte  Schnitt  der  Ebene  eines  Tripels  einer  if  auf 
B^j  so  geht  dies  durch  Projektion  aus  0  in  ein  geradliniges  Tripel 
auf  C^  über;  folglich  besteht  die  Involution  II  auf  0^,  in  welche 
jene  projiziert  wird,  aus  lauter  geradlinigen  Tripeln;  woraus  wiederum 
fol^t,  daß  alle  Tripel  der  II  auf  B^  mit  0  in  einer  Ebene  liegen. 
Also: 

Die  Ebenen  aller  Tripel  einer  I|  auf  jR*  haben  den- 
selben vierten  Schnitt  0,  den  wir  wiederum  das  Zentrum  der 
Involution  nennen  können. 

Die  Oskulationspunkte  der  neun  durch  0  gehenden  Schmiegungs- 
ebenen sind  die  dreifachen  Punkte  der  II. 
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Eine  /|  auf  jR*  werde  aus  einem  beliebigen  Punkte  ü  der  R^ 
projiziert;  zu  der  auf  C^  entstehenden  I\  werde  die  residuale  II  kon- 
struiert und  diese  auf  R^  zurückprojiziert.  Jede  zwei  Tripel  der 
beiden  Involutionen  auf  jR*  liegen  dann  immer  auf  einem  Kegel 
2.  Grades,  der  seine  Spitze  im  Projektionszentrum  hat.  Für  je  zwei 
Involutionen  J|  auf  B,^  lassen  sich  vier  Projektionszentren 
auf  der  Kurve  finden,  aus  denen  sie  in  residuale  Involu- 
tionen auf  der  Projektionskurve  C'^  projiziert  werden.  Denn 
die  Fläche  4.  Ordnung  der  Spitzen  der  Kegel  2.  Grades,  welche  durch 
die  sechs  Punkte  zweier  Tripel  von  ihnen  gehen,  schneidet  die  jR*, 
außer  in  diesen  Punkten,  welche  auf  ihr  Doppelpunkte  sind,  (Nr.  235) 
noch  in  vier  Punkten. 

Durch  eine  Involution  /^,  welche  von  B^  getragen  wird, 
entsteht  auf  ihr  eine  Korrespondenz  E{X,0),  in  der  dem 
Punkte  X  das  Zentrum  0  der  durch  ihn  aus  Ij  ausgeschie- 
denen II  korrespondiert.  Denn  auch  dem  0  ist  eindeutig  ein  X 
zugeordnet;  irgend  ein  Tripel  der  J^,  deren  Zentrum  0  ist,  habe  in 
/*  als  ergänzenden  Punkt  X;  dieser  X  scheidet  aber  aus  I^  eine  i.5, 
die,  wegen  des  Tripels,  mit  jener  identisch  ist,  ergänzt  also  aUe  ihre 
Tripel. 

Diese  Korrespondenz  E{X,  0)  wird  aus  einem  beliebigen  Punkte 
TJ  von  JR^  in  diejenige  auf  C^  projiziert,  welche  zu  der  Projektion 
der  von   U  aus  I\  ausgeschiedenen  II  gehört. 

Die  Eigenschaft  vom  Gegenpunkte  der  Quadrupel  einer  I\  auf 
C^  gestaltet  sich  für  die  B^  so,  daß  alle  Kegel  2.  Grades  mit 
fester  Spitze  TJ  auf  B^,  durch  die  Quadrupel  der  i^  gelegt, 
in  Punktepaaren  schneiden,  deren  Verbindungsebenen  mit  U 
durch  einen  festen  Punkt  S  auf  B^  gehen,  so  daß  die  Verbindungs- 
linien die  Sehne  US  treffen,  also  eine  Sehnen-Regelschar  bilden, 
die  schon  durch  ein  Quadrupel  bestimmt  wird.  Mit  TJ  ändert  sich 
auch  Sy  US  durchläuft  die  Leitschar  der  eben  besprochenen  Regel- 
schar; also  bewegen  sich  TJ  und  S  in  einer  axialen  Involution 
und  sind  vertauschbar. 

Unter  den  oo^  Involutionen  J*  zeichnet  sich  diejenige 
der  ebenen  Quadrupel  aus,  für  welche  die  zugehörige  E  die 
Identität  ist. 

Ein  Punkt  X  scheidet  aus  einer  Ij  eine  II  aus  mit  dem  Zentrum  0; 
ein  zweiter  Punkt  X^  scheidet  daher  eine  axiale  Involution  If  aus 
mit  der  Axe  OX^j  eine  zweite  Axe  derselben  ist  O^X,  wo  0^  dem 
X^  in  E  entspricht;  es  gehören  ja  dann  diese  beiden  Geraden  OX^, 
O^X  zur  nämlichen  Sehnen  -  Regelschar.  Hält  man  eins  der  Paare 
XgXg  von  11  fest,  so  ergibt  sich  eine  axiale  Involution,  zu  der  XX^ 
gehört,  und  die  daher  ebenso  bei  jedem  andern  Paare  von  I'l  sich 
ergibt. 
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Durch  eine  I^  werden  die  axialen  Involutionen  zu  je 
zweien  einander  zugeordnet,  folglich  auch  jeder  Sehnen-Regel- 
schar P23,  insofern  sie  durch  die  Verbindungslinien  gepaarter  Punkte 
einer  If  gebildet  wird,  eine  zweite  pQ^,  die  bei  der  gepaarten  I[^ 
entsteht,  und  der  verbundenen  Regelschar  X2  3>  die  durch  die  Axen 
der  II  gebildet  wird,  wird  die  verbundene  dieser  X^^,  der  Ort  der 
Axen  der  I\^  zugeordnet.  Wenn  die  I^  diejenige  der  ebenen  Qua- 
drupel ist,  so  werden  gepaarte  Regelscharen  von  derselben  Fläche  F^ 
getragen,  so  daß  p^i  mit  Xgg  und  pgg  mit  \q^  identisch  ist. 
878  Auf  die  B^  seien  sechs  Punkte   P^,...Pq    gelegt;    es    soll 

gezeigt  werden,  daß  alle  Flächen  2.  Grades  durch  dieselben 
die  Kurve  in  den  Punktepaaren  einer  axialen  Involution 
schneiden.  Wir  erhalten  alle  diese  Flächen,  wenn  durch  irgend 
zwei  Kegelschnitte,  die  durch  P^,  P^,  P^,  bzw.  P^,  P5,  Pg  gehen 
und  sich  zweimal  auf  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  begegnen, 
alle  Flächen  2.  Grades  gelegt  werden.  Nehmen  wir  zunächst  nur 
solche  Kegelschnitte,  die  noch  durch  einen  Punkt  Q  der  Ebene 
P-^P^P^  und  einen  Q'  von  P^P^Pq  gehen;  wir  erhalten  nur  ein  Paar 
von  Kegelschnitten,  da  die  Involutionen,  welche  durch  die  Kegelschnitt- 
Büschel  (P^P^P^Q)  und  (P^P^PqQ')  auf  der  Schnittlinie  entstehen, 
ein  gemeinsames  Paar  haben.  So  erhält  man  einen  jP^- Büschel  durch 
diese  beiden  Kegelschnitte;  er  schneidet  ersichtlich  eine  eindeutige 
involutorische  Korrespondenz  in  P*;  zu  ihr  gehört  das  vom  Ebenen- 
paare des  Büschels  herrührende  Paar,  das  nicht  aus  konjugierten 
Punkten  besteht;  also  handelt  es  sich  um  eine  axiale  Involution. 
Durch  das  eben  genannte  Paar  ist  sie  vollständig  bestimmt,  also  von 
Q  und  Q'  unabhängig,  so  daß  sie  von  allen  derartigen  Flächen- 
büscheln 2.  Ordnung  durch  die  sechs  Punkte  eingeschnitten  wird, 
oder  jede  F^  durch  diese  Punkte  eins  ihrer  Paare  einschneidet. 

Das  bedeutet  aber,  alle  Flächen  2.  Grades  durch  sieben  Punkte 
von  P*  schneiden  sie  in  demselben  achten,  dem  gepaarten  des  sie- 
benten in  dieser  Involution.  Das  ist  der  Satz  vom  achten  assozi- 
ierten Punkte. 

Die  zehn  Ebenenpaare,  welche  durch  die  sechs  Punkte 
der  P*  gehen,  schneiden  sie  in  zehn  Paaren  dieser  Involu- 
tion, und  ihre  Verbindungslinien  gehören  derselben  Regel- 
schar an. 

Alle  Flächen  2.  Grades  durch  fünf  Punkte  der  P* 
schneiden  sie  in  Tripeln  einer  II,  deren  Verbinduugsebenen 
also  durch  einen  festen  Punkt  der  Kurve  gehen.     Usw. 

Jede  Korrespondenz  P(X,  X')  auf  P*  führt  in  dem  einen 
und  andern  Sinne  zu  zwei  Involutionen  7|;  für  die  eine  ist  X' 
das  Zentrum  der  durch  X  ausgeschiedenen  /|,  für  die  andere  X  das 
Zentrum  der  durch  X'  ausgeschiedenen. 
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Die  Flächen  2.  Grades  durch  ein  Quadrupel  XX^^X^X^ 
einer  /g  schneiden  eine  zweite  /g^  ein,  je  oo^  dasselbe  Quadru- 
pel; und  jedes  Quadrupel  dieser  führt,  wegen  jenes  Quadrupels,  zu 
einer  mit  der  I^  identischen  Involution,  so  daß  jede  zwei  Quadru- 
pel der  beiden  Involutionen  durch  oo'^  Flächen  2.  Grades 
verbunden  sind.  Legt  man  durch  XX^XgX^  ein  Ebenenpaar,  be- 
stehend aus  der  Ebene  XjXgXg,  welche  in  dem  dem  X  entsprechen- 
den X'  schneidet,  und  einer  Ebene  durch  Z,  welche  in  X/,  Xg',  Xg' 
schneidet,  so  zeigt  sich  in  bezug  auf  die  zweite  Involution,  daß  X 
das  Zentrum  der  durch  X'  aus  ihr  ausgeschiedenen  II  ist,  in  den 
beiden  zu  I^  und  7g^  gehörigen  Korrespondenzen  also  die- 
selben Punkte,  aber  in  entgegengesetztem  Sinne  ent- 
sprechen. 

Die  beiden  Involutionen  sind  residual. 

Die  drei  involutorischen  ^-Korrespondenzen  f.  führen 
zu  Involutionen,  die  zu  sich  selbst  residual  sind  und 
in  deren  Quadrupeln  die  R^  von  je  oc^  Flächen  2.  Grades 
berührt  wird. 

Eine  Ij  wird  durch  eine  axiale  Involution  in  eine  andere  I^ 
projiziert;  die  16  vierfachen  Punkte,  welche  die  Ij  der  ebenen  Qua- 
drupel besitzt,  die  Berührungspunkte  der  Wendeschmiegungs-Ebenen, 
liefern  dann  die  16  vierfachen  Punkte  einer  beliebigen  I^. 
Und  verbindet  man,  bei  zwei  beliebigen  Ij,  einen  vierfachen 
Punkt  der  einen  mit  einem  der  andern,  so  ist  jede  Sehne 
von  i^*,  die  sich  auf  diese  Verbindungslinie  stützt,  Axe 
derjenigen  axialen  Involution,  welche  die  eine  I^  in  die 
andere  projiziert.^) 

§  122.  Die  ebene  Kurve  4.  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  und  die 
Regelfläclie  4.  Grades  mit  zwei  doppelten  Leitgeraden. 

Auf  jener  Kurve  (7^,  der  Projektion  der  Raumkurve  des  vor-  879 
angehenden  Paragraphen,  befinden  sich,  den  zentralen  Involutionen 
auf  der  C'^  entsprechend,  oo^  Involutionen  (1.  Stufe),  zu  denen 
wir  direkt  in  folgender  Weise  gelangen.  Durch  die  beiden 
Doppelpunkte  D^,  Dg  und  zwei  feste  Punkte  Y,  Y'  der 
Kurve  ist  ein  Kegelschnitt-Büschel  bestimmt;  die  weiteren 
Schnitte  seiner  Kurven  mit  C^  sind  eindeutig  und  involu- 
torisch  einander  zugeordnet,  und  so  entsteht  eine  Involu- 
tion, welche  aber  durch  oo^  Paare  YY'  sich  ergibt.  Es  seien 
XX',  X^X^'  zwei  Paare  der  Involution,  ferner  Y^  und  Xg  noch  zwei 

1)  Em.  Weyr  hat  sich  auch  noch  mit  der  Raumkurve  5.  und  6.  Ordnung 
vom  Geschlechte  1  beschäftigt:  Wiener  Sitzungsberichte  Bd.  90,  92,  97,  98,  100, 
101,  103. 
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beliebige  Punkte  der  Kurve  ^  so  daß  wir  von  ihr  die  beiden  Doppel- 
punkte und  acht  weitere  Punkte  baben;  dadurch  ist,  weil  eben  X^ 
beliebig  gewählt  ist,  die  Kurve  eindeutig  bestimmt.  Durch  die 
Kegelschnitte  D^D^Y^^X,  X';  Xj,  X^')  bestimmen  wir  einen 
zweiten  Büschel,  dessen  vierter  Grundpunkt  Y^'  sei,  und  beziehen  die 
beiden  Büschel  so  projektiv  aufeinander,  daß  die  durch  X,  X'; 
Xj,  X^';  Xg  gehenden  Kegelschnitte  entsprechend  sind.  Dadurch 
entsteht  eine  Kurve  4.  Oi'dnung,  welche  in  den  Doppelpunkten  D^,  D^ 
und  den  obigen  acht  Punkten  mit  C^  übereinstimmt,  also  mit  ihr 
identisch  ist.  Zunächst  liegt  also  Y^'  auf  ihr;  weiterhin  aber  folgt, 
daß  die  Kegelschnitte  des  Büschels  (D^  D^  Y^  Y^')  die  Kurve  in  den- 
selben Punktepaaren  schneiden  wie  die  von  (D^D^YY').  So  wird 
jedem  Punkte  Yj  der  Kurve  ein  zweiter  Punkt  Y/  zu- 
geordnet, der  mit  ihm  die  nämliche  X-Involution  liefert, 
wie  das  Paar  YY'y  von  dem  wir  ausgingen  Und  diese 
Punkte  YY\  Yj^Y^',  ...  bilden  ebenfalls  eine  Involution,  die 
aus  irgend  einem  der  Paare  jener  Involution  abgeleitet  werden  kann. 

Wir  erhalten  zwei  residuale  oder  verbundene  Involu- 
tionen; je  ein  Paar  der  einen  und  ein  Paar  der  andern 
liegen  auf  einem  durch  Z)^,  Dg  gehenden  Kegelschnitte. 

Mit  jedem  Paare  der  einen  liegt  eins  der  andern  auf 
der  nämlichen  Gerade,  die  mit  der  Gerade  -D^Dg  den  verbinden- 
den Kegelschnitt  bildet. 

Die  Geradenpaare,  deren  Geraden  bzw.  durch  Z)^,  Dg  gehen, 
führen  zu  einem  besondern  Paare  residualer  Involutionen, 
denen,  welche  durch  die  Strahlen  der  Büschel  D^,  Dg  in  die 
Kurve  eingeschnitten  werden. 

Weil  die  Punkte,  welche  den  weiteren  Schnitten  eines  Strahls 
durch  D^  in  einer  /(X,  X')  gepaart  sind,  im  allgemeinen  nicht  wie- 
derum auf  einem  Strahle  dieses  Büschels  liegen,  so  wird  /(X,  X'j 
aus  jedem  der  beiden  Doppelpunkte  durch  eine  involutorische  Kor- 
respondenz [2]  projiziert.  Und  da  die  gegebenen  Punkte  Y,  Y'  nicht 
mit  Dg  in  gerader  Linie  liegen,  so  fallen  von  keinem  Paare  beide 
Punkte  auf  denselben  Strahl  durch  D^;  die  Koinzidenzen  der  [2] 
rühren  von  solchen  der  J(X,  X')  her. 

Eine  solche  Involution  7(X,  X')  oder  /(Y,  Y')  hat  vier 
Koinzidenz-  oder  Doppelpunkte. 

Zwei  derselben  Involution  angehörige  Doppelpunkte 
sind  als  konjugiert  zu  bezeichnen.  Hier  haben  wir  eine  Involu- 
tion von  Tangentialpunkten,  wenn  wir  das  Analogon  zur  Figur  auf 
der  C^  so  bezeichnen  wollen:  zwei  Kegelschnitte  durch  D^,  Dg, 
welche  in  konjugierten  Punkten  die  C^  berühren  und  durch  einen 
Punkt  Y  der  Kurve  gehen,  gehen  beide  noch  durch  den  ihm  in  der 
verbundenen  Involution  gepaarten   Y\ 
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Die  F- Involution  ist  vollständig  durch  das  Paar  YY'  festgelegt 
worden.  Also  ist  jede  dieser  Involutionen  eindeutig  durch 
ein  Paar  hestimmt.  Wird  der  eine  Punkt  festgehalten,  während 
der  andere  die  Kurve  durchläuft,  so  ergeben  sich  alle  oc^  derartigen 
Involutionen  oder  Paare  residualer  Involutionen. 

Zu  jedem  Paare  gehört  ein  den  beiden  Involutionen 
gemeinsamer  Direktions-Kegelschnitt,  der  von  den  Ver- 
bindungslinien gepaarter  Punkte  eingehüllt  wird.  Denn  in 
einem  beliebigen  Strahlenbüschel  entsteht  durch  eine  der  Involutionen 
eine  involutorische  Korrespondenz  [4],  von  deren  acht  Koinzidenz- 
strahlen  vier  nach  den  Doppelpunkten  gehen,  während  die  vier  andern 
auf  eine  Umhüllungskurve  4.  Klasse  hinweisen,  die  aber,  wegen  des 
involutorischen  Entsprechens,  ein  doppelt  zu  rechnender  Kegelschnitt 
ist.  Seine  Tangenten  aus  einem  Punkte  der  C^  gehen  nach  den  ihm 
in  den  beiden  verbundenen  Involutionen  gepaarten  Punkten. 

Er  berührt  die  Tangenten  in  den  acht  Doppelpunkten;  die  acht 
andern  Tangenten,  welche  er  mit  C^  gemeinsam  hat,  gehören  zu 
Punkten  der  Kurve,  die  je  mit  ihren  beiden  gepaarten  in  gerader 
Linie  liegen. 

Von  diesen  oo^  Direktions -Kegelschnitten  berühren  je  drei  eine 
gegebene  Gerade;  sind  nämlich  Ä,  B,  C,  D  ihre  Schnitte  mit  C^,  so 
ergibt  sie  sich  als  Tangente  der  Direktionskurve  bei  den  durch  AB, 
CD]  AC,  BD-,  AD,  BC  festgelegten  Involutionspaaren. 

Y  und  Y\  welche  uns  zu  /(X,  X')  geführt  haben,  mögen  sich  880 
in  Z  vereinigen,  so  daß  die  einschneidenden  Kegelschnitte  in  Z  die 
C^  berühren:  wegen  der  vier  Doppelpunkte  von  /(X,  X')  gibt  es 
vier,  welche  noch  einmal  berühren;  wenn  Z'  einer  dieser  Berührungs- 
punkte ist,  so  bestimmen  Z,  Z'  eine  Involution,  zu  deren  verbundener 
dies  Paar  auch  gehört;  folglich  sind  sie  identisch  geworden.  Wir 
erhalten  auf  diese  Weise  in  dem  Systeme  der  Involutionen  vier  zu 
sich  selbst  residuale  Involutionen  I^\  in  einer  I^  sind  die 
beiden  Punkte  jedes  Paars  Berührungspunkte  eines  durch 
Z)j,  Dg  gehenden  Kegelschnittes  und  zwei  Paare  liegen  stets 
mit  Dj,  Dg  auf  einem  Kegelschnitte. 

Jedem  Doppelpunkte  einer  /(Y,  Y'^  sind  bzw.  die  vier 
Doppelpunkte  der  residualen  /(X,  X')  in  den  vier  Involu- 
tionen 7q  gepaart. 

Weil  die  1^  jenes  Paar  in  einem  Doppelpunkte  vereinigter  Punkte 
von  /(Y,  Y')  in  ein  eben  solches  Paar  von  i(X,  X')  überführt,  so 
führt  sie  die  ganze  /(Y,  Y')  in  die  /(X,  X')  über. 

Jede  der  vier  sich  selbst  residualen  Involutionen  J^ 
transformiert  zwei  residuale  Involutionen  ineinander  und 
die  drei  andern  in  sich  selbst. 


218  Ylll.   §  122.  Kurve  4.  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten. 

Die  vier  Doppelpunkte  bilden  also  in  den  drei  andern  Iq  je  zwei 
Paare. 

Während  bei  zwei  getrennten  residualen  Involutionen  das  System 
der  oü^  verbindenden  Kegelschnitte  nicht  linear  ist,  indem  durch  jede 
zwei  Punkte  der  Kurve  C'^  zwei  von  ihnen  gehen:  der  eine  die 
beiden  Paare  verbindend^  zu  denen  sie  als  X  und  Y,  der  andere  die- 
jenigen^ zu  denen  sie  als  Y  und  X  gehören;  wird  bei  einer  zu  sich 
selbst  residualen  Involution  Iq  das  System  linear,  ein  Netz;  die  beiden 
Punkte  von  C^  geben  nur  zwei  Paare  der  Iq.  Jeder  von  den  oo^ 
Büscheln  durch  die  Punktepaare  der  I^  hat  je  mit  jedem  andern 
einen  Kegelschnitt  gemeinsam.  Jedes  Punktepaar  XX'  der  I^  trägt 
auf  seiner  Verbindungslinie  l  noch  ein  zweites  X^X^',  das  sonst  zur 
verbundenen  Involution,  hier  zu  I^  selbst  gehört.  Es  sei  YY'  das 
Paar  von  Iq,  aus  dem  wir  alle  Paare  konstruieren,  vermittelst  des 
Kegelschnitt-Büschels  (D^D^YY')-^  zur  Involution,  welche  er  in  l  ein- 
schneidet, gehören  die  Paare  XX\  X^X^'-^  also  bleibt  sie  unverändert, 
wenn   YY'  durch  ein  anderes  Paar   Y^Y^'  ersetzt  wird. 

Alle  Kegelschnitte  des  Systems,  die  durch  einen  gewissen  Punkt 
ü  der  l  gehen,  gehen  auch  durch  den  ihm  in  jener  Involution 
{XX'y  X^X^')  gepaarten  Punkt  ü\  Nun  seien  ^^,  ^^  zwei  beliebige 
Kegelschnitte  des  Systems;  durch  einen  der  beiden  ferneren  Schnitt- 
punkte derselben,  ü,  sei  eine  Tangente  l  der  Direktionskurve  von  7^ 
gelegt,  dann  muß  der  andere  dieser  Schnittpunkte  auf  l  liegen:  in 
dem  dem  ü  gepaarten  Punkte  ü'  in  der  Involution  der  obigen  Art, 
welche  von  l  getragen  wird.  ^  sei  dann  ein  beliebiger  Kegelschnitt 
des  Büschels  ^^^^  =  (D^D^ÜÜ'),  Y  einer  der  vier  Schnitte  mit  C*, 
Y'  der  gepaarte;  so  geht  der  Kegelschnitt  des  Systems  aus  dem 
Büschel  (D^ Dg  3^1^');  welcher  durch  ü  geht,  auch  durch  U'  und  ist 
mit  ^,  wegen  der  gemeinsamen  Punkte  D^,  D^,  Y\  TJ,  ü'  identisch. 
Also  gehört  ^  zum  System,  und  damit  ist  dasselbe  als  Netz  erkannt. 

Bei  jeder  der  vier  zu  sich  selbst  residualen  Involutionen 
Iq  bilden  die  Kegelschnitte  durch  D^,  B^,  welche  zwei  Paare 
verbinden,  ein  Netz. 

Weil  dieses  Netz  zwei  Grundpunkte  Z)^,  Dg  hat,  so  erzeugen  die 
Oeraden,  welche  mit  D^D^  ^^^  Geradenpaar  aus  ihm  zusammensetzen, 
einen  Strahlenbüschel  (Nr.  812).  Das  sind  aber  die  Geraden,  welche 
zwei  gepaarte  Punkte  der  Jq  verbinden,  und  weil  eben  jede  noch  ein 
zweites  Paar  der  I^  selbst  trägt,  so  ist  sie  zweimal  Verbindungslinie, 
und  der  Kegelschnitt  des  allgemeinen  Falls  hat  sich  in  einen  doppelten 
Strahlenbüschel  verwandelt.  Im  allgemeinen  Falle  zählt  jede  Tan- 
gente des  Direktions-Kegelschnitts  einmal  als  Verbindungslinie  ge- 
paarter Punkte  für  die  eine  der  beiden  residualen  Involution  und 
einmal  für  die  andere,  hier  jeder  Strahl  des  Direktions -Strahlen- 
büschels doppelt  für  die  zu  sich  selbst  residuale  Iq. 
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Die  Verbindungslinien  gepaarter  Punkte  einer  zu  sich 
selbst  residualen  Involution /^  bilden  einen  Strahlenbüschel. 

Jeder  Strahl  des  Büschels  trägt  eine  Involution  von  Büschel- 
Grundpunkten  des  Netzes;  zwei  Paare  davon  liegen  immer  auf  der 
Kurve  C\  Die  Gerade  D^^D^  bildet  den  einen  Bestandteil  der  Jacobi- 
schen  Kurve  des  Netzes;  der  andere  ist  ein  durch  D^,  D^  gehender 
Kegelschnitt,  der  von  den  Doppelpunkten  derjenigen  Geradenpaare 
des  Netzes  erfüllt  wird,  deren  Geraden  durch  D^^  D^  gehen  (Nr.  687). 
Durch  jedes  Paar  XX'  von  Iq  gehen  zwei  solche  Geradenpaare;  dadurch 
werden  die  beiden  Punkte  X,  X'  Diagonalpunkte  eines  dem  Kegel- 
schnitte eingeschriebenen  Vierecks,   also  konjugiert  in  bezug  auf  ihn. 

Für  jede  der  vier  Involutionen  Iq  gibt  es  einen  durch 
Dj,  D2  gehenden  Kegelschnitt,  in  bezug  auf  welchen  die  in 
ihr  gepaarten  Punkte  X,  X'  konjugiert  sind,  und  der  also 
die  vier  Doppelpunkte  mit  den  Punkten  D^,  Do  verbindet. 

Der  Strahlenbüschel  der  Verbindungslinien  gepaarter  Punkte  der 
Iq  enthält  acht  Tangenten  der  C\  Von  ihnen  berühren  vier  in  den 
Doppelpunkten.  Auf  einer  der  übrigen  haben  sich  im  Berührungs- 
punkte zwei  nicht  gepaarte  aus  den  beiden  Paaren,  die  sie  trägt,  ver- 
einigt; folglich  müssen  sich  die  andern  Punkte  auch  vereinigen.  Der 
Strahl  ist  Doppeltangente  und  zählt  doppelt. 

Im  Scheitel  des  Strahlenbüschels  schneiden  sich  daher 
zwei  Doppeltangenten  der  C^. 

So  zerfallen  die  acht  Doppeltangenten  der  Kurve  C^  in 
vier  Paare,  von  denen  jedes  Paar  zu  einer  der  vier  Involu- 
tionen Iq  gehört:  derartig,  daß  auf  jeder  der  beiden  Doppel- 
tangenten die  beiden  Berührungspunkte  in  dieser  Iq  gepaart 
sind  und  alle  vier  Berührungspunkte  auf  einem  durch  die 
Doppelpunkte  D^,  Dg  gehenden  Kegelschnitte  liegen. 

Die  1 6  Doppelpunkte  der  vier  Iq  sind  ferner  Punkte,  in  denen  C* 
von  Kegelschnitten,  die  durch  Dj,  Dg  gehen,  vierpunktig  berührt  wird. 

Zu  den  E(X,  X')  auf  C^  gelangen  wir,  wenn  wir  zwei  Involutionen 
hintereinander  vornehmen.  Sie  seien  durch  die  Punktepaare  O'D, 
OL  je  aus  den  verbundenen  Involutionen  hergestellt.  Dem  Punkte 
X  sei  in  der  ersten  M,  diesem  in  der  zweiten  X'  gepaart;  also  ist 
M  der  letzte  Schnitt  des  Kegelschnitts  (D^D^O'LX)  und  X'  der 
letzte  Schnitt  von  {D,R,OLM)  mit  C\  FäUt  X  in  0,  so  faUen 
beide  Kegelschnitte  zusammen,  und  0,  (7  ergeben  sich  als  entspre- 
chende Punkte.  Nachdem  X,  X'  mit  Hilfe  von  L  hergestellt  sind, 
überzeugt  man  sich,  daß  sie  auch  aus  einem  andern  Punkte  L^  von 
C^  sich  ergeben,  d.  h.  daß  die  Kegelschnitte  {D^D^yO'L^X)  und 
{B^B^OL^X')  denselben  letzten  Schnitt  {M^)  mit  C^  haben;  in  der 
Tat,  die  Büschel  (D^D,0'X)  und  {B^B^OX')  schneiden  zwei  Involu- 
tionen ein,  welche  das  Paar  LM  gemeinsam  haben,  also  identisch  sind. 
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Demnacli  hängt  das  Ergebnis  nur  von  0,  0'  ab;  ein  Paar  ent- 
sprechender Punkte  legt  die  Korrespondenz  E(X,X')  eindeutig 
fest;  und  es  gibt  cx)^  solche  Korrespondenzen. 

X  und  X'  können  sich   nur   vereinigen,  wenn   0  und   0'  es  tun; 
und  dann  geschieht  es  durchweg. 
881  Aber  wir  wollen  die  selbständige  Behandlung  der  C*  nicht  fort- 

setzen, vielmehr  zur  Regelfläche  4.  Grades  mit  zwei  doppelten 
Leit geraden  übergehen. 

Wenn  im  Raum  die  Geraden  d^y  d^  durch  die  Doppelpunkte  J)^, 
Dg  von  C^  geführt  sind,  so  erzeugen  alle  Geraden,  welche  sich  auf  sie 
und  C^  stützen,  eine  Regelfläche  4.  Grades  mit  d^,  d^  als  doppelten 
Leitgeraden;  denn  von  jedem  Punkte  von  d^y  d^  gehen  zwei  Erzeugenden 
aus,  und  man  erhält  eine  Korrespondenz  [2,  2]  zwischen  den  beiden 
Punktreihen.  Eine  Tangentialebene  x  dieser  Fläche  schneidet  außer 
in  der  durch  den  Berührungspunkt  T  gehenden  Erzeugenden  g^  noch 
eine  Kurve  3.  Ordnung  C^  aus,  welche  der  g^  in  diesem  Punkte  T 
und  den  beiden  Punkten  ®^,  ^2  begegnet,  in  denen  g^  sich  auf  d^,  d^ 
stützt.  So  entsteht  durch  die  Fläche  eine  eindeutige  Abbil- 
dung der  Punktreihe  der  einen  Kurve  in  die  der  andern; 
und  auch  in  der  Geradenreihe  dieser  Regelfläche  P*  entstehen 
Involutionen,  eindeutige  Korrespondenzen  E  usw.  Zwei  resi- 
duale Involutionen  auf  C*  gehen  über  in  zwei  residuale  Involutionen 
auf  P*.  Jeder  Kegelschnitt  durch  D^,  D^,  welcher  ein  Paar  der  einen 
mit  einem  Paare  der  andern  verbindet,  führt  durch  die  von  seinen 
Punkten  ausgehenden  Strahlen  des  Netzes  [d^y  d^]  zu  einer  Regel- 
schar, in  deren  Leitschar  sich  d^,  d.2  befinden.  Sie  enthält  die  vier 
Geraden  der  P*,  die  durch  die  Punkte  der  Paare  gehen.  Also  ist 
jedes  Paar  der  einen  der  beiden  residualen  Involutionen  auf 
P^  mit  jedem  der  andern  durch  eine  Regelschar  verbunden. 
Es  schneidet  ja  auch  jede  Regelschar  durch  zwei  Ei'zeugenden  der 
P*,  in  deren  Leitschar  d^y  d^  enthalten  sind,  zwei  weitere  Erzeugenden 
aus;  man  sieht,  wie  jede  der  beiden  Involutionen  aus  einem  Paare  der 
andern  sich  ergibt.  Irgend  zwei  Erzeugenden  von  P*  bestimmen 
eindeutig  eine  solche  Involution,  in  der  sie  gepaart  sind, 
eine  Erzeugende,  doppelt  gedacht,  eine  Involution,  in  der  sie  Doppel- 
strahl ist;  die  Regelschar,  die  ihn  mit  einem  Doppelstrahle  der  resi- 
dualen Involution  verbindet,  berührt  P*  längs  dieser  beiden  Geraden^ 
und  aUe  Geraden  der  Leitschar  sind  Doppeltangenten  der  Fläche,  wel- 
che auf  diesen  Geraden  berühren.  Zwei  solche  Doppelstrahlen 
aus  residualen  Involutionen  sind  gepaart  in  einer  der  vier 
zu  sich  selbst  residualen  Involutionen,  in  welcher  jede  zwei 
Paare  durch  eine  Regelschar  verbunden  sind.  Jeder  der  vier 
Doppelstrahlen  einer  derartigen  Involution  repräsentiert  vier  aufein- 
ander   folgende    Erzeugenden,    die    derselben    Regelschar    angehören, 
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welche  also  die  P^  vierstrahlig  berührt.  Die  Geraden  der  Leitschar 
tangieren  die  Fläche  auf  der  Gerade  vierpunktig.  Solcher  Geraden 
gibt  es  16;  sie  bilden  den  Ort  der  Punkte,  welche  eine  vier- 
punktig berührende  Tangente  besitzen,  und  diese  Tangenten 
bilden  jedesmal  eine  Regelschar  ^). 

Die  vier  Doppelstrahlen  einer  zu  sich  selbst  residualen 
Involution  sind  in  einer  Regelschar  enthalten;  sie  schneidet 
jede  Ebene  in  demjenigen  Kegelschnitte,  welcher  die  Doppelpunkte 
der  Schnittkurve  4.  Ordnung  mit  den  Doppelpunkten  der  auf  dieser 
entstehenden  zu  sich  selbst  residualen  Involution  verbindet.  In  bezug 
auf  ihn  sind  je  zwei  gepaarte  Punkte  dieser  Involution  konjugiert; 
mithin  auch  in  bezug  auf  die  Trägerfläche  der  Regelschar.  Von  zwei 
gepaarten  Strahlen  der  Involution  auf  P*  sind  also  beliebige  zwei 
Punkte  in  bezug  auf  diese  Trägerfläche  konjugiert,  daher  sind  die 
beiden  Strahlen  polar. 

Wird  also  in  bezug  auf  die  Trägerfläche  der  Regelschar, 
welche  die  Doppelstrahlen  einer  der  zu  sich  selbst  resi- 
dualen Involutionen  enthält,  polarisiert,  so  geht  jeder  Strahl 
in  den  gepaarten  über,  die  ganze  Regelfläche  also  in  sich 
selbst. 

Es  wird  demzufolge  ein  Doppelstrahl  einer  beliebigen 
Involution  in  einen  Doppelstrahl  der  residualen,  also  jene  in 
diese  übergeführt. 

Man  nennt  diese  Regelscharen  und  Flächen  die  Fundamental- 
Regelscharen,  bzw.  -Flächen  der  P*^). 

Auf  der  C^  in  einer  Tangentialebene  t  der  P*  schneiden  die  882 
Regelscharen,  welche  durch  zwei  Geraden  y,  y  der  P*  gelegt  sind  und 
sich  auf  c?j,  d^  stützen,  Kegelschnitte  ein,  welche  durch  ®j,  ^^  und  die 
Spuren  Y,  Y'  der  y,  y  gehen;  die  Spuren  X,  X'  der  x^  x  der  einge- 
schnittenen Involutionen  liegen  daher  mit  dem  Gegenpunkt  36  jener 
vier  Punkte  auf  C^  in  gerader  Linie,  wir  haben  eben  eine  zentrale 
Involution.  Das  Zentrum  der  verbundenen  Involution  ist  der  dritte 
Schnitt  ^  von  YY' .  Nun  sind  die  neun  Schnittpunkte  der  C^  mit 
den  drei  Geraden  ^jS^gT,  XX'X,  YY'%  assoziiert  und  SDj,  ^2?  -^^  ^\ 
Z,  Y'  auf  einem  Kegelschnitte  gelegen,  also  T,  X,  ^  in  gerader  Linie. 
Von  residualen  Involutionen  auf  P^  oder  C^  rühren  also  zwei 
solche  zentrale  Involutionen  auf  (7^  her,  deren  Zentren  mit  dem 
Berührungspunkte  T  der  Tangentialebene  t  in  gerader  Linie 
liegen^).  Die  Strahlen  durch  T  liefern  00^  Paare,  die  Tangenten 
unter  ihnen  führen  zu  denen,  welche  aas  den  zu  sich  selbst  residualen 


1)  Voß,  Math.  Annalen  Bd.  8  S.  134,  135. 

2)  Vgl.  hierzu:  Liniengeometrie  Bd.  III  Nr.  590 ff. 

3)  Auf  C"  sind  sie  in  keiner  engeren  Beziehung. 
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entstehen.  Ist  3Eo  =  ^o  einer  der  Berührungspunkte ,  so  ist  für  die 
vier  Berührungspunkte  der  Tangenten  aus  ihm,  die  Doppelpunkte  der 
betrefiPenden  Involution,  T  der  Gegenpunkt,  und  SD^,  ^g  sind  auf  einem 
Kegelschnitte  durch  sie  gelegen. 

Konstruiert  man  auf  G^  aus  0,  0'  wiederum  die  eindeutio-e 
Korrespondenz  E  und  überträgt  die  Konstruktion  auf  P*  und  G^,  so 
ergibt  sich  aus  der  Gerade  0'  X  mit  dem  dritten  Schnitt  M  die  Regel- 
schar 0  xryij  und  aus  MOX'  die  Regelschar  mox\  wo  o,  o\  m,  x,  x 
Erzeugenden  von  P*  sind;  zu  beiden  Regelscharen  gehört  g^^  die  Er- 
zeugende in  r,  und  erst  so  wird  m  bzw.  x  letzter  Schnitt.  Die  Regel- 
scharen, mit  denen  zu  arbeiten  ist,  gehen  also  aUe  durch  diese  feste 
Erzeugende  g^,  und  ihre  Spur  in  der  Ebene  von  G^  ist  der  Punkt  L, 
mit  dem  in  Nr.  880  konstruiert  wurde.  Wir  wissen  von  dort,  daß 
wir  ihn  verändern  können;  d.  h.  die  Tangentialebene  t  kann  verändert 
werden;  wie  ja  auch  zu  erwarten  war.  Eine  Vereinfachung  für  das 
direkte  Arbeiten  auf  P*  oder  0^,  bei  der  ein  solches  festes,  an  sich 
beliebiges  Element  ^)  vermieden  wird,  scheint  nicht  zu  erzielen;  weil 
eben  jede  sich  auf  d^^  d^  stützende  Regelschar  vier  Geraden  mit  P* 
gemein  hat.  Dieser  Umstand  pflanzt  sich  auch  in  die  Konstruktionen 
von  Involutionen  höherer  Stufe  fort  und  vermindert  wegen  der  daraus 
sich  ergebenden  größeren  Umständlichkeit  das  Interesse.  Es  genüge, 
das  Übertragungsverfahren  angegeben  zu  haben. 


§  123.   Das  Korrespondenzprinzip  auf  nicht  uniknrsalen  Kurven. 

883  Im    vorangehenden    haben    wir    bei  Trägern    vom   Geschlechte  1 

Verwandtschaften  kennen  gelernt,  bei  denen  die  Anzahl  der  Koinzi- 
denzen größer,  sowie  solche,  bei  denen  sie  kleiner  ist  als  das  Chasles- 
sche  Korrespondenzprinzip  für  unikursale  Träger  angibt;  die  zentralen 
Involutionen  auf  G^  haben  4  statt  1  -|-  1,  die  im  allgemeinen  nicht 
involutorischen  Korrespondenzen  E  gar  keine. 

Durch  analytische  Betrachtungen  ist  eine  Verallgemeinerung  des 
Chasles  sehen  Prinzips  erreicht  worden.  Man  ist  zu  einer  Koinzi- 
denzformel: 

a  -h  a'  +  2yp 

für  eine  von  einer  Kurve  vom  Geschlechte  p  getragene  Korrespondenz 
[a,  a]  gekommen,^)  in  welcher  y  eine  Zahl  ist,  die  ihrer  Definition 
nach  >  0  sein  muß:  die  Wertigkeit  der  Korrespondenz;  Rückkehr- 


1)  Solche  Elemente  traten  auch  bei  der  fächerförmigen  Konstruktion  des 
Strahlennetzes  oder  Strahlengewindes  aus  4,5  Strahlen  auf:  Liniengeometrie 
Bd.  I  Nr.  92. 

2)  Cayley,  Comptes  rendus  Bd.  62  S.  586;  Proc.  London  Math.  Soc.  Bd.  1 
Heft  7   S.  1;    Philos.  Transactions  Bd.  158  S.  145;   Mathematical  Papers  Bd.  5 
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punkte  der  Trägerkurve  können  noch  eine  Verminderung  herbeiführen. 
Die  Korrespondenzen  E(X,  X')  aber  auf  den  Kurven  vom  Ge- 
schlechte 1,  gerade  die  interessantem  unter  diesen  Korrespondenzen^ 
fügen  sich  ihr  nicht  ein. 

Synthetisch  ist  die  Sache  noch  nicht  reif,  und  ich  werde  mich 
mit  einigen  vorbereitenden  Betrachtungen  begnügen. 

Für  die  obige  Cayley-Brillsche  Formel  wird  vorausgesetzt^ 
daß  es  sich  um  eine  Einschneidungs-Korrespondenz  handle, 
d.  h.  daß  nicht  bloß  jedem  Punkte  der  ebenen  Kurve,  welche 
die  Korrespondenz  tiägt,  sondern  jedem  Punkte  X  der  Ebene 
eine  Kurve  zugeordnet  sei,  welche  die  Punkte  X'  trägt,  und 
jedem  Punkte  X'  eine  Kurve,  welche  die  X  enthält^);  und  durch  die 
Schnitte  der  Trägerkurve  mit  der  einem  Punkte  X  oder  X'  auf  ihr 
zugeordneten  Kurve  —  abgesehen  von  gewissen  festen  Punkten  — 
erhält  man  die  entsprechenden  Punkte. 

Es  liege  eine  ebene  Kurve  C",  von  der  Ordnung  n  und  der 
Klasse  n  vor;  wir  wollen  zeigen,  daß  n -\- n  die  Anzahl  der 
Normalen  aus  einem  Punkte  0  an  sie  ist.  Dazu  ordnen  wir 
jedem  Punkte  X  der  Kui-ve  die  n  Schnitte  X'  derselben  mit  dem 
Lote  aus  0  auf  die  Tangente  von  X  zu;  einem  X'  sind  dann  zuge- 
ordnet die  Berührungspunkte  X  der  n  Tangenten,  welche  zu  OX' 
senkrecht  sind,  eingeschnitten  durch  die  erste  Polare  ihres  unendlich 
fernen  Punktes.  Wir  können  veralloremeinern.  Einem  beliebicren  Punkte 
X  sind  das  Lot  aus  0  auf  seine  gerade  Polare  und  seine  Punkte  X\ 
einem  Punkte  X'  die  erste  Polare  des  unendlich  fernen  Punktes  in 
senkrechter  Richtung  zu  OX'  und  ihre  Punkte  X  zugeordnet;  auf 
jeder  Gerade  rufen  die  zugeordneten  Punkte  X  und  X'  eine  Korre- 
spondenz [n  —  1,1]  hervor,  aus  deren  Koinzidenzen  wir  auf  eine  Kurve 
n^^  Ordnung  sich  selbst  entsprechender  Punkte  schließen.  Sie  ist  in 
unserm  FaUe,  in  dem  wir  es  nur  mit  oo^  Geraden  und  oo^  ersten 
Polaren  zu  tun  haben,  welche  projektive  Büschel  bilden,  deren  Er- 
zeugnis und  geht  durch  die  d  Doppelpunkte  und  r  Rückkehi-punkte 
der  Cl[,  einfach,  in  den  letzteren  die  Kurve  berührend,  weil  das  die  ersten 
Polaren  tun;  folglich  hat  sie  mit  ihr  noch  n^  —  2 d  —  Sr  =  n  -\-  n 
Schnitte;  das  sind  die  Koinzidenzen  der  Korrespondenz  [n,  n]  auf  der 


S.  542  (mit  einem  Zusatz  Bd.  7  S.  39),  Bd.  6  S.  9,  263.  Brill,  Math.  Annalen 
Bd.  6,  S.  58,  Bd.  7  S.  607,  Bd.  31  S.  374. 

Vgl.  auch  Clebsch-Lindemann,  Vorlesungen  über  Geometrie  Bd.  I  S.  441 ; 
Schubert,  Kalkül  der  abzählenden  Geometrie  §18;  Bobek,  Wiener  Sitzungs- 
berichte Bd.  93  S.  819;  Sporer,  Zeitschr.  f.  Math,  und  Phjs.  Bd.  33  S.  228; 
Hurwitz,  Math.  Annalen  Bd.  28  S.  515  und  Berichte  der  Sachs.  Ges.  der  Wiss, 
für  1886;  Zeuthen,  Math.  Annalen  Bd.  40,  S.  109;  Wieleitner,  Theorie  der 
ebenen  algebr.  Kurven  höherer  Ordnung  S.  173. 

1)  Analytisch:  \\i{x,  y,  Z]  x',  y\  z)  =  0. 
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Kurve.  In  ihnen  fällt  der  Fußpunkt  des  Lots  aus  0  auf  die  Tan- 
gente in  den  Berülirungspunkt^  dasselbe  ist  Normale  der  Kurve. 

Ersetzt  man  das  Paar  der  absoluten  Punkte  durcb  einen  allge- 
gemeinen  Kegelschnitt,  so  tritt  an  Stelle  der  unendlich  fernen  Gerade 
die  Polare  von  0  nach  diesem.  Die  Quasinormalen  verbinden  die  Punkte 
der  C"  mit  den  (eindeutig)  entsprechenden  Punkten  ihrer  Polar- 
kurve n^^^  Ordnung  in  bezug  auf  diesen  Kegelschnitt  und  umhüllen 
eine  Kurve  von  der  Klasse  n  +  n    (Nr.  177). 

Hier  ist  a  -1-  a'  die  Anzahl  der  Koinzidenzen,  wie  beim  Chasles- 
schen  Prinzip ;  wir  werden  sehen,  daß  f  =  0  ist,  weil  die  den  X  und 
X'  zugeordneten  Kurven,  auch  für  die  auf  G"  gelegenen  Punkte,  nicht 
durch  diese  gehen. 

Wenn  die  Punkte  von  C"  eindeutig  auf  die  Tangenten  einer 
Kurve  C^,  n^^^  Klasse  bezogen  sind,  welche  in  derselben  Ebene  liegt, 
so  ergibt  sich  auf  jener  Kurve  eine  Korrespondenz  \n,  w],  in  der 
jedem  Punkte  X  die  Schnitte  mit  der  korrespondierenden  Tangente 
von  G^,  zugeordnet  sind.  Diese  Tangente  ist  die  Kurve,  welche  die 
X'  einschneidet;  aber  welche  Kurve  schneidet  die  einem  X'  entspre- 
chenden X  ein?  Und  welche  gehört  zu  einem  nicht  auf  C"  gelegenen 
X  oder  X'? 
884  Nehmen  wir  wiederum    zwei  'Kurven   derselben  Ebene    an: 

G^f  C^  n^^^  und  m*®^  Ordnung.  Jedem  Punkte  X  von  G"  seien 
die  a=n(m  —  i)  Schnitte  X'  mit  seiner  «'*®°  Polare  nach  C"* 
zugeordnet  und  daher  jedem  X'  die  a  =  ni  Schnitte  X  mit 
seiner  (m  —  iy^^  Polare.  Hier  sind  wiederum  auch  für  die  nicht 
auf  G"^  gelegenen  Punkte  zugeordnete  Kurven  vorhanden,  und  es  er- 
gibt sich  eine  Koinzidenzkurve,  offenbar  die  gegebene  Kurve  m^^^  Ord- 
nung, denn  deren  Punkte  allein  fallen  auf  die  zugehörigen  Polaren. 
Ihre  n7n  Schnitte  sind  die  Koinzidenzen  der  Korrespondenz 
fa,  a']  auf  C",  also  a  -f  a  •,  auch  hier  ist  f  =  0. 

In  einem  beliebigen  Strahlenbüschel  ruft  die  Kon*espondenz  [a,  a'] 
eine  Korrespondenz  [na,  na]  hervor,  und  von  den  n(a-{-a)  Koinzi- 
denzstrahlen derselben  gehen  a  -|  a'  nach  den  Koinzidenzpunkten, 
während  die  übrigen  beweisen,  daß  die  Direktionskurve  der  [a,  a'], 
eingehüUt  von  den  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte,  von  der 
Klasse  (n  —  l)(a  -\-  a')  ist. 

Es  sei  nun  m  =  n  und  G^  ohne  Rückkehrpunkte  vorausgesetzt; 
wir  führen  die  zweite  Kurve  7t^^  Ordnung,  in  bezug  auf  welche  die 
Polaren  genommen  werden,  kontinuierlich  in  die  Trägerkurve  G"  über. 
Diese  wird  von  der  in  bezug  auf  sie  genommenen  Polare  eines  Punktes 
X  oder  X'  auf  ihr  in  demselben  berührt,  und  sehen  wir  von  diesen 
Berührungen  ab,  so  haben  wir  noch  ß'  =  a'  —  2  =  w(n  —  ^)  —  2  wei- 
tere Schnitte,  bzw.  ß  =  a  —  2  =  wi  —  2  Schnitte.  Es  entsteht  auf  G^ 
eine  Korrespondenz  [ß,  ß'];  aber  Koinzidenzkurve  ist  die  Trägerkurve 
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C"  selbst  und  als  solche  nicht  geeignet^  die  Koinzidenzen  einzu- 
schneiden. Sehen  wir  aber  zu,  was  uns  die  kontinuierliche  Über- 
führung vom  vorigen  allgemeinen  zum  jetzigen  Fall  bringen  wird. 
Zwei  von  den  Tangenten  der  Direktionskurve,  die  von  einem  X  oder 
X'  ausgehen,  sind  in  die  Tangente  der  0"  in  diesem  Punkte  gerückt, 
so  daß  die  C"  doppelt  gerechnet  von  der  Direktionskurve  sich  ablöst; 
die  Klasse  der  C"  ist  n  =  n(n  —  1)  —  2d.  Es  bleibt  als  Direktions- 
kurve  für  die  [ß,  ß']  eine  Kurve  von  der  Klasse  (n  —  l)(a  -|-  a')  —  2n 
=  (w  —  l)(ß  +  ß'  +  4)  —  2n.  Nunmehr  schließen  wir  umgekehrt  aus 
der  in  einem  Strahlenbüschel  entstehenden  Korrespondenz  [nß,  nß'] 
auf  die  Anzahl  der  Koinzidenzen  von  [ß,  ß'],  nämlich: 

n(ß+ßO-{(^-l)(ß  +  ß^  +  4j-2^-l  =  ß  +  ß-  +  2.2{^^-'^^^^~'^-(j} 

=  ß  +  ß'-h2.2.p. 

Das  ist  die  jFormel  von  Cayley-ßrill,  wenn  t  =  2  angenommen 
wird.  Diese  Annahme  entspricht  der  Definition  von  f  ^  die  Wertig- 
keit ist  die  Anzahl  der  Schnitte,  welche  die  einem  Punkte  X  oder 
X'  der  Trägerkurve  der  Korrespondenz  zugeordnete  Kurve  mit  ihr  in 
diesem  Punkte  gemeinsam  hat. 

Wenn  mit  der  ersten  und  letzten  Polare  operiert  wird,  so  tritt 
noch  eine  Modifikation  ein.  Die  ersten  Polaren  gehen  durch  die 
Doppelpunkte  von  C",  und  so  ergeben  sich  feste  Schnitte  dieser 
Kurven;  es  bleiben  nur  noch  ß'  —  2 d  =  n(n  —  1)  —  2  —  2 d  =  ^"  ver- 
änderliche, so  daß  man  es  nur  mit  einer  Korrespondenz  [ß,  ß"]  zu 
tun  hat.  Jeder  Doppelpunkt  führt  dann,  als  Punkt  des  einen  und 
des  andern  Astes,  auf  dem  er  sich  befindet,  zu  einem  in  ihn  auf 
diesem  Aste  fallenden  weiteren  Schnitt  der  Tangente,  letzten  Polare  (bei 
der  die  Verhältnisse  einfacher  liegen  als  bei  der  ersten).  So  kommen 
2  d  Koinzidenzen  im  Strahlenbüschel  zustande ;  und  es  verbleiben 
ß  +  ß'H-2.2-p  —  2t?=ß-hß"  +  2-2-p  Strahlen,  die  nach  Koinzidenzen 
der  [ß,  ß"]  gehen,  also  so  viele  als  die  Cayley-Brillsche  Formel  ver- 
langt. Diese  Anzahl  ist:  3n{n  —  2)  —  6d,  die  Anzahl  r'  der  Wende- 
punkte; und  diese  Punkte  sind  die  Koinzidenzen  der  [ß,  ß"j , 
welche  jedem  X  der  C"  die  weiteren  Schnitte  X'  seiner  Tan- 
gente und  jedem  X'  die  Berührungspunkte  X  der  von  ihm 
ausgehenden  und  anderwärts  berührenden  Tangenten  zu- 
ordnet. 

Besitzt  die  Kurve  C"  neben  den  d  Doppelpunkten  noch  r  Rück- 
kehrpunkte, so  ist,  weil  die  ersten  Polaren  in  den  letzteren  berühren, 
ß"  =  n(n  —  1)  —  2  —  2d  —  3r;  aber  2p  nimmt  nur  um  2r  ab,  die 
Formel  liefert  dann  3n(n  —  2)  —  6 d  —  1  r,  also  /  -f-  r.  Die  Koinzi- 
denzen der  [ß,  ß"]  sind  in  der  Tat  die  Wendepunkte  und  Rückkehr- 
punkte. 

Sturm,  Geometx.  Verwandtachaften.    IV.  15 
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885  Anders    gestaltet    sich    die    Sache,    wenn    die    einschnei- 

dende Kurve  den  Punkt;  dessen  entsprechende  Punkte  sie 
liefert;  durchweg  enthält,  auch  für  nicht  C  angehörige 
Punkte,  eventuell  mehrmals.  Es  wird  dann  die  bisherige 
Koinzidenzkurve,  welche  die  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  ein- 
schneidet, illusorisch;  jeder  Punkt  der  Ebene  hat  die  Eigenschaft,  mit 
einem  oder  mehreren  Punkten  der  zugeordneten  Kurve  zu  koinzidieren. 
Wir  müssen  dann  eine  anders  definierte  Koinzidenzkurve  herstellen 
und  wollen  dies  zuerst  an  einem  Beispiel  involutorischen  Entsprechen s 
zeigen.  Bei  solchem  Entsprechen  sind  die  demselben  Punkte  X  =  Y' 
in  dem  einen  und  andern  Sinne  zugeordneten  Kurven  identisch. 

Wir  betrachten  die  durch  einen  Strahlenbüschel  0  in  eine  Kurve 
^ter  Ordnung  eingeschnittene  Involution  n}^^  Grades,  in  der  also  jedem 
Punkte  der  0"  n  —  1  andere  involutorisch  entsprechen.  Einschnei- 
dende Kurve  ist  eben  jedesmal  der  Strahl  des  Büschels  durch  den 
Punkt.  Wir  dehnen  dies  auf  die  ganze  Ebene  aus  und  suchen  den 
Ort  der  Punkte,  für  welche  die  letzte  Polare  nach  C"  in  diesen 
Büschel  fällt.  Geschieht  dies  für  einen  Punkt  von  0",  so  wird  sie 
Tangente,  und  ihr  Berührungspunkt  ist  Koinzidenz  oder  Doppelpunkt 
jener  Involution.  Der  genannte  Ort  ist  die  erste  Polare  von  0  und 
ihre  n{n  —  1)  Schnitte  mit  C^  sind  die  Berührungspunkte.  Die  In- 
volution ist  als  Korrespondenz  eine  [n  —  1,  w  —  1];  zu 

führt  die  Formel  von  Cayley-Brill,  wenn  t=  1  angenommen  wird; 
was  dem  Umstände  entspricht,  daß  durch  jeden  Punkt  die  einschnei- 
dende Kurve  einmal  geht. 

Hat  die  Kurve  d  Doppelpunkte,  so  gehören  diese  doppelt  zu  den 
Schnitten  der  ersten  Polare;  sie  vermindern  n  und  die  Zahl  der 
Koinzidenzen  um  2c?,  aber  andererseits  auch  2p.  Ein  Rückkehrpunkt 
vermindert  n  um  3,  2p  nur  um  2.  Daher  ist  wiederum  a  +  a'-f  2^ 
gleich  der  Summe  der  Anzahlen  der  Koinzidenzpunkte  und  der  Rück- 
kehrpunkte. 

Liegt  0  auf  C%  so  handelt  es  sich  um  eine  Involution  {n  —  1)^^ 
Grades  oder  involutorische  Korrespondenz  [n  —  2,  n  —  2]]  von  den 
Schnitten  der  ersten  Polare  von  0  absorbiert  dieser  2,  und  die 
Formel  führt  wiederum  zum  richtigen  Resultate. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Involution  (X,  X')  (eindeutige  involu- 
torische Korrespondenz),  welche  auf  einer  Kurve  4.  Ordnung  C^  mit 
zwei  Doppelpunkten!)^,  Dg  durch  den  Kegelschnitt-Büschel (D^ Dg I^F'); 
dessen  Grundpunkte  Y,  Y'  auch  der  C^  angehören,  entsteht  (Nr.  879) 
und  der  zentralen  Involution  auf  C^  entspricht. 

Hier  ist  jedem  Punkte  der  durchgehende  Kegelschnitt  des 
Büschels    zugeordnet,    also    ist    T  =  1-      Jeder    Punkt    bedingt    den 
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Büschel  seiner  Polaren  in  bezug  auf  die  Kegelschnitte  des  Büschels/) 
in  ihm  die  Tangente  des  Punktes  an  den  zugeordneten  Kegelschnitt. 
Koinzidenzkurve  ist  hier  der  Ort  der  Punkte,  für  welche  die  zu- 
gehörige gerade  Polare  in  bezug  auf  C^  in  diesen  zugeordneten 
Büschel  fällt. ^)     Er  ist  5.  Ordnung. 

Auf  einer  beliebigen  Gerade  erhalten  wir  eine  Korrespondenz 
[3,  2]  der  Punkte  Zj  Z\  die  sich  folgendermaßen  entsprechen.  Jeder  Z 
hat  eine  gerade  Polare  nach  (7*;  ihre  Polkurve  bezüglich  des  Kegel- 
schnitt-Büschels (Nr.  691)  trifft  /  in  den  zwei  entsprechenden  Punkten 
Z'.  Ein  Z'  führt  zunächst  zu  einem  Polarenbüschel  3  bezüglich 
jenes  Büschels,  und  in  ihn  fallen  die  geraden  Polaren  von  drei  Punkten 
Z  der  Gerade  l,  denjenigen,  in  denen  l  von  der  ersten  Polare  des 
Scheitels  3  geschnitten  wird.  In  jeden  der  Punkte  D^^  Dg  fallen 
sechs  Schnitte  und  in  jeden  der  Punkte  F,  Y'  zwei  Schnitte  der 
Koinzidenzkurve  mit   C^. 

In  der  Tat,  wenn  l  durch  D^  geht,  so  erhalten  wir,  von  diesem 
Punkte  mit  unbestimmter  geraden  Polare  absehend,  eine  Korrespon- 
denz [2,  2],  indem  nur  die  beiden  andern  Schnitte  der  ersten  Polare 
von  3  öiit  l  herangezogen  werden.  Von  ihren  vier  Koinzidenzen 
rückt  aber  noch  einer  in  Dj,  weil  dieser  mit  dem  zugehörigen  3 
identisch  ist  und  seine  erste  Polare  in  ihm  ebenfalls  einen  Doppel- 
punkt hat,  also  noch  einer  der  ferneren  Schnitte  in  ihn  gerückt  ist; 
somit  hat  l  nur  noch  drei  Schnitte  mit  der  Kurve  5.  Ordnung  und 
D^  ist  Doppelpunkt  für  sie.  Seine  Tangenten  an  C^  sind  auch  die 
der  ersten  Polare  und  werden  es  auch  für  diese  Kurve. 

Ebenso  berührt  sie  die  C^  in  Y  und  Y' .  Man  beachte,  daß  ein 
Punkt  und  der  Scheitel  des  Polarenbüschels  in  der  involutorischen 
quadratischen  Verwandtschaft  /n  stehen  und  den  Koinzidenzpunkten 
D^y  Dg,  Yy  Y'  entsprechende  Punkte  auf  demselben  Strahle  sich 
nähern  (Nr.  812),  so  daß  z.  B.  für  den  Nachbarpunkt  von  Y  auf  C^ 
der  genannte  Scheitel  unendlich  nahe  in  2.  Ordnung  an  der  Tangente 
liegt. 

Nach  Abzug  dieser  2  •  6^)  -f  2  •  2  =  16  Punkte  bleiben  noch  vier 
Punkte  der  (7^,  in  denen  die  Tangente,  als  gerade  Polare,  dem 
Polarenbüschel  in  bezug  auf  {JD^D^YY')  angehört,  demnach  Tangente 

1)  Das  ist  Brills  Konnex  <^{itJL,v,w\  x,y,z)  =  0  (Math.  Annalen  Bd.  31 
S.  385),  durch  den,  wenn  die  Kurven  ip  =  0  einen  Kegelschnitt -Büschel  bilden, 
jedem  Punkte  der  genannte  Polarenbüschel,  jeder  Gerade  der  Ort  ihrer  Pole  zu- 
geordnet wird ;  sind  a^x^  -\-  a^y^  -\-  a^z^  =  0,  b^^x^ -\- h^y^  -{-b^z^  =  0  zwei  Kegel- 
schnitte aus  diesem  Büschel,  so  ist  O  =  u{a^  b^)yz  -|-  v\a^b^)zx  -}-  ic{a^  b^)ocy  =  0. 
Im  vorigen  Falle  sind  x,  y,  z  aus  et)  =  0  herausgegangen;  und  es  hat  sich  ein 
fester  Strahlenbüschel  ergeben. 

2)  F{x,  y,z)  =  0  (a.  a.  0.  S.  393). 

3)  Diese  6  ist  a(b -f  b' -f  ß(a  —  1))  bei  Brill,  S.  398,  wo  ß  =  l,  a  =  2, 
b  =  6'  =  1. 

16* 
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des  durch  den  Punkt  gehenden  Kegelschnitts  desselben  ist,  dieser  also 
die  (7*  berührt,  wodurch  ein  Doppelpunkt  der  Involution  (X,X')  entsteht. 
886  Wir    wollen    eine    Kurve    von    der    Ordnung    w    mit    den 

Kegelschnitten  eines  Systems  ()li,  v)  schneiden,  um  die  An- 
zahl der  Berührungen  zu  ermitteln.  Die  Charakteristiken  )u,  v 
seien  etwas  allgemeiner  definiert,  als  die  Anzahlen  der  Kurven  des 
Systems,  in  bezug  auf  welche  zwei  gegebene  Punkte  Ä,  Ä  oder  zwei 
gegebene  Geraden  a,  a  konjugiert  sind  (Nr.  422).  Vereinigen  sich 
jene  oder  diese,  so  ergibt  sich  die  gewöhnliche  Bedeutung  von  )li,  v. 
Aus  jener  allgemeineren  Definition  folgt  sofort,  daß  |u  die  Klasse  der 
Kurve  der  Polaren  eines  festen  Punktes  und  v  die  Ordnung  des  Orts  der 
Pole  einer  festen  Gerade  ist.  Die  Tangenten  jener  Kurve  aus  dem  Punkte 
sind  diejenigen,  die  in  ihm  die  durchgehenden  Kegelschnitte  berühren. 
Durch  die  Kurven  von  (|u,  v)  entsteht  auf  (7"  eine  involutorische 
Korrespondenz  [\x{2n  —  1),  )u(2w  —  1)]  oder  \\^{^n  —  1)]  mit  der  ein- 
facheren Bezeichnung  von  Nr.  185.  Von  deren  Koinzidenzen  ent- 
stehen die  einen  durch  die  2)u  —  v  Punktepaare  im  System  (|u,  v) 
(Nr.  186),  als  Schnittpunkte  der  Doppellinien  mit  C%  also  n{^\x.  —  v). 
Die  andern  stammen  von  Berührungen  her;  zu  deren  Zahl  kommen 
wir  auf  folgende  Weise.  Wir  haben  den  Ort  eines  Punktes  auf- 
zusuchen, dessen  gerade  Polare  in  bezug  auf  C"  zugleich  seine  Polare 
in  bezug  auf  einen  Kegelschnitt  von  (|li,  v)  ist,  also  die  Polaren- 
enveloppe  ju*®""  Klasse  des  Punktes  berührt.  Wie  oben  entsteht  auf 
einer  Gerade  l  eine  Korrespondenz  [ju(w  —  1),  v]  der  Punkte  Z,  Z' \ 
einem  Z  korrespondieren  die  Schnitte  Z'  der  Polkurve  v*®'"  Ordnung, 
in  bezug  auf  ()u,  v),  seiner  geraden  Polare  nach  C";  die  Polaren- 
enveloppe  eines  Z\  )li*®^  Klasse,  hat  mit  derjenigen  (n  —  1)*®'^  Klasse 
der  geraden  Polaren  der  Punkte  von  l  (Nr.  684)  nach  C"  |u(w  —  1) 
Tangenten  gemein,  deren  Pole  (nach  O"")  auf  l  die  dem  Z'  zu- 
gehörigen Punkte  Z  sind;  also  hat  jener  Ort  die  Ordnung  |u(w  —  1)  -f  v.^) 
Für  einen  Schnitt  dieser  Kurve  mit  C"  gilt,  daß  seine  gerade  Polare 
für  0^  die  Tangente  in  ihm  an  diese  Kurve  ist;  sie  ist  zugleich  seine 
Polare  nach  einem  Kegelschnitte  von  (|li,  v),  also,  weil  sie  durch  ihn 
geht,  die  Tangente  eines  der  durch  ihn  gehenden;  und  so  kommt 
Berührung  zustande.  Die  Anzahl  der  Schnittpunkte  ist  n\\k{n—  1)  -|-  v], 
und  alle  sind  solche  Berührungspunkte,  wenn  wir  C"  allgemein  vor- 
aussetzen; die  Klasse  n  ist  w(>^  —  1),  und  wir  können  diese  Zahl 
der  berührenden  Kegelschnitte  in  der  Form 

schreiben  (vgl.  Nr.  839).     Die   Gesamt -Anzahl   der  Koinzidenzen   der 
involutorischen  Korrespondenz  ist  daher 

)Liw' +  VW  +  w(2|Li  —  v); 

1)  Creme  na,  Einleitung  in  eine  geometrische  Theorie  der  ebenen  Kurven,  S.  282. 
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diese  Zahl  übertrifft  a  +  a'  =  2)li  (2w  —  1)  um  )u  (w  —  1)  (n  —  2)  =  2|lij); 
entsprecliend  der  Cayley-Brillschen  Formel;  f  ist  in  der  Tat  gleich 
^,  weil  die  einschneidende  Kurve  der  Inbegriff  der  )li  durch  den  Punkt 
gehenden  Kegelschnitte  ist. 

Ist  M  ein  m-facher  Punkt  der  C",  so  löst  sich  für  eine  durch- 
gehende Gerade  l  von  der  Enveloppe  (n  —  ly^"^  Klasse  der  letzten 
Polaren  der  Büschel  um  ihn  (m  —  l)-fach  ab,  weil  jede  erste  Polare 
so  oft  durch  ihn  geht;  die  restieronde  Kurve  ist  von  der  Klasse 
w  —  1  —  (m  —  1),  und  auf  l  entsteht  eine  Korrespondenz  [)u(w  —  m),  v]; 
daraus  folgt,  daß  M  auf  der  Koinzidenzkurve  \i(m  —  l)-fach  ist; 
es  bleiben,  wenn  so  die  vielfachen  Punkte  abgezogen  werden, 
n\f  -f  )uw(«  —  1)  —  \i  ^m(^m  —  1)  =  \xn  -\-  vn  Schnitte  übrig,  also  die 
obige  Zahl.  Die  von  den  Punktepaaren  des  ()li,  v)  herrührenden  Koinzi- 
denzen bleiben  bestehen,  2})  dagegen  erfährt  ebenfalls  die  Verringerung 
um^m(w  — 1);   also   bleibt   die  Cayley-Brillsche  Zahl  gültig. 

Sollten  von  den  7n  Tangenten  des  m- fachen  Punktes  sich  s  in 
eine  Gerade  vereinigen,  so  nimmt  der  Punkt  noch  )li(5  —  1)  Schnitt- 
punkte in  sich  auf,  ^)  die  Klasse  n  verkleinert  sich  um  s  —  1  und 
die  Berührungszahl  ist  wieder  juw  -f  vw.  Aber  2p  wird  nicht  ver- 
mindert. Der  Cavley-Brillschen  Formel  muß  ein  solche  Rückkehr- 
elemente  berücksichtigender  Subtrahend  hinzugefügt  werden;  wie  ihn 
Brill  auch  eingeführt  hat  (S.  399). 

Wir  können  zu  der  Zahl  der  Berührungen  ohne  ab- 
zuziehende Koinzidenzen  kommen,  wenn  wir  auf  C"  eine 
andere  nicht  involutorische  Korrespondenz  herstellen. 

Die  Kurve  der  Berührungspunkte  der  Tangenten  aus  einem 
Punkte  0  an  die  Kegelschnitte  von  (|u,  v)  ist  von  der  Ordnung  )li  +  v. 
Denn  in  ihnen  schneiden  sich  diese  Kurven  je  mit  den  zugehörigen 
Polaren  von  0,  und  da  diese  eine  Kurve  ju^^''  Klasse  umhüllen,  so 
entsteht  auf  einer  Gerade  l  eine  Korrespondenz  [2|li,  )li].  In  bezug 
auf  ein  Punktepaar  des  Systems  ist  die  Polare  von  0  mit  der  Doppel- 
gerade desselben  identisch;  so  kommen  wir  zu  2\i  —  \  Koinzidenzen; 
die  |u  -|-  V  übrigen  beweisen  die  behauptete  Ordnung.  Ersichtlich  ist 
0  auf  ihr  ju-fach  und  die  Tangenten  der  durchgehenden  Kegelschnitte 
von  (|Li,  v)  sind  auch  die  Tangenten  dieser  Kurve;  eine  beliebige  Ge- 
rade durch  0  trifft  die  Kurve  noch  in  den  v  Punkten,  in  denen  sie 
von  Kegelschnitten  des  Systems  berührt  wird.  Auf  diese  Weise  wird 
jedem  Punkte  X  der  Ebene  eine  Kurve  ()u  -f  v)**^  Ordnung  von 
Punkten  X'  zugeordnet,  auf  welcher  er  )a-fach  ist,  also  jedem  Punkte 
X  von  C"  die  >^ ()li  -f  v)  —  )U  =  ^  (w  —  1)  -j-  wv  weiteren  Schnitte  X\ 

Einem  X'  sind  dann  aUe  Punkte  X  der  )li  Tangenten  der  durch- 
gehenden Kegelschnitte  zugeordnet,  also  eine  Kurve  jn^^''  Ordnung,  auf 

1)  Cremona,  a.  a.  0. 
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welcher  X'  auch  )u-fach  ist  mit  diesen  Geraden  als  Tangenten.  Der- 
selbe Punkt  hat,  als  X  oder  X',  verschiedene  zugeordnete  Kurven; 
auf  beiden  ist  er  )u-fach  mit  denselben  Tangenten.  Die  )u  Tangenten 
sind  zugleich  die  ja  Tangenten  aus  ihm  an  seine  Polarenkurve  )u*®' 
Klasse.  Einem  Punkte  X'  von  C"  sind  also  die  }i(n  —  1)  übrigen 
Schnitte  X  dieser  Tangenten  entsprechend;  und  wir  haben  auf  C" 
eine  Korrespondenz 

[ju(w  —  1),  }A(n  —  1)  +  vw]. 

Koinzidenzkurve  ist  dieselbe  Kurve  von  der  Ordnung  |u(>^—  1)  +  v 
wie  oben;  und  ihre  Schnitte  führen  zu  den 

Berührungen.   Diese  Zahl  übertrifft  die  Summe  a  -\-  a  =  2 }i(n  —  1)  -\-  vn 
um  IX (n  —  2(fi  —  1))  =  2 jap;  wofern  keine  Rückkehrelemente  vorhan- 
den sind. 
887  Interessant  ist  folgende  Korrespondenz,  die  zur  Anzahl  d'  der 

Doppeltangenten  einer  C"  führt,  welche  wir  der  Einfachheit 
halber  allgemein  annehmen.     Nach   den  PI  ück  er  sehen  Formeln  ist: 

2d'  =  n(n  —  3)(n^-\-n~&). 

Wir  ordnen,  involutorisch,  jedem  Punkte  X  der  Kurve  G^  die  je 
w  —  3  weiteren  Schnitte  X'  der  n  —  2  von  ihm  ausgehenden  Tan- 
genten, außer  ihm  selbst  und  den  Berührungspunkteu,  zu;  diese  Kor- 
respondenz [{n  —  2)(n  —  3)]  induziert  in  einem  Strahlenbüschel  eine 
ebenfalls  involutorische  Korrespondenz  ln(n  —  2)  (n  —  3)].  Deren 
Koinzidenzen  rühren  von  denen  jener  und  von  ihrer  Direktionskurve 
her.  Diese  ist  die  gegebene  Kurve  selbst,  aber  ^(n  —  2)(n  —  3)-fach; 
denn  jede  Tangente  trägt  so  viele  Paare  entsprechender  Punkte;  weil 
es  sich  aber  um  involutorisches  Entsprechen  handelt,  so  ist  noch  eine 
Verdoppelung  notwendig;  die  Anzahl  der  Koinzidenzen  auf  (7"  ist  also 
2n  (n  —  2)  (w  —  3)  —  2  •  n  •  \{n  —  2)  (w  —  3);  das  ist,  weil  n  =n{n—  1), 
das  obige  2d\  die  Zahl  der  Berührungspunkte  der  Doppeltangenten. 
Die  einschneidende  Kurve  besteht  aus  den  n—2  Tangenten,  und  y 
ist  =  >^'—  2;  aber  2(n  —  2)  {n  —  ?>)  -\-  2^p  führt  nicht  zu  2d\  Das 
hängt  damit  zusammen,  daß  jene  Kurve  nicht  bloß  die  (n  —  2)  (w  —  3) 
entsprechenden  Punkte  einschneidet,  sondern  auch  die  n — 2  Be- 
rührungspunkte, und  diese  Punkte  nicht  feste  Punkte  sind.  Cajley 
bringt^)  durch  eine  „Zerspaltung"  doch  ein  der  Formel  genügendes 
Resultat  zustande.  Es  liegen  zwei  Korrespondenzen  vor,  die  jetzige, 
welche  jedem  Punkte  X  der  Kurve  {yi  —  2){n  —  3)  andere  X'  in- 
volutorisch  zuordnet  (a  =  a' =  (?/ —  2)  (?«  —  3)),  und  die  früher  be- 
trachtete, welche  ihm  die  ^"  =  n' — 2  Berührungspunkte  X"  zuordnet 
und  jedem  X"  die   ß  =  «^  —  2  weiteren   Schnitte  X  seiner  Tangente. 

1)  Proc.  London  Math.  Soc.  Bd.  1. 
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Diese  hat  die  r  =  3n(n  —  2)  Wendepunkte  zu  Koinzidenzen,  die 
jetzige  die  2d'  Berülirungspunkte  der  Doppeltangenten.  Er  bildet 
dann  die  Differenzen  2d'  —  (a  -\-  a'),  /—  (ß  -f-  ß"),  verdoppelt  letztere, 
weil  diese  Korrespondenz  von  „Berührungs- Schnitten"  herrührt-,  die 
Summe  ist  2(n  —  2)p  =  2 -^p. 

Wenn  auch  so  gezeigt  ist,  daß  „die  Formel  nicht  versagt",  so 
ist  damit  doch  kein  klarer  „Vorgang'^  gewonnen.  Jedenfalls  erhellt, 
daß  die  „Einschneidung"  doch  recht  mannigfaltig  sein  kann.  Und 
was  ist  hier  die  Kurve,  die  einem  nicht  der  C"  angehörigen  Punkte 
zugeordnet  ist,  und  die  Koinzidenzkurve? 

Ich  begnüge  mich  mit  diesen  Erörterungen  und  komme  am 
Schlüsse  auf  die  Korrespondenzen  zurück,  bei  denen  die  Anzahl  der 
Koinzidenzen  <  a  -|-  a'  ist;  da  hat  man  auch  „Spaltungsprozesse"  ver- 
sucht, z.  B.  bei  der  E(X,  X')  auf  C^  folgendermaßen.  Wenn  0,  0' 
die  gegebenen  entsprechenden  Punkte  sind,  so  müssen  sich  ja  0' X 
und  OX'  auf  der  Kurve:  in  Y  schneiden  Es  sind  dann  X  und  Y 
entsprechend  in  der  zentralen  Involution  (0').  Man  betrachte  die 
Korrespondenz,  in  welcher  dem  X  die  beiden  Punkte  X^  zugeordnet 
sind,  von  denen  der  eine  der  Y,  der  andere  der  dritte  Schnitt  X' 
von  OY  ist.  Einem  X^  korrespondieren  auch  zwei  Punkte  X;  der 
eine  ergibt  sich,  wenn  X^  ^  Y,  als  dritter  Schnitt  X  von  O'Y,  der 
andere,  wenn  X^  ^  X'  ist  und  Y  der  dritte  Schnitt  von  0X\  als 
dritter  Schnitt  X  von  0'  Y.  Zugeordnete  Kurve  von  X,  welche  die 
beiden  X^  einschneidet,  ist  die  Gerad(^  OYX\  Es  gehen  die  in  (0) 
gepaarten  Punkte  X^,  Y  durch  (0')  in  X  nnd  X  über;  diese  sind 
gepaart  in  der  Involution  (Oj^),  deren  Zentrum  im  dritten  Schnitt 
von  OT  liegt,  wofern  T  der  Tangentialpunkt  von  0'  ist  (Nr.  853). 
Die  dem  X^  entsprechenden  Punkte  X  und  X  werden  also  durch 
O^XX  eingeschnitten.  Für  diese  Korrespondenz  [2,2]  auf  C^  haben 
wir  somit  einschneidende  Kurven,  und  zwar  solche,  die  nicht  durch 
die  Punkte  X,  bzw.  X^  gehen,  denen  sie  zugeordnet  sind.  Daher  ist 
f  =  0  anzunehmen,  und  die  Cayley-Brillsche  Formel  führt  zu  vier 
Koinzidenzen.  Eine  Koinzidenz  tritt  dann  ein,  wenn  X  sich  mit  Y 
oder  mit  X'  vereinigt;  Y  ist  aber  dem  X  in  der  zentralen  Involution 
(0')  gepaart  und  vereinigt  sich  viermal  mit  ihm.  Damit  sind  die 
Koinzidenzen  erschöpft,  und  es  bleiben  keine,  in  denen  sich  X  und  X' 
vereinigen.  Zum  richtigen  Resultate  sind  wir  gelangt;  aber  der  Prozeß 
ist  gekünstelt,  die  Korrespondenz,  in  welcher  die  beiden  einem  Punkte 
entsprechenden  Punkte  verschiedenartig   definiert  sind,   ungewöhnlich. 

Es  wird  wohl  notwendig  sein,  daß  zunächst  noch  eine  größere 
Anzahl  von  Beispielen  von  Korrespondenzen  auf  nicht  unikursalen 
Kurven  untersucht  werden.  Nr.  900  im  nächsten  Paragraphen  wird 
uns  ein  Beispiel  von  ziemlicher  Allgemeinheit  bringen. 


Neunter  Teil. 
Mehrdeutige  Verwandtschaften  zwischen  Feldern. 

§  124.  Zweieindeutige  Verwandtschaften,  insbesondere  vom  2.  und 

3.  Grade.i) 

888  Einem  Punkte   des   Feldes  Z  soll  ein  Punkt  von  Z'  und  einem 

Punkte  von  Z'  sollen  zwei  Punkte  von  Z  korrespondieren;  wir  sagen 
dann,  es  bestehe  eine  zweieindeutige  Verwandtschaft  zwischen  Z  und  Z', 
wobei  das  zuerst  genannte  Feld  dasjenige  ist,  von  dem  zwei  Punkte 
einem  Punkte  des  andern  korrespondieren,  und  wollen  sie  dem  ent- 
sprechend auch  durch  Xg  i  bezeichnen.  Das  Feld  Z',  dessen  Punkten 
zwei  Punkte  im  andern  entsprechen,  nennt  Paolis  das  doppelte,  Z 
das  einfache. 

Als  Grad  w  der  Verwandtschaft  bezeichnen  wir  wiederum 
die  Anzahl,  wie  oft  entsprechende  Punkte  bzw.  auf  ge- 
gebenen Geraden  von  Z  und  Z'  liegen;  es  entspricht  dann 
einer  Gerade  l  von  Z  wie  einer  Gerade  V  von  Z'  eine  Kurve 
^ter  Ordnung,  C  in  Z',  C  in  Z.  Die  Kurven  C  sind,  wegen 
der  eindeutigen  Beziehung  je  auf  die  entsprechende  Gerade  l,  vom 
Geschlechte  0;  das  Geschlecht  p  der  Kurven  G  bezeichnen  wir  als 
das  Geschlecht  der  Verwandtschaft. 

Heben  wir  aber  sofort  den  Unterschied  hervor,  daß,  wenn  ein 
Punkt  die  V  durchläuft,  die  beiden  entsprechenden  die  C  beschreiben, 
von  den  den  Punkten  der  C  entsprechenden  aber  je  nur  einer  die 
l  durchläuft. 

In  Z  erhalten  wir  eine  der  %^  ^  verbundene  involu- 
torische  eindeutige  Verwandtschaft  %^  j,  in  welcher  je  die 
beiden  Punkte  entsprechend  sind,  welche  dem  nämlichen 
Punkte  von  Z'  korrespondieren,  auf  jeder  Kurve  C  also  eine 
Involution  solcher  verbundenen  Punkte. 

Von  dem  doppelt  unendlichen  System  der  Kurven  C 
ersehen  wir,  daß  durch  zwei  gegebene  Punkte  vier  gehen;  sie 
entsprechen  den  vier  Geraden,  welche  die  dem  einen  korrespondieren- 


1)  Vgl.  drei  Abhandlungen  von  de  Paolis:  Memorie  dell'  Accademia  dei 
Lincei  Ser.  III  Bd.  1  und  2,  —  Einige  mehrdeutige  Verwandtschaften,  insbesondere 
ineinander  liegender  Gebilde  haben  wir  gelegentlich  schon  gehabt,  z.  B.  in  §  117. 
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den  beiden  Punkte  mit  den  dem  andern  korrespondierenden  verbinden. 
Die  oo^  Kurven  C,  die  durch  einen  Punkt  X'  geben,  zer- 
fallen in  zwei  getrennte  Reiben,  welcbe  bzw.  den  Strablen  des 
Büschels  um  den  einen  entsprechenden  Punkt  X  und  um  den  andern 
entsprechenden  Punkt  X  korrespondieren;  gemeinsam  ist  ihnen  die 
C\  welche   der  XX   entspricht;   sie    hat   den  X'  zum  Doppelpunkte. 

Einfacher  ist  das  System  der  0,  weil  durch  zwei  Punkte  nur 
eine  Kurve  C  geht.  Dies  System  muß  so  beschaffen  sein,  daß 
zwei  beliebige  seiner  Kurven  nur  zwei  veränderliche 
'Schnittpunkte  haben,  welche  dem  Schnittpunkte  der  korrespon- 
dierenden Geraden  entsprechen:  ihr  Büschel  entspricht  dem  Strahlen- 
büschel um  den  Schnittpunkt. 

Zwei  solche  Büschel  (X^,  Xj),  (Xg,  Xg)  haben  die  Kurve  C  ge- 
meinsam, welche  durch  X^,  Xg  und  infolgedessen  auch  durch  X^,  Xg 
geht.  Wenn  also  Cq,  Oj,  Cg  Kurven  des  Systems  sind,  so  liegt  jede 
vierte  in  einem  der  Büschel,  welche  von  Cq  nach  einer  Kurve  von  C^  G^ 
gehen.     Das  System  ist  also  ein  Netz  N. 

Zwischen  diesem  Kurvennetze  in  Z  und  dem  Geraden- 
felde in  Z'  besteht  Kollineation. 

Das  Netz  muß  so  viele  gemeinsame  Punkte,  x^  einfache, 
x^  zweifache,  ...  haben,  daß: 

^r^x^=  n^—  2, 
oder  einfacher: 

1)  3-2=  w^- 2, 

wo  mit  r  die  Vielfachheit  irgend  eines  gemeinsamen  Punktes  des 
Netzes  bezeichnet  und  die  Summe  über  alle  gemeinsamen  Punkte  aus- 
gedehnt ist. 

Die  Ja c ob i sehe  Kurve  des  Netzes  beweist  die  Existenz  von  nur 
oo^  (nicht  in  gemeinsame  Punkte  fallenden)  Doppelpunkten.  Besäße 
also  jede  Kurve  des  Netzes  einen  Doppelpunkt,  so  müßte  sie  ihn  je 
mit  oo^  andern  gemeinsam  haben,  was  die  Gemeinsamkeit  von  vier 
Punkten  zweier  solchen  Kurven,  außer  den  festen  Punkten,  bedeuten 
würde.^) 

Daher  bewirken  die  gemeinsamen  vielfachen  Punkte 
schon  das  Geschlecht  p,  und  wir  haben: 

2)  ^r(r  -  1)  =  (w  -  1)  (?^  -2) -2p. 
Daraus  folgt: 

3)  ^r  =  3n-4:  +  2p, 
und:                        ,^ 

i^r(r  -f-  1)  =  in{n  -j-  3)  -  3  +i). 

1)  Die  Bedin^ng,  daß  eine  Kurve  einen  nicht  gegebenen  Doppelpunkt 
habe,  ist  nicht  linear;  C30^  Kurven,  welche,  außer  linearen  Bedingungen,  noch 
diese  Bedingung  erfüllen,  können  kein  lineares  System  bilden. 
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Wenn  also  jp  =  1  ist,  so  bestimmen  diese  gemeinsamen  Punkte  gerade 
das  Netz;  ist  ^  =  0,  so  bestimmen  sie  ein  dreifach  unendliches  liueares 
System  von  Kurven,  in  dem  das  Netz  sich  befindet;  ist  hingegen 
^j>l,  so  bestimmen  sie  kein  Netz,  vielmehr  ist  eine  Beziehung 
zwischen  den  Punkten  notwendig,  damit  ein  Netz  zustande  komme. 
Dadurch  wird  die  Untersuchung  der  Verwandtschaften  von 
höherem  Geschlechte  als  1  erheblich  schwieriger.  Einige 
Bemerkungen  finden  sich  am  Schlüsse  der  ersten  Abhandlung  von 
de  Paolis. 
889  Vielleicht  ist  es  gut,  zunächst  die  einfacheren  Fälle  >^  =  2 ,  3  zu 

betrachten. 

Der  erstere  fordert  p  =  0,  im  andern  sind  p  =  \  und  p  =  0 
möglich. 

Bei  n  =  2  kann  r  nur  1  sein;  das  Netz  N  der  Kegelschnitte 
C  hat  zwei  feste  Grundpunkte  Q,  R.  Für  ein  solches  Netz 
haben  wir  in  Nr.  812  gefunden,  daß  die  veränderlichen  Grundpunkte 
der  Büschel  in  einer  involutorischen  quadratischen  Verwandtschaft 
erster  Art  Ii  entsprechend  sind.  Die  Ja co bische  Kurve  des  Netzes 
zerfällt  in  die  Gerade  o  =  QR,  auf  welcher  die  Doppelpunkte  der- 
jenigen Geradenpaare  des  Netzes  liegen,  zu  denen  o  gehört,  —  o-Ge- 
radenpaare  — ,  und  einen  durch  Q,  R  gehenden  Kegelschnitt  Q,  welcher 
von  den  Doppelpunkten  der  Geradenpaare  des  Netzes  erzeugt  wird, 
deren  Geraden  bzw.  durch  Q,  R  gehen  (Nr.  687).  Die  zweiten  Geraden 
jener  o- Geradenpaare  gehen  alle  durch  den  Pol  0  von  o  in  bezug  auf 
Q.  Für  jene  Ij  sind  Q  Basis  und  0  Zentrum.  Auf  jedem  Strahle 
durch  0  befindet  sich  eine  Involution  von  entsprechenden  Punkten, 
die  ein  Paar  veränderlicher  Grundpunkte  eines  Büschels  von  N  bilden; 
ihre  Doppelpunkte  liegen  auf  Q,  und  auf  den  Tangenten  0{Q,R)  ist 
sie  parabolisch. 

Die  o-Geradenpaare  bilden  im  Netze  einen  Büschel,  den  durch  0 
ausgeschiedenen.  Er  besitzt  den  einzelnen  Grundpunkt  0  und  eine 
ganze  Gerade  o  von  Grundpunkten. 

Die  mit  der  %^  j  2.  Grades  verbundene  involutorische 
Verwandtschaft  Xj  ^  ist  die  Hirstsche  quadratische  Inversion, 
von  welcher  Q  die  Basis  und  0  das  Zentrum  ist.  Hauptpunkte 
sind  0,  Q,  R  und  zugehörige  Hauptgeraden  o=  QR,  QO,  RO.  In 
ihr  sind  die  Kegelschnitte  G  des  Netzes,  weil  sie  immer  zwei  ver- 
bundene Punkte  zugleich  enthalten,  sich  selbst  entsprechend. 

Zwei  Paare  verbundener  Punkte  liegen  stets  mit  Q,  R 
auf  einem  Kegelschnitte,  nämlich  demjenigen  aus  dem  Netze, 
welcher  den  beiden  Büscheln,  deren  Grundpunkte  jene  sind,  gemein- 
sam ist. 

Einer  Gerade  l  entspricht  in  Xj  ^  ein  durch  0,  §,  R  gehender 
Kegelschnitt;   es   gibt  also   auf   l    zwei   Punkte   X^,  Xg,    welche    die 
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ilmen  verbundenen  Punkte  X^,  X^  wo  also  X^  und  X^,  X^  und  X2 
je  demselben  Punkte  X^^  X^'  in  Z'  korrespondieren,  auf  einer  zweiten 
Gerade  l^  haben.  Die  beiden  Kegelschnitte  C,  welche  den  l  und  l^ 
korrespondieren,  haben  daher  diese  Punkte  X^\  X^,  ferner  den  dem 
11^  entsprechenden  Punkt  gemeinsam;  der  vierte  gemeinsame  Punkt 
^ird  ein  Hauptpunkt  in  Z'  sein.  Ist  0'  der  Scheitel  des  Strahlen- 
büschels in  Z',  welcher  dem  Büschel  der  0- Geradenpaare  entspricht, 
so  ist  von  den  beiden  korrespondierenden  Punkten  der  eine  der  Punkt 
Oj  der  andere  jeder  beliebige  Punkt  von  0,  und  alle  C  gehen  durch 
0',  weil  jede  l  die  0  trifft. 

Wir  lernen  hier  einen  Hauptpunkt  0'  des  doppelten  Feldes 
kennen,  der  nach  Paolis'  Bezeichnung  erster  Art  ist,  d.  h.,  von 
welchem  der  eine  korrespondierende  unbestimmt  ist,  eine 
Hauptkurve,  hier  die  Gerade  0,  beschreibt,  während  der  andere 
ein  fester  Punkt  0  ist;  Hauptpunkte  zweiter  und  dritter  Art, 
in  unserm  Falle  noch  nicht  vorhanden,  sind  solche,  wo  beide  korre- 
spondierende unbestimmt  sind  und  entweder  verschiedene 
oder  dieselbe  Kurve  durchlaufen. 

Einem  beliebigen  Kegelschnitte  in  Z'  muß,  weil  er  einen 
C  viermal  trifft,  eine  Kurve  4.  Ordnung  entsprechen,  die  von 
den  beiden  entsprechenden  Punkten  durchlaufen  wird,  da- 
her sich  selbst  verbunden  ist;  für  einen  C"  zerfällt  sie  in  die 
Hauptgerade  0,  die  dem  0'  entspricht,  in  die  korrespondierende  l  und 
den  Kegelschnitt,  der  in  %^  ^  der  l  entspricht,  ihr  verbunden  ist;  er 
geht  durch  0,  weil  dieser  allen  Punkten  von  0,  speziell  hier  dem 
Punkte  lo  verbunden  ist. 

In  Z  sind  §,  B  Hauptpunkte;  sie  haben,  als  einfache  Punkte 
der  C,  auf  jeder  V  einen  entsprechenden;  also  korrespondieren 
ihnen  Haupt  geraden  q',  bzw.  /.  Wir  wissen,  sie  sind  auch  Haupt- 
punkte für  Xi  1;  Paolis  nennt  sie  Hauptpunkte  erster  Art  in  Z. 

Wegen  der  Begegnungspunkte  des  obigen  Kegelschnitts  mit  q^  r 
hat  die  Kurve  4.  Ordnung,  die  ihm  entspricht,  Doppelpunkte  in  Q,  R 
und  ist  vom  Geschlechte  1. 

Einem  Kegelschnitte  in  Z  entspricht,  aus  ähnlichen  Gründen  890 
wie  oben,  eine  Kurve  4.  Ordnung,  diesmal  eindeutig  auf  ihn  be- 
zogen, daher  vom  Geschlechte  0,  also  mit  drei  Doppelpunkten. 
Einer  ist  0',  weil  der  Kegelschnitt  0  zweimal  trifft;  die  andern 
weisen  darauf  hiu,  daß  auf  dem  Kegelschnitte  zweimal  zwei 
verbundene  Punkte  liegen.  In  der  Tat,  die  Kurve,  welche  ihm 
in  Xi  1  korrespondiert,  ist  4.  Ordnung;  die  acht  gemeinsamen  Punkte 
beider  sind  vier  Punkte  auf  Q,  die  sich  selbst  verbunden  sind,  und 
zweimal  zwei  verbundene. 

Geht  der  Kegelschnitt  ^  in  Z  durch   Q,  B,  so   lösen   sich   q,  r 
von  der  Kurve  4.  Ordnung  ab;  es  bleibt,  als  entsprechend  in  Z',  ein 


236       IX.   §  124.  Zweieindeutige  Verwandtschaften,  bes.  2.  und  3.  Grades. 

Kegelschnitt  ^'  übrig;  gehört  ^  sogar  zum  Netze  der  C,  so  er- 
gibt sich,  weil  dann  immer  zwei  verbundene  Punkte  zugleich  ihm 
angehören,  eine  Kurve  von  Doppelpunkten,  die  doppelte  Ge- 
rade V. 

Der  Kegelschnitt  Q,  für  %^.^  der  Ort  der  sich  selbst  ver- 
bundenen Punkte,  wird  für  %2  i  ^^r  Ort  der  vereinigten  je 
demselben  Punkte  von  X'  entsprechenden  Punkte,  die 
Doppelkurve  von  ^2  1  ^^  ^-  Weil  er  durch  §,  R  geht,  so  ent- 
spricht ihm  ein  Kegelschnitt  Q',  der  Ort  der  Punkte  in  l.\ 
deren  entsprechende  koinzidieren,  die  Übergangs-  oder 
Grenzkurve  in  X',  welche  die  Punkte  dieses  Feldes  mit  reellen  ent- 
sprechenden in  Z  von  denen  mit  imaginären  entsprechenden  trennt. 

Wie  jedes  Paar  verbundener  Punkte  in  X,  so  hat  auch  ein 
Paar  koinzidierender  verbundener  Punkte  eine  bestimmte 
Yerbindungsgerade,  die  durch   0  geht. 

Stellen  wir  uns  die  Doppelkurve  als  zwei  unendlich  nahe  neben 
einander  verlaufende  Kurven  Q,  Q  vor,  so  gehört  zu  jedem  Punkte 
der  einen  ein  in  bestimmter  Richtung  unendlich  naher  auf  der  andern 
als  verbundener.  Eine  beliebige  Gerade  l  in  Z  schneidet  Q,  Q  zwei- 
mal in  zwei  unendlich  nahen,  im  allgemeinen  nicht  verbundenen^ 
Punkten.  Daraus  folgt,  daß  der  entsprechende  Kegelschnitt  C  zwei- 
mal zwei  unendlich  nahe  Punkte  mit  der  Grenzkurve  Q'  gemein  hat,. 
sie  doppelt  berührt. 

AlleKegelschnitte  C  berühren  die  GrenzkurveQ'  doppelt, 
und  wir  haben  nun  für  dieses  doppelt  unendliche  System,  wie  not- 
wendig, drei  Bedingungen,  diese  doppelte  Berührung  und  das 
Hindurchgehen  durch  0'. 

Wir  fanden  (Nr.  812),  die  quadratische  Inversion  ^^  ^  ordnet  in- 
volutorisch  jedem  Kegelschnitte  ^  durch  Q,  R  einen  andern  ^,  eben- 
falls durch  Q,  Ry  zu,  der  mit  ihm  und  Q  in  demselben  Büschel  sich 
befindet.  Wir  konnten  diese  Verwandtschaft  als  involutorische  Homo- 
logie in  dem  linearen  System  3.  Stufe  dieser  Kegelschnitte  bezeichnen, 
wobei  Q  das  Zentrum  und  das  Netz  der  sich  selbst  entsprechenden 
Kegelschnitte  C  die  Homologie-Ebene  darstellt. 

Jedem  Kegelschnitte  durch  Q,  R  entspricht  aber  in  der 
Verwandtschaft  ^g  ^  ein  Kegelschnitt  ^'  in  Z'  und  zwei  in 
der  eben  erwähnten  Weise  einander  involutorisch  zugeord- 
neten ^,  ^  derselbe  ^\  Jeder  ^  (oder  M)  trifft  Q  noch  zweimal, 
oder  Q,  Q  zweimal  in  zwei  unendlich  nahen,  aber  nicht  verbundenen 
Punkten;  demnach  berührt  ^'  die  Grenzkurve  doppelt.  _ 

Drei  Punkten  X',  Y\  Z'  von  Z'  sind  entsprechend  X,  X;  YyY\, 
Zy  Z  in  Z;  diese  geben  acht  Tripel  von  Punkten,  deren  jedes  einen 
^   bestimmt;   die   durch  X,  Y,  Z  und  X,  F,  Z  bestimmten  sind  ver- 
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bundene  Kegelschnitte  ^  und  ^;  daher  gehen  durch  X\  F',  Z' 
vier  Kegelschnitte  Ä'. 

Ebenso  wenn  X\  Y'  und  die  Gerade  V  gegeben  sind,  haben 
wir  in  I  die  Paare  X,  X;  Y^T  und  den  Kegelschnitt  C.  Der 
Büschel  der  Kegelschnitte  ^  durch  X,  Y  schneidet  auf  C  eine  In- 
volution ein  und  zwei  von  ihnen  berühren  C.  Die  beiden  Paare  XY, 
XY  geben  so  vier  den  G  berührende  Kegelschnitte,  denen  dann  die 
von  XYj  XY  herrührenden  verbunden  sind;  also  befinden  sich 
im  System  der  £'  vier,  welche  durch  X\  Y'  gehen  und  V 
tangieren. 

Das  genügt  schon,  um  den  Satz  zu  folgern: 

Die  Kegelschnitte  ^'  erschöpfen  das  ganze  System 
3.  Stufe  der  Kegelschnitte,  welche  Q'  doppelt  berühren;  denn 
diesem  kommen  die  genannten  Charakteristiken  4  zu.^) 

Man  beweist  ähnlich,  daß  das  zweifach  unendliche  System 
der  C  die  drei  Charakteristiken  4,  4,  4  hat  und  daher  das  volle 
System  der  Kegelschnitte  ist,  welche  Q!  doppelt  berühren 
und  durch  0'  gehen.  Z.  B.  durch  einen  Punkt  P'  und  tangential 
an  V  gehen  4,  weil  es  vier  Geraden  l  gibt,  die  durch  P  oder  P  gehen 
und  C,  welcher  V  entspricht,  berühren. 

Auf  einem  Kegelschnitte  C  befindet  sich  eine  Involution  ver- 
bundener Punkte;  die  Doppelpunkte  sind  die  weiteren  Schnitte  mit 
Q.  Für  diese  Involution  ist  0  ebenfalls  Zentrum,  und  die  Tangenten 
in  den  Doppelpunkten  gehen  nach  0.  In  diesem  FaUe  erfolgt  an 
beiden  Stellen  der  Schnitt  mit  Q,  Q  so,  daß  die  beiden  unendlich  nahen 
Schnittpunkte  auf  einer  Gerade  durch  0  liegen;  wir  erhalten  einfache 
Schnittpunkte  der  Gerade  V,  welcher  der  C  entspricht,  mit  Q'  und  er- 
kennen die  2.  Ordnung  dieser  Kurve  von  neuem. 

Die  beiden  Kurven  Q  und  Q!  sind  einander  eindeutig  zu-  891 
geordnet;  es  entsprechen  sich   Y^Y  auf  Q  und   Y'  auf  Q'. 

Wir  können  die  Zuordnung  noch  in  einer  zweiten  Weise  ver- 
anschaulichen. Jeder  Punkt  Y  von  Q  ist  Doppelpunkt  eines  (Q,  R)- 
Geradenpaares  von  N'^  die  Involution  hat  sich  bei  diesem  in  eine 
Projektivität  zwischen  den  beiden  Geraden  umgewandelt.  Jede  der- 
selben für  sich  korrespondiert  eindeutig  der  entsprechenden  Gerade 
in  X'.  Die  unendlich  nahen  Schnitte  Y  und  Y  von  QY  mit  Q  und 
Q  sind,  weil  nicht  in  gerader  Linie  mit  0,  nicht  verbunden,  also  be- 
rührt die  entsprechende  Gerade  in  Y'.  Ein  Geradenpaar  (YQ,  YB) 
von  N  entspricht  einer  Gerade  von  Z',  welche  im  entsprechenden 
Punkt   Y'  die    Q'   tangiert.      Für   (o,  QO)   ist   diese   Gerade  q,  und 


1)  Vgl.  z.B.  Chasles,  Sections  coniques  Nr.  497.  —  Die  Projektionen  der 
Kegelschnitte  einer  F^  aus  einem  Punkte  auf  eine  Ebene  führen  zu  einem 
solchen  Systeme. 


238       IX.   §  124.  Zweieindeutige  Verwandtscliafteii,  bes.  2.  und  3.  Grades. 

sie  berührt  in  dem  Punkte  D';  der  in  der  Projektivität  zwischen  QO 
und  (/  dem  Q  entspricht,  und  /  in  dem  analogen  Punkte  3^1';  der 
£iW  entspricht  der  C,  welcher   0{Q,B)  in   Q  und  R  berührt. 

Den  beiden  Tangenten  aus  einem  Punkte  X'  an  Q'  mit  den  Be- 
rührungspunkten Y^,  Y^  entsprechen  die  Geradenpaare  {Y^Q,  Y^IC)^ 
{Y^Q,  Y^B)  und  dem  X'  also  die  Punkte  X  =  {QY^,  BY^\ 
X  =  {BY-^j  QY^)]  dies  liefert  eine  einfache  Herstellungsweise 
der  ^2  17  ^^^  welcher  zwei  projektive  Kegelschnitte  Q  und 
Q'  gegeben  sind  und  auf  dem  ersteren  zwei  feste  Punkte 
Qj  B.  Der  Punkt  X  (oder  X)  führt  durch  Verbindung  mit 
Qy  B  (oder  B,  Q)  zu  Y^,  Y^  auf  Q,  diese  zu  F/,  Y/  auf  Q'  und 
zum  Schnitte  X'  ihrer  Tangenten. 

Bewegt  sich  X'  auf  einer  Gerade  l\  so  bewegen  sich  F/,  Y2 
involutorisch  auf  Q'  (mit  dem  Pol  von  V  als  Zentrum),  ebenso  Y^,  Y^ 
auf  Qy  also  QY^,  BY^  projektiv,  und  X  beschreibt  einen  durch  Q,  B 
gehenden  Kegelschnitt,  dem  auch  je  X  angehört,  weil,  wenn  Y^  nach 
Y2  kommt,  dann  Y^  in  Y^  fällt.  Das  Pascalsche  Sechseck  QQY^BB  Y^ 
lehrt,  daß  X  und  X  mit  dem  Pol  0  von  QB  in  gerader  Linie  liegen, 
und   das  Viereck  QBY^Y2^   daß   sie   in  bezug  auf  Q  konjugiert  sind. 

Bewegt  sich  X  auf  einer  Gerade  ?,  so  bewegen  sich  Y^,  Y^  pro- 
jektiv auf  Q,  ebenso  F^',  Y^  auf  Q',  desgleichen  die  Tangenten  und 
X'  beschreibt  die  Direktionskurve  2.  Ordnung  dieser  Projektivität, 
welche  Q'  in  den  Koinzidenzen  berührt,  die  den  Schnitten  von  l  mit 
Q  entsprechen. 

Dem  Strahlenbüschel  0'  entspricht  der  Büschel  der  o-Gerajden- 
paare,  deren  zweite  Geraden  durch  0  gehen.  Damit  werden,  wenn 
von  0  abgesehen  wird,  die  beiden  Büschel  0  und  0'  einander  pro- 
jektiv zugeordnet,  und  von  zwei  entsprechenden  Strahlen  trägt  der 
von  0  eine  Involution  von  Punktepaaren,  beweglichen  Grundpunkten 
von  Büscheln  im  Netze,  der  von  0'  die  einfache  Reihe  der 
Punkte,  denen  diese  Paare  entsprechen.  Diese  Punktreihe  ist  jener 
Involution  projektiv,  und  immer  entspricht  dem  0'  das  Punktepaar, 
das  aus  0  und  dem  Schnitte  mit  0  besteht.  Den  Strahlen  OQ,  OB 
entsprechen  die  Strahlen  ^',  r'  in  0\ 

Die  Projektivität  zwischen  den  Büscheln  0  und  0'  kann  man 
als  zentrale  Korrelation  der  Felder  auffassen,  in  der  einem  Punkte 
X'  die  Verbindungslinie  x  =  XX  entspricht. 

Der   Punkt    0,   welcher   Hauptpunkt   von   %^  ^   ist,    ist   nicht 
Hauptpunkt  von  X2  1;  ihm  entspricht  nur  0'. 
892  Man  kann  in  Z  00'^  Kegelschnitt -Netze  mit  zwei  Grundpunkten 

herstellen;  denn  diese  Grundpunkte  kann  man  in  c»^  Lagen  wählen 
und  jedes  so  bestimmte  Kegelschnitt -Gebüsche  enthält  00^  Netze. 
Jedes  dieser  Netze  kann  man  dann  auf  00^  Weisen  koUinear  auf  das 
Geradenfeld  von   Z'  beziehen;   daher   sind  zwischen   zwei  festen 
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Feldern  oo^^  zweieindeutige  quadratische  Verwandtschaften 
möglich.  Demnach  wird  es  eine  endliche  Anzahl  geben^  für  welche 
sieben  Paare  entsprechender  Punkte  A,  A']  ...  Gy  G'  gegeben  sind 
und  in  einer  Ebene  ein  Punkt  und  in  der  andern  eine  Gerade,  auf 
welcher  der,  bzw.  einer  der  entsprechenden  Punkte  liegen  soll;  nehmen 
wir  etwa  an,  H  m  J.  und  li  in  Z'.  Für  die  Punkte  0  und  0'  gilt 
dann: 

0{A,...G)7\  0'{A',...G'). 

Folglich  gibt  es,  nach  dem  Probleme  der  ebenen  Projektivität  (Nr.  233), 
drei  Punktepaare,  die  dieser  Anforderung  genügen;  ist  0,  0'  eins  von 
ihnen,  so  wird  nun  der  Strahl  konstruiert,  welcher  in  dieser  Projek- 
tivität dem  OH  korrespondiert,  sein  Schnitt  mit  h\  ist  der  ent- 
sprechende H'.  Jetzt  kommt  es  darauf  an,  weitere  entsprechenden 
Punkte  zu  konstruieren. 

Dazu  gelangen  wir  mit  Hilfe  eines  Spezialfalls  unserer 
Verwandtschaft,  den  wir  vermittelst  einer  Fläche  2.  Grades 
F^  herstellen.^)  Es  werden  die  Punkte  S  derselben  aus  zwei 
Punkten  N  und  P',  von  denen  N  auf  ihr  liegt,  auf  die  Ebenen  Z 
und  Z'  projiziert,  je  nach  X  und  X';  jeder  Punkt  X  von  Z  wird  mit 
N  verbunden  und  der  zweite  Schnitt  S  von  XJS  mit  F^  aus  P'  auf 
Z'  nach  X'  projiziert;  während  die  Gerade,  welche  einen  X'  von  Z' 
mit  F'  verbindet,  zwei  Schnitte  S  und  S  mit  i^^  hat,  deren  Projek- 
tionen aus  N  auf  Z  die  korrespondierenden  Punkte  X  und  X  von 
X'  sind.^)  Es  seien  noch  0  und  0'  die  Schnittpunkte  von  NF'  =-  m 
mit  Z  und  Z'.  Man  erkennt  leicht,  daß  einer  Gerade  V  oder  l  von 
Z'  oder  Z  ein  Kegelschnitt  C  oder  C  korrespondiert;  die  C  gehen 
alle  durch  die  beiden  Punkte  Q,  R,  in  denen  Z  von  den  Geraden  der 
jP^  getroffen  wird,  welche  sich  in  N  schneiden,  und  die  Projektionen 
dieser  Geraden  aus  F'  auf  Z'  oder  die  Spuren  der  Tangentialebenen 
aus  m  an  F^  sind  die  Geraden  Qj  r.  Die  C  hingegen  gehen  alle 
durch  den  Punkt  0',  der  ihn  aus  P'  projizierende  Strahl  ))i  schneidet 
F^  in  N  und  einem  zweiten  Pimkte  iV;  Projektionsstrahl  aus  N  für 
N  selbst  ist  jede  Tangente  dieses  Punktes  und  entsprechender  Punkt 
daher  jeder  Punkt  der  Spurlinie  der  Tangentialebene  von  N  in  Z, 
also  der  QB  =  o;  der  Punkt  N  aber  führt  zu  0  als  entsprechendem 
Punkte  von   0'. 

Die  Geraden  q,  r  schneiden  sich  in  0\  und  ihnen  entsprechen 
noch  die  ganzen  Geraden  §0,  PO. 

1)  Ygl.  de  Paolis  zweit«  Abhandl.;  H.  Liebmann,  Die  einzweideutigen 
projektiven  Punktverwandtschaften  der  Ebene,  Diss.  Jena  1895.  Hier  werden  die 
Felder  durchweg  ineinander  liegend  angenommen  und  nur  die  Verwandtschaften 
2.  Grades  besprochen. 

2)  Etwas  allgemeiner  konstruiert  man,  wenn  man  den  Bündel  JV  und  das 
Feld  I  und  ebenso  P'  und  I'  bloß  kollinear,  nicht  in  perspektiver  Lage,  annimmt. 
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Die  Kurve  Q  als  Ort  der  Punkte,  in  denen  sich  X  und  X  ver- 
einigen, ist  die  Projektion,  aus  N  auf  Z,  der  Berührungskurve  des 
Tangentialkegels  aus  P'-,  sie  ist  die  Doppelkurve  in  Z,  und  die  Grenz- 
kurve Q'  in  Z'  ist  die  Spur  dieses  Tangentialkegels.  Es  läßt  sich 
leicht  nachvreisen,  daß  in  bezug  auf  jene  die  beiden  demselben  X' 
korrespondierenden  Punkte  X  und  X  stets  konjugiert  sind  und  mit 
0  in  gerader  Linie  liegen. 

Einem  Kegelschnitte  ^  in  Z  durch  Q,  R  entspricht  auf  F^  ein 
Kegelschnitt,  und  seine  Projektion  aus  P'  auf  Z'  tangiert  die  Um- 
rißkurve Q'  der  Projektion  der  F^  aus  P'  auf  Z'  bekanntlich  doppelt; 
dazu  gehören  auch,  entsprechend  den  Paaren  (Z,  o),  die  C\ 

Aber  charakteristisch  für  die  so  erhaltene  Verwandtschaft  ist,  daß 
die  beiden  projektiven  Büschel  0  und  0'  durch  denselben  Ebenen- 
büschel m  eingeschnitten  werden;  denn  X\  X,  X  liegen  stets  in  der 
Ebene  (w,  SS).  Daraus  folgt,  daß  alle  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punkte  die  Gerade  m  =  00'  treffen,  was  im  all- 
gemeinen nicht  notwendig  ist. 

Nehmen  wir  an,  daß  eijie  solche  Verbindungslinie  XX'  es  tut, 
so  fallen  die  beiden  entsprechenden  Geraden  OX,  O'X'  in  eine  Ebene 
durch  w;  also  fallen  alle  zu  ihren  Punkten  gehörigen  Verbindungs- 
linie in  diese  und  treffen  m.  Geschieht  dies  dreimal  und  zwar  bei 
Punkten,  welche  auf  verschiedenen  Strahlen  von  0  und  0'  liegen,  so 
fallen  drei  Paare  entsprechender  Strahlen  dieser  Büschel  in  Ebenen 
durch  m,  also  alle,  und  sämtliche  Verbindungslinien  XX'  treffen  m. 
So  erweist  sich  die  besprochene  Spezialität  als  eine  drei- 
fache Bedingung  und  hat  die  Mannigfaltigkeit  12;  aber  F^ 
und  die  Punkte  P',  N  involvieren  die  Mannigfaltigkeit  9  +  3-}-2  =  14. 
Daraus  folgt,  daß  die  Verwandtschaft  in  dieser  Spezialität  auf 
oü^  Weisen  herstellbar  sein  muß. 

In  der  Tat,  die  Punkte  F'  und  N  können  beliebig  auf  m 
gelegt  werden,  etwa  in  F-^  und  N^]  jedesmal  gibt  es  eine  zugehörige 
Fläche  2.  Grades.  Wenn  zwei  entsprechende  Punkte  X  und  X'  (aus 
den  gegebenen  iV  und  P'  konstruiert)  aus  N^  und  F-^  projiziert 
werden,  so  fallen  diese  Strahlen  in  eine  Ebene  durch  m  und  schneiden 
sich:  in  S^.  Diese  Punkte  S^  erzeugen  die  Fläche.  Wir  projizieren 
eine  beliebige  Gerade  t  aus  N^  auf  Z  nach  u,  aus  F^  auf  Z'  nach 
v'\  es  gibt  auf  diesen  beiden  Geraden  zwei  Paare  entsprechender  Punkte 
X,  X';  Y,  Y'.  N^X  und  F^'X'  schneiden  sich,  wie  wir  eben  fanden; 
N^Xj  in  der  Ebene  (N^ut)  gelegen,  trifft  t  und  ebenso  tut  es  F^'X'-^ 
sie  müssen  aber  t  in  dem  nämlichen  Punkte  treffen,  dem  Schnitt- 
punkte ihrer  Ebene  mit  t.  Diese  beiden  von  X,  X';  Y,  Y'  her- 
rührenden Punkte  S^  auf  t  gehören  der  erzeugten  Fläche  an.  Die- 
selbe ist  2.  Grades:  P\'^.  Den  Punkt  Nj^  enthält  sie;  denn  jeder  Strahl 
durch   ihn   mit   der   Spur   X  auf  Z   hat  nur   den  Schnitt   mit  F^'X' 
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zum  ferneren  Schnitte  mit  F^j  außer  N^.  Dieser  Punkt  selbst  er- 
gibt sich  bei  0'  und  irgend  einem  der  entsprechenden  Punkte  auf  o. 
Nachdem  in  der  obigen  Weise  die  projektiven  Büschel  0{A,  . . .  H) 
und  0\Ä,  . . .  H')  hergestellt  sind^  wollen  wir,  vermittelst  einer  Kolli- 
neation,  den  jetzigen  speziellen  Fall  erzielen.  In  Z^  =  Z  seien  vier 
Punkte  Ol,  A^,  B„  C^  so  gelegt,  daß  0,  (Ä^,  B^,  Cj  sich  mit  a{Ä\  B,  C) 
auf  11'  begegnen,  und  nun  die  Felder  X,  Xj  so  kollinear  gemacht, 
daß  den  0,  J,  B,  C  die  0^,  Ä^,  B^,  C^  korrespondieren;  entsprechen 
dann  den  D,  .  .  .  H  die  D^,  .  .  .  -öj,  so  ist: 

0,(A„  ...H,)7\  OiA,  ...H)7\  0\A, .  .  .  H')-, 

folglich  treffen  sich  auch  0^{B^,  .  .  .  E^)  mit  0\B',  .  .  .  H')  auf  II'. 
Darauf  seien  auf  0^  0'  die  Punkte  iV,  Y  gelegt  und  die  acht  Punkte 
(iVT^i,  rA:\  .  .  .  (iVÄi,  B'K)  bestimmt.  Sie  und  iY  legen  die  Fläche 
F'^  fest.  Nun  werden  beliebige  Paare  entsprechender  Punkte  X^,  X! 
konstruiert  und  zu  X^  je  der  entsprechende  X  in  der  KoUineation, 
so  sind  X  und  X'  korrespondierend  in  einer  Verwandtschaft  %^  i, 
welche  die  gegebenen  Elemente  A^  A\  .  .  .  besitzt.     Deren  gibt  es  3. 

Wenn  in  unserm  Spezialfälle  die  beiden  Ebenen  I,  I'  identisch  893 
sind,  so  vereinigen  sich  die  Punkte  0  und  0'  und  die  entsprechenden 
Strahlen  ihrer  Büschel;^)  jeder  dieser  Strahlen  trägt  dann  eine  Korre- 
spondenz [2,  1];  die  eine  Koinzidenz  ist  fest  im  Scheitel,  die  beiden 
andern  erzeugen  einen  Koinzidenz-Kegelschnitt,  ersichtlich  die 
Schnittkurve  der  Ebene  mit  F^.  Als  Kurve  von  I'  hat  sie  noch 
einen  zweiten  entsprechenden  Kegelschnitt,  der  auch  durch  Q,  R  geht. 
Die  beiden  weiteren  gemeinsamen  Punkte  sind  die  Schnitte  der  Be- 
rührungskurve des  Tangentialkegels  aus  P"  an  F^  mit  der  Ebene 
1  =  1'  und  liegen  daher  auch  auf  Q  und  Q'.  Letztere  Kurve  geht 
nicht  durch  Q,  R\  die  drei  andern  aber  gehören  zu  demselben  Büschel. 

Im  allgemeinen  haben  zwei  ineinander  liegende  Felder  I,  I', 
welche  in  zweieindeutiger  quadratischer  Verwandtschaft  stehen,  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Koinzidenzpunkten.  Sie  müssen  ersichtlich 
auf  dem  Kegelschnitte  liegen,  welcher  durch  die  projektiven  Büschel 
0,  0'  entsteht-,  ihm  korrespondiert,  als  einer  Kurve  Ä'  von  I',  nach 
Absonderung  von  o,  die  dem  0'  entspricht,  eine  Kurve  3.  Ordnung  ^, 
welche  durch  0  geht:  auf  zwei  entsprechenden  Strahlen  jener  Büschel, 
die  sich  immer  auf  ^'  schneiden,  sind  dieser  Schnittpunkt,  als  Punkt 
des  Strahls   von    0',    und   die   beiden  ferneren  Schnittpunkte  des  ent- 

1)  Die  beiden  „quadratischen  Transformationen",  welche  V.  ßetali  (Me- 
morie  delP  Istituto  di  Bologna  Ser.  IV  Bd.  10)  betrachtet,  gehören,  als  direkte 
und  inverse,  in  einer  derartigen  2^2,  i  zusammen :  Wenn  ein  Kegelschnitt  ß  und 
ein  Punkt  0  gegeben  sind,  so  wird  einem  X  der  Punkt  X'  zugeordnet,  der  von 
O  durch  X  und  seine  Polare  nach  ß  harmonisch  getrennt  ist,  und  einem  X'  die 
beiden  in  bezug  auf  Q  konjugierten  Punkte  X,  welche  zu  0  und  X'  harmonisch 
liegen. 

Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.    IV.  1 6 
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sprechenden  Strahls  von  0  mit  ^  entsprechend.  Die  fünf  weiteren 
Schnitte  der  beiden  Kurven,  außer  0,  sind  die  gesuchten  Koinzidenz- 
punkte. 

Es  gibt  daher,  entsprechend  dem  Korrespondenzprinzip  (Nr.  839), 
fünf  Koinzidenzpunkte,  und  sie  liegen  mit  0  und  0'  auf  einem 
Kegelschnitte. 

Es  mag  der  spezielle  Fall  hervorgehoben  werden,  wo  die  Haupt- 
punkte Q  und  R  die  absoluten  Punkte  von  X  sind  ^). 
894  Gehen  wir  zum  dritten  Grade   über.     Die   Kurven   3.  Ordnung 

C,  welche  den  Geraden  von  Z'  entsprechen,  müssen  ein  Netz  von 
solcher  Beschaffenheit  bilden,  daß  zwei  beliebige  von  ihnen  noch  zwei 
veränderliche  Schnittpunkte  haben.  Da  sind  nun  zwei  Fälle  zu 
unterscheiden,  je  nachdem  unter  den  gemeinsamen  Punkten  sich  kein 
Doppelpunkt  befindet  oder  einer  gemeinsam  ist.  Im  ersten  E^alle 
handelt  es  sich  um  das  Netz  der  Kurven  3.  Ordnung,  im  all- 
gemeinen vom  Geschlechte  1,  durch  sieben  feste  einfache 
Punkte  51,  ^,...(^;  daher  ist  die  Verwandtschaft  V).  Grades  vom 
Geschlechte  1.  Die  einem  Punkte  von  Z'  korrespondierenden  Punkte 
in  Z  sind  der  achte  und  neunte  Grundpunkt  desjenigen  Büschels  in 
diesem  Netze  JV,  welcher  in  der  Kollin eation  zwischen  ihm  und  dem 
Geradenfelde  in  Z'  dem  Büschel  um  jenen  Punkt  entspricht. 

Sofort  sehen  wir:  Die  verbundene  involutorische  Verwandt- 
schaft Xj  1  ist  die  Geisersche  (Nr.  824).  Sie  ist  8.  Grades  und 
hat  die  Punkte  51,  ...  ®  zu  dreifachen  Hauptpunkten.  Es 
existiert  eine  Koinzidenzkurve  6.  Ordnung  mit  den  51,  ...  @ 
als  Doppelpunkten,  also  vom  Geschlechte  3;  sie  ist  für  %2 1  ^i® 
Doppelkurve  Q  in  Z. 

Jede  Gerade  von  Z  trägt  zwei  verbundene  Punkte,  also  zwei 
Punkte,  die  in  %2 1  demselben  Punkte  von  Z'  korrespondieren. 

Demnach  besitzen  die  Kurven  3.  Ordnung  C  in  dieser 
Ebene  Z',  welche  den  Geraden  der  andern  entsprechen,  einen 
Doppelpunkt  und  erhalten  dadurch  das  —  notwendige  —  Geschlecht  0. 

Die  Gerade  l^  trifft  die  der  Z  in  Xj  i  korrespondierende  Kurve 
8.  Ordnung  in  acht  Punkten,  daher  gibt  es  auf  l  und  l^  acht  Paare 
verbundener  Punkte.  Die  ihnen  in  Z'  korrespondierenden  Punkte  und 
der  Punkt,  welcher  dem  11^  entspricht,  sind  die  gemeinsamen  Punkte 
der  beiden  C\  welche  l  und  l^  korrespondieren.  Folglich  haben  die 
Kurven  C  keinen  allen  gemeinsamen  Punkt,  Z'  besitzt  keinen 
Hauptpunkt. 

Den  sieben  Hauptpunkten  51,  ...  (^5  in  Z,  einfach  auf  jeder 
Cj    korrespondieren    Geraden  a',  .  .  .  g'   in   Z';    aber    der   a    z.  B. 


1)  de  Paolis  bringt  diesen   Spezialfall  in  Zusammenhang  mit  der  nicbt- 
euklidischen  Geometrie. 
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korrespondiert  nicht  bloß  der  Hauptpunkt  5(,  sondern  auch  seine 
Hauptkurve  a^  in%^^,  die  Kurve  des  Netzes,  welche  5t  zum  Doppel- 
punkte hat;  sie  wird  je  Yom  zweiten  korrespondierenden  Punkte  des 
Punktes  von  a'  beschrieben  und  wir  erhalten  auf  a'  noch  zwei  aus- 
gezeichnete Punkte  %^^,  ^2,  welche  so  dem  %,  als  auf  der  Kurve 
zweimal  durchlaufenem  Punkte,  entsprechen. 

Auf  jeder  der  Kurven  C,  welche  in  X^  ^  sich  selbst  entsprechen, 
entsteht  durch  die  verbundenen  Punkte  eine  involutorische  eindeutige 
Korrespondenz.  Die  Verbindungslinien  der  verbundenen  Punkte  laufen 
in  einen  Punkt  P  der  C  zusammen  (Nr.  826).  Es  ist  das  eine  der 
zentralen  Involutionen  auf  einer  Kurve  3.  Ordnung  vom  Geschlecht  1, 
die  wir  unterdessen  (Nr.  846)  kennen  gelernt  haben.  Bei  der  Kurve 
a^j  mit  dem  Doppelpunkte  %,  ist  dieser  der  KonkuiTenzpunkt,  da 
ihm  alle  übrigen  Punkte  der  Kurve  verbunden  sind. 

Die  Koinzidenzen  dieser  zentralen  Involution  —  die  Berührunofs- 
punkte  der  von  P  kommenden  Tangenten  —  ergeben  sich  hier  auch 
als  die  vier  weiteren  Schnitte  der  Doppelkurve  Q  außer  5(,  .  .  .  @. 

Zwei  vereinigte  verbundene  Punkte  haben  auch  hier  eine  895 
bestimmte  Verbindungslinie:  die  gemeinsame  Tangente  des  Kurven- 
büschels  der  C,    dessen    achter   und   neunter   Grundpunkt    zusammen- 
gerückt sind,  oder  die  Gerade,  die  in  der  in  Nr.  S26  erwähnten  KoUi- 
neation  dem  Büschel  entspricht. 

Wo  also  eine  C  die  Q  schneidet,  da  ist  ihre  Tangente  diese  be- 
stimmte Verbindungslinie,  und  C  trifft  die  beiden  unendlich  nahen 
Kurven  Q,  Q,  welche  in  Q  sich  vereinigen,  in  zwei  unendlich  nahen 
verbundenen  Punkten;  den  vier  Schnitten  der  C  mit  Q  entsprechen 
daher  einfache  Schnitte  der  Gerade  V,  welcher  die  C  zugeordnet  ist, 
mit  der  Grenzkurve  Q',  die  der  Q  entspricht.  Daher  ist  diese 
"Grenzkurve  Q'  4  Ordnung  und  zwar  vom  Geschlechte  3,  wie 
Q,  wegen  der  eindeutigen  Beziehung,  mithin  ohne  vielfache  Punkte. 
Eine  Gerade  l  aber  in  Z  trifft  Q  sechsmal;  das  sind  jedesmal  zwei 
nicht  verbundene  unendlich  nahe  Schnitte  mit  Q,  Q;  folglich 
berührt  jede  der  Kurven  C  die  Grenzkurve  Q'  sechsmal.  Und 
wir  haben  damit  für  das  doppelt  unendliche  System  der  C' 
sieben  Bedingungen,  diese  sechsfache  Berührung  und  daß 
alle  C  einen  Doppelpunkt  besitzen.  Die  Charakteristiken 
desselben  sind  4,  12,  36;  die  erste  wissen  wir  aus  Nr.  888.  Von 
jedem  der  beiden  Punkte,  die  in  Z  einem  Punkte  von  Z'  entsprechen, 
gehen  sechs  Tangenten  an  die  C,  welche  einer  Gerade  korrespondiert, 
und  zwei  C  haben  36  Tangenten  gemeinsam  ^). 

1)  Jene  sieben  Bedingungen  bestimmen  aber  das  System  nicht,  sondern 
rufen  mehrere  getrennte  Systeme  hervor.  Auf  einer  F^  gibt  es  72  doppelt  un- 
endliche Systeme  von  kubischen  Raumkurven,  jedes  einem  Sextupel  zugeordnet, 
gegen  dessen  sechs  Geraden  alle  seine  Kurven  windschief  sind.     Bildet  man  die 

16* 
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Mitdieser Verwandtschaft  ist  eineKorrelation  verbunden, 
in  welcher  einem  Punkte  X'  von  Z'  die  Verbindungslinie  x 
der  beiden  entsprechenden  Punkte  X  und  X  zugeordnet  ist. 
Da  jede  Gerade  x  nur  ein  Paar  verbundener  Punkte  trägt,  so  ist  ihr 
ein  Punkt  X'  zugeordnet;  und  durchläuft  X'  eine  Gerade  l,  so  dreht 
sich  X  um  den  Punkt  P  der  korrespondierenden  Kurve  C. 

Den  Punkten  der  Grenzkurve  Q'  entsprechen  die  Verbindungs- 
linien koinzidierender  verbundener  Punkte;  diese  umhüUen  also  eine 
Kurve  4.  Klasse  (ohne  vielfache  Tangenten).  Dies  folgt  auch  daraus, 
daß  durch  jeden  Punkt  P  an  die  zugehörige  Kurve  C,  erzeugt  durch 
die  verbundenen  Punkte  X  und  X  auf  seinen  Strahlen,  vier  Tan- 
genten gehen. 

Zu  den  28  Doppeltangenten  der  Kurve  4.  Ordnung  Q'  führen  die 
Punkte  51,  ...  @  (oder  die  ihnen  verbundenen  Kurven  a^,  .  .  .)  und 
ihre  Verbindungslinien.  Der  Gerade  5133  z.  B.  entspricht  eine  C\ 
welche  in  drei  Geraden  zerfällt:  a',  b'  und  die  eigentlich  entsprechende 
Gerade  f%^.  Auf  sie  verteilen  sich  die  sechs  Berührungspunkte  zu 
je  zweien;  die  a'  z.  B.  berührt  in  den  Punkten  51/,  ^Cg';  sie  ent- 
sprechen den  Nachbarpunkten  von  51  auf  a^,  welche  die  letzten  Schnitte 
dieser  Kurve  mit  Q  sind  (Nr.  825).  Die  volle  Kurve  3.  Ordnung  C, 
welche  der  t'^^  korrespondiert,  besteht  aus  5(35  und  dem  ihr  verbundenen 
Kegelschnitte  (S  ...  (55);  beide  Bestandteile  werden  von  einer  C  noch  je 
einmal  getroffen,  und  die  involutorische  Korrespondenz  auf  der  allge- 
meinen Kurve  C  hat  sich  daher  in  eine  Projektivität  zwischen  Ge- 
rade und  Kegelschnitt  umgewandelt;  Koinzidenzen  sind  die  beiden 
Begegnungspunkte,  jeder  ein  doppelt  zu  rechnender  Schnitt  von  Q  mit 
der  vollen  Kurve;  die  entsprechenden  Punkte  auf  Q'  sind  die  Be- 
rührungspunkte mit  fsn^s  ^). 


F^  so  ab,  daß  diese  G-eraden  in  Punkte  übergehen  (Nr.  381,  825),  so  werden  die 
Kurven  des  Systems  Geraden;  also  geht,  wie  wir  schon  wissen,  eine  durch  zwei 
Punkte  der  Fläche.  Die  ebenen  Schnitte  bilden  sich  in  Kurven  3.  Ordnung 
6.  Klasse  ab;  daher  befinden  sich  im  System  sechs  Kurven,  welche  durch  einen 
Punkt  gehen  und  eine  Ebene  berühren,  und  36,  welche  zwei  Ebenen  berühren. 
Wird  dann  F^  aus  einem  Punkt  0  auf  ihr  projiziert,  so  ist  der  wahre  Umriß, 
die  Kurve,  längs  deren  der  Tangentialkegel  aus  0  berührt,  6.  Ordnung  mit  0 
als  Doppelpunkt,  der  scheinbare  Umriß,  der  Schnitt  jenes  Kegels  mit  der  Projek- 
tionsebene TT,  4.  Ordnung.  Jede  Kurve  unseres  Systems  trifft  den  wahren  Umriß 
sechsmal,  die  Projektion,  eine  Kurve  3.  Ordnung  mit  Doppelpunkt,  berührt  da- 
her den  scheinbaren  Umriß  sechsmal.  Jeder  Punkt  von  TT  ist  Projektion  von 
zwei  Punkten  auf  F^;  folglich  ist  das  System  der  Projektionskurven  so  beschaffen, 
daß  durch  jeden  Punkt  2-2  Kurven  gehen,  2-6  durch  einen  Punkt  gehen  und 
eine  Gerade  berühren,  36  zwei  Geraden  berühren.  Wir  haben  ein  System  wie 
das  obige  erhalten;  aber  es  gibt  deren  72;  zu  denen  dann  noch  das  System  der 
Projektionen  der  Schnitte  der  Berührungsebenen  der  F^  tritt,  mit  wesentlich 
höheren  Charakteristiken:  die  erste  ist  z  B.  4-12. 
1)  de  Paolis,  dritte  Abhandlung. 
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In  Z  haben  wir  oo^''  Netze  von  Kurven  3.  Ordnung  mit  sieben 
Grundpunkten;  dazu  treten  die  oo^  Kollineationen  zwischen  einem 
solchen  Netze  und  dem  Geradenfelde  in  Z'.  Es  gibt  daher  oo^^ 
zweieindeutige  Verwandtschaften  vom  dritten  Gerade  und 
Geschlechte  1  zwischen  den  Feldern  Z  und  Z'. 

Also  müssen  elf  Paare  entsprechender  Punkte  eine  endliche  An- 
zahl von  Verwandtschaften  festlegen. 

Beispiele  dieser  Verwandtschaft  sind  folgende:  896 

1)  Man  beziehe  das  Pnnktfeld  Z'  kollinear  auf  einen  Strahlen- 
bündel, der  seinen  Scheitel  G  auf  einer  Fläche  3.  Ordnung  F^  hat, 
welche  dann  nach  der  Methode  von  Nr.  825  auf  die  Ebene  Z  ein- 
deutig abgebildet  wird.  Jedem  Punkte  X'  von  Z'  entsprechen  die 
Bilder  der  beiden  weiteren  Schnitte  von  F^  mit  dem  ihm  in  jener 
KoUineation  entsprechenden  Strahle.  Hauptpunkte  sind  die  sechs 
Fundamentalpunkte  ^,  .  .  .  g  der  Abbildung  (denen  windschiefe  Ge- 
raden auf  F^  entsprechen)  und  das  Bild  &  von  G, 

Einer  Gerade  V  in  Z'  entspricht  auf  F^  ein  (durch  G  gehender) 
ebener  Schnitt,  der  sich  in  eine  Kurve  3.  Ordnung  abbildet;  einer  Gerade  ? 
in  Z  eine  kubische  Raumkurve  auf  F^y  die  aus  G  durch  einen  Kegel 
3.  Ordnung  projiziert  wird,  dem  eine  Kurve  3.  Ordnung  mit  Doppel- 
punkt in  Z'  entspricht. 

2)  Eine  Kongruenz  2.  Ordnung  und  2.  Klasse  (mit  16  Strahlen- 
büscheln) liege  vor.  Z  sei  die  Ebene  eines  dieser  Büschel  (singu- 
lare Ebene),  welche  bekanntlich  außer  dem  zugehörigen  Scheitel  (sin- 
gulärem  Punkt)  noch  fünf  singulare  Punkte  enthält,  und  Z'  eine  be- 
liebige Ebene.  Von  jedem  Punkte  X'  dieser  Ebene  Z'  gehen  zwei 
Kongruenz  strahlen  aus,  welche  Z  in  den  beiden  entsprechenden  Punkten 
X,  X  schneiden;  von  jedem  X  von  Z  aber  nur  einer,  der  nicht  zu 
ihrem  Büschel  gehört;  er  schneidet  den  X'  in  Z'  ein.  Die  Haupt- 
punkte in  Z  sind  die  fünf  weitern  singulären  Punkte  und  die  Spuren 
der  beiden  in  Z'  befindlichen  Kongruenzstrahlen  ^). 

Die  Strahlen  einer  Kongruenz  w*"  Ordnung  n^^^  Klasse,  die  von 
den  Punkten  einer  Gerade  ausgehen,  erzeugen  eine  Regelfläche  vom 
Grade  m  +  n,  in  unserm  FaUe  also  4.  Grades. 

Liegt  die  Gerade  in  Z,  so  löst  sich  der  singulare  Strahlenbüschel 
ab,  die  restierende  kubische  Regelfläche  schneidet  in  Z'  die  entspre- 
chende C  ein;  liegt  sie  in  Z'.  so  bleibt  der  4.  Grad,  aber  in  die  Z 
kommt  eine  (zum  Büschel  gehörige)  Erzeugende  zu  liegen,  die  vom 
Spurpunkte  der  Gerade  ausgeht;  der  Restschnitt  3.  Ordnung  ist  die  C. 

Wir  wenden  uns  zur  zweieindeutigen  Verwandtschaft  zwi-  897 
sehen  Z  und  Z',  welche  vom  3.  Grade,  aber  vom  Geschlechte  0 
ist.    Alle  Netzkurven  C  in  Z  haben  einen  Doppelpunkt  2)  ge- 


1)  Liniengeometrie  11  Nr.  352  ff.  und  Nr.  357  ff. 
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mein  und,  damit  je  zwei  nur  zwei  veränderliche  Schnittpunkte  be- 
sitzen,  noch  drei  feste  Punkte  51,  ^,  (^. 

Ein  Punkt,  gelegt  auf  ^  %,  scheidet  aus  dem  Netze  einen  Büschel, 
zu  dessen  sämtlichen  Kurven  diese  Gerade  gehört,  während  der  andere 
Bestandteil  einen  Kegelschnitt- Büschel  durchläuft,  von  dem  drei  Grund- 
punkte X,  33,  S  sind,  der  vierte  sei  Slj.  Solcher  ausgezeichneten 
Büschel  haben  wir  noch  zwei  im  Netze  N:  mit  der  festen  Gerade 
2)33,  bzw.  ®(S  und  dem  vierten  Grundpunkte  33i,  ©i- 

Zwei  dieser  Büschel  haben  eine  gemeinsame  Kurve;  die  den  beiden 
ersten  gemeinsame  muß  also  ^^  und  ^33  und  daher  noch  eine  dritte 
Gerade  enthalten,  welche  durch  51^,  S3i  und  S  geht.  Also  liegen 
S3i;  ^1?  ^5  ^17  ^1?  ^;  ^if  S3i,  S  je  in  gerader  Linie. 

Die  Scheitel  der  Strahlenbüschel  in  Z',  die  diesen  Büscheln  in  der 
Kollineation  zwischen  dem  Netze  und  dem  Geradenfelde  X'  korre- 
spondieren, seien  W,  33',  S';  sie  werden  gemeinsame  Punkte  der 
Kurven  3.  Ordnung  vom  Geschlechte  0,  welche  den  Geraden 
l  von  Z  entsprechen;  W  z.  B.  entspricht  immer  dem  Punkt  (Z,  ^^); 
zugeordnete  Hauptgeraden  sind  ^^,  ^33,  ^(S,  denen  dann 
aber  wiederum  5li,  S3i,  (^^  verbunden  sind.  Also  sind  SC,  33',  ©' 
Hauptpunkte  erster  Art.  Hingegen  in  X'  ergeben  sich  ein 
Haupt-Kegelschnitt  ^'^,  zugeordnet  dem  ^,  und  drei  Haupt- 
geraden a',  V,  c',  zugeordnet  den  %  33,  S.  Diese  gehen  bzw. 
durch  r,  33;  (5';  SD'^  geht  durch  alle  drei. 

Für  die  %2  1  sind  in  Z  Hauptpunkte  nur  die  ^,  51,  33,  S,  der 
erste  doppelt,  die  andern  einfach.  Die  verbundene  involutorische 
Verwandtschaft  %^  ^  aber  besitzt  auch  Sl^,  33^,  (S^  zu  Haupt- 
punkten; dem  5(i  sind  alle  Punkte  von  ^51  verbunden,  aber  auch 
alle  einander.  Was  den  Grad  dieser  Verwandtschaft  ^j^^  anlangt, 
so  sondern  sich  von  der  Kurve  8.  Ordnung,  die  sich  in  Nr.  824  als 
einer  Gerade  l  entsprechend  ergab,  die  drei  Geraden  ^51,  .  .  .  ab;  die 
Verwandtschaft  %^  ^  ist  nur  5.  Grades,  und  die  Punkte  %  33,  ß, 
auf  diesen  Geraden  gelegen,  sind  auf  den  Kurven  5.  Ordnung  nur 
noch  doppelt.  Der  Kegelschnitt,  welcher  dem  51  als  Haupt- 
kurve zugehört,  geht  durch  ^,  %  33,  ©,  Stj. 

Die  Kurven  C\  die  in  %^  ^  zu  l  und  l^  gehören,  haben  die  drei 
Punkte  W,  33',  ©'  und  den  11^  entsprechenden  Punkt  gemein;  die  fünf 
übrigen  Schnittpunkte  haben  den  einen  entsprechenden  auf  Z,  den 
andern  auf  l^-^  d.  h.  eben  der  Gerade  l  korrespondiert  in  Xj  ^  eine 
Kurve  5.  Ordnung. 

Um  die  Vielfachheit  von  ^  auf  diesen  Kurven  zu  untersuchen, 
nehmen  wir,  wie  a.  a.  0.,  aus  dem  Netze  zwei  Büschel  B  und  i?j  und 
ordnen  im  Strahlenbüschel  ^  zwei  Geraden  t  und  t^  einander  zu, 
welche  Kurven  aus  jenen  Büscheln  berühren,  die  sich  auf  der  Gerade  l 
schneiden.     Es  ergibt  sich  eine  Korrespondenz  [6,  6];  zu  den  Koinzi- 
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denzen  gehören  ^(%  ^^  ©)^  weil  jene  Büschel  B  und  B^  auch  in  die 
drei  ausgezeichneten  Büschel  Kurven  senden,  dann  die  beiden  Tan- 
genten in  SD  an  die  gemeinsame  Kurve  von  B  und  B^j  dreifach  ge- 
rechnet wegen  der  drei  Schnitte  derselben  mit  Z;  die  drei  übrigen 
Koinzidenzen  beweisen,  daß  dreimal  zwei  sich  in  ^  berührende  Kurven 
einen  Schnitt  auf  l  haben,  also  dreimal  dem  Punkte  ^  (oder  drei 
Nachbarpunkten  von  ^)  Punkte  auf  l  verbunden  sind.  Zieht  man  l 
durch  ^  und  berücksichtigt  nur  die  von  ®  verschiedenen  Schnitte,  so 
ergibt  sich  eine  Korrespondenz  [2,  2],  von  deren  Koinzidenzen  die 
Tangenten  an  die  gemeinsame  Kurve  und  /  selbst  abzuziehen  sind,  so 
daß  auf  I  nur  ein  von  ^  verschiedener  Punkt  dem  SD  verbunden  ist. 
Geht  ?  durch  5(,  so  entsteht  im  Büschel  ®  eine  Korrespondenz  [4,  4], 
von  deren  Koinzidenzen  ^^,  ^(S  und  die  Tangenten  der  gemeinsamen 
Kurve,  diese  doppelt,  wegfallen;  es  gibt  auf  l  zwei  von  5(  verschiedene 
Punkte,  die  dem  ^  verbunden  sind. 

Daraus  folgt,  daß  der  Hauptpunkt  ^  ein  dreifacher  für  %^  j_ 
ist  und  ihm  eine  Kurve  3.  Ordnung  zugeordnet  ist,  welche 
zweimal  durch  ^  und  einmal  durch  %,  33,  S  und  ^Ij,  SB^,  S^ 
geht;  letzteres  deshalb,  weil  ^,  auf  ^H  gelegen,  dadurch  dem  ^^ 
verbunden  ist.  Da  51  dem  ^  verbunden  ist,  so  bestätigen  wir,  daß 
^  auch  auf  dem  zu  %  gehörigen  Kegelschnitte  sich  befindet. 

Somit  hat  sich  %^  ^  herausgestellt  als  die  involutorische 
Cremonasche  Verwandtschaft  5.  Grades: 

Xq  —    X,    U/o  —  O,    U/1  —  O. 

Weil  ^  auf  der  zugehörigen  Hauptkurve  doppelt,  51,  33,  6  auf 
den  ihrigen  einfach  liegen,  5li,  S3i,  ©^  aber  nicht  auf  den  zugehörigen 
Hauptgeraden  ^(31,  33,  ©),  so  schließen  wir,  daß  ®  ein  doppelter, 
%  33,  ß  einfache  Punkte  der  Koinzidenzkurve  von  X^  ^  sind,  ST^,  S3i,  Sj 
aber  ihr  nicht  angehören. 

Die  den  Geraden  l  von  Z  entsprechenden  Kurven  C  (vom  Ge- 
schlechte 0)  sind  mit  einem  Doppelpunkte  behaftet,  der  aber  von 
Kurve  zu  Kurve  sich  ändei*t;  also  liegt  auf  jeder  l  ein  Paar  verbun- 
dener Punkte:  demnach  gehören  von  den  fünf  Schnitten  der  l  mit  der 
in  %^  1  zugeordneten  Kurve  5.  Ordnung  drei  der  Koinzidenzkurve  an. 
Also  ist  diese  oder  die  Doppelkurve  Q  der  %2,i  i^  ^  ®i^®  Kurve 
3.  Ordnung  mit  Doppelpunkt  in  ^  und  einfachen  Punkten  in 
%  33,  S.  Wir  können  dies  auch  wiederum  bestätigen,  indem  wir  l 
durch  ®,  %  legen;  im  ersteren  Falle  z.  B.  trifft  l  die  korrespondierende 
Kurve  5.  Ordnung  noch  zweimal,  der  eine  Trefipunkt  ist  der  dritte 
Schnitt  mit  der  zu  ^  gehörigen  Hauptkurve,  der  andere  der  einzige 
Punkt,  den  l  mit  der  Koinzidenzkurve,  außer  ^,  gemeinsam  hat. 

Aus  den  zwei  weiteren  Schnitten  einer  C  mit  der  Q  und  aus  den 
drei   Schnitten    einer   Gerade   l    schließen    wir,   wie   früher,    daß    die 
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Grenzkurve  Q'  ein  Kegelschnitt  ist  und  von  allen  Kurven  C 
dreimal  berührt  wird. 

Damit  sind  die  sieben  Bedingungen  für  diese  Kurven  6-' 
gewonnen:  die  dreimalige  Berührung  mit  Q',  das  Hin  durch  gehen 
durch  W,  33',  (5'  und  daß  sie  sämtlich  einen  Doppelpunkt  haben. 

Von  den  Kurven  C  gehen  vier  durch  zwei  gegebene 
Punkte  (Nr.  888),  2-4  =  8  gehen  durch  einen  Punkt  und  be- 
rühren eine  Gerade,  4-4=16  berühren  zwei  Geraden,  weil 
die  Kurven  C  4.  Klasse  sind.^) 

Legt  man  den  Strahl  /  als  d  durch  SD,  so  zerfällt  C  in  den 
Kegelschnitt  ®'^,  welcher  Q'  zweimal  berührt,  und  eine  Gerade  d\ 
die  im  engern  Sinne  dem  d  entspricht  und  Q'  berührt.  Die  Geraden 
d  und  d'  bewegen  sich  projektiv  um  ^  und  Q'.  Jedem  d'  entspricht 
aber  noch  ein  Kegelschnitt  ^  durch  51,  S3,  (5^,  ^,  der  mit  d  die  G 
zusammensetzt.  Für  die  Strahlen  von  SD  nach  %  ^,  ^,  die  den  Tan- 
genten a'j  h\  c'  von  Q'  entsprechen,  geht  dieser  Kegelschnitt  durch 
^i;  ^1?  ^i5  fü^  ^i®  Strahlen,  die  nach  %^y  ^j,  (S^^  gehen  und  denen 
die  Tangenten  a/,  h^',  c/  von  Q'  entsprechen  mögen,  zerfällt  er  in 
^51,  33©;  SD^,  ©51;  ^e,  5133;  wobei  z.  B.  5D5(  aUein  dem  "ä^  ver- 
bunden ist,  die  Punkte  von  33 (^  aber  den  einzelnen  Punkten  von  ^^l^. 
In  der  Tat,  der  ^^t^  verbunden  ergibt  sich,  nachdem  die  dem  ^  und 
5Ii  verbundenen  Kurven  abgesondert  sind,  eine  Gerade,  die  noch  durch 
33  und  (S^  gehen  muß.  Also  entspricht  auch  der  33  (^  die  Tangente 
Qj',  und  die  ihr  zugehörige  C  zerfällt  in  die  drei  Tangenten  B',  c',  a/ 
von  Q\ 
898  Auf  jeder  Kurve   C  haben   wir  eine  Involution  der   den 

verschiedenen  Punkten  X'  der  korrespondierenden  T  ent- 
sprechenden Punktepaare  XX, ^)  diesmal  getragen  von  einer 
unikursalen  Kurve,  also  mit  zwei  Doppelpunkten,  wie  wir  wissen,  den 
beiden  weiteren  Schnitten  von  Q  mit  C.  Aber  die  Verbindungslinien 
laufen  nicht  in  einen  Punkt  von  C  zusammen,  wie  im  vorigen  Falle, 
sondern  umhüllen  einen  Kegelschnitt.     Denn  in  einem  Strahlenbüschel 

1)  Man  kann  sich  auch  hier  ein  System  von  dieser  Art  räumUch  herstellen^ 
indem  man  das  auf  einer  geradlinigen  Fläche  2.  Grades  befindliche  doppelt  un- 
endliche System  von  kubischen  Eaumkurven  (mit  bestimmtem  Verhalten  gegen 
die  beiden  Regelscharen),  welche  durch  drei  Punkte  der  Fläche  gehen,  aus  einem 
beliebigen  Punkte  0  auf  eine  Ebene  projiziert.  Die  Projektionen  haben  einen 
Doppelpunkt,  berühren  den  Kegelschnitt,  in  welchem  der  Tangentialkegel  aus 
dem  Zentrum  0  die  Ebene  schneidet,  dreimal  und  gehen  durch  drei  feste  Punkte. 
Die  Charakteristiken  sind  dieselben  wie  oben.  Da  aber  jeder  Punkt  der  Ebene . 
zwei  Projektionen  auf  der  Fläche  hat,  so  erhält  man  acht  solche  Systeme.  Wird 
das  Verhalten  gegen  die  Regelscharen  geändert,  so  ergeben  sich  dieselben  Systeme ; 
denn  immer  zwei  verschiedenartig  sich  verhaltende  kubische  Raumkurven  auf  der 
Fläche  haben  die  nämliche  Projektion. 

2)  Wir  können  sie  uns  durch  einen  der  Kegelschnitt- Büschel  (S)S5©5ti)» 
(S)6^5l93i),  (S)5l^®i)  —  gleichgültig  welchen  —  eingeschnitten  denken. 
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0  bewirken  die  gepaarten  Punkte  eine  involutorische  Korrespondenz 
[3];  von  den  sechs  Koinzidenzstrahlen  gehen  zwei  nach  den  Doppel- 
punkten, die  vier  andern  weisen  auf  Verbindungslinien  gepaarter 
Punkte^  die  durch  0  gehen;  wegen  des  involutorischen  Entsprechens 
ist  aber  jede  doppelt  zu  rechnen,  und  wir  haben  nur  zwei  durch  0 
gehende  Verbindungslinien. 

Damit  ist  gesagt,  daß,  wenn  X'  auf  einer  Gerade  /'  läuft, 
die  Gerade  x  =  XX  einen  Kegelschnitt  umhüllt.  In  ein- 
deutiger Verwandtschaft  stehen  X'  und  x  auch  hier;  aber  es  ent- 
steht nicht,  wie  im  vorigen  Falle,  eine  Korrelation,  sondern  eine 
(reziproke)  quadratische  Verwandtschaft.  Es  muß  also  auch, 
wenn  x  um  einen  Punkt  P  sich  dreht,  der  Punkt  X'  einen  Kegel- 
schnitt durchlaufen.  Es  erzeugen  auch  hier  die  Paare  ver- 
bundener Punkte  X,  X  auf  den  Strahlen  durch  P  eine  Kurve 
3.  Ordnung  (P),  welche  durch  P  und  durch  alle  sieben  Punkte 
2),  51,  33,  (S:,  5li,  S3i,  (^1  einfach  geht;  denn  auf  dem  Strahle  von  P 
nach  einem  dieser  Punkte  besteht  das  Paar  immer  aus  ihm  und  dem 
einzigen  ferneren  Schnitte  des  Strahls  mit  der  dem  Punkte  in  %.  . 
zugehörigen  Hauptkurve;  auch  ^  ist  einfach.  Weil  die  (P)  durch 
5li,  SSj,  ö^i  gehen,  sind  sie  von  den  C  verschieden.  Diese  (P)  bilden 
ein  eben  solches  Netz  mit  sieben  einfachen  Grundpunkten, 
wie  die  C  im  vorigen  Falle.  Durch  Xg  i  geht  eine  solche  (P), 
nachdem  sich  die  den  ^,  %  33,  ß  zugeordneten  Hauptkurven  ^'  ^,  a\  b',  c' 
abgesondert  haben,  in  eine  Kurve  von  der  Ordnung  3-3  —  2  —  3-1  =  4 
über,  die  aber  ein  doppelt  zu  rechnender  Kegelschnitt  ist,  weil  jeder 
ihrer  Punkte  zwei  Punkten  X  und  X  von  ( P)  korrespondiert. 

Läuft  P  auf  einer  Gerade,  welche  das  Paar  XX  trägt,  so  gehen 
aUe  Kurven  (P)  durch  X  und  X,  und  zwei  verbundene  Punkte  sind 
auch  assoziierte  Punkte  in  dem  neuen  Netze.  Wir  haben  aber  zu 
beachten,  daß  dasselbe  ein  spezielles  deshalb  ist,  weil  S5i,  S^,  21; 
(5^1,  5(i,  33;  ^1,  33i,  ß  je  in  gerader  Linie  liegen.  Wir  haben  uns  mit 
dieser  Verwandtschaft  in  Nr.  835  und  836  beschäftigt. 

Die  quadratische  Verwandtschaft  zwischen  dem  Punktfelde  in  Z' 
und  dem  Strahlenfelde  in  1  hat  in  jenem  die  drei  Punkte  W,  33',  ©^ 
zu  Hauptpunkten;  denn  z.  B.  dem  W  korrespondiert  der  ganze  Büschel 
von  51^  nach  den  verschiedenen  Punkten  von  ^21.  Also  sind  51^,  33i,  ®i 
die  Ecken  des  Hauptdreiseits  in  Z. 

Der  Gerade  33' S'  entspricht  in  Xg^i  eine  Kurve  3.  Ordnung  0, 
welche  in  ^33,  ^(^  und  ^^^(^^  zerfällt;  denn  33^,  (Si  entsprechen  ja 
auch  den  33',  S'.  _ 

Wenn  zwischen  X'  und  x  =  XX  eine  quadratische  Verwandt- 
schaft besteht,  so  umhüllen  die  Verbindungslinien  koinzi- 
dierender  verbundener  Punkte  eine  —  von  Q  verschiedene  — 
Kurve    4.  Klasse,    welche    in    dieser  Verwandtschaft    dem    Grenz- 
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Kegelschnitte  Q'  entspricht  und  die  Hauptgeraden  S3i©i,  ...  der 
quadratischen  Verwandtschaft  zu  Doppeltangenten  hat. 

Zu  einer  Verwandtschaft  Xg  i  dieser  Art  gelangt  man,  wenn  man 
das  Punktfeld  X'  kollinear  auf  einen  Strahlenbündel  bezieht,  dessen 
Scheitel  Ä  auf  einer  kubischen  Regelfläche  liegt,  und  diese  durch 
Projektion  aus  einem  Punkte  D  auf  der  Doppelgerade  d  in  die  Ebene 
X  abbildet,  wobei  Ä  sich  in  51  projiziere.  Aber  sie  hat  besondere 
Eigenschaften  und  ist  deshalb  weniger  geeignet,  den  allgemeinen  Fall 
zu  illustrieren;  wir  überlassen  dem  Leser,  diese  Eigenschaften  aufzu- 
finden. 
899  Kehren  wir -zur  allgemeinen   Betrachtung  zurück.      Der  Formel 

1)  2lr'  -^2==n' 

(Nr.  888)  können  wir  eine  andere  Deutung  geben.  Einer  Kurve  G 
^ter  Ordnung  muß  eigentlich  eine  Kurve  von  der  Ordnung  n^  korre- 
spondieren-, da  jene  aber  durch  sämtliche  Hauptpunkte  geht,  so  lösen 
sich  die  Hauptkurven  in  der  Gesamtordnuug  ^r^  ab;  es  bleibt  die 
doppelte  Gerade  V,  welcher  C  korrespondiert,  doppelt,  weil  jeder  ihrer 
Punkte  zwei  Punkten  von  C  entspricht. 

Weil  die  Kurven  C  vom  Geschlechte  p  sind,  so  ist  ihre  Klasse 
im  allgemeinen  2[n  -\-  p  —  1)]  also  sind  die  Charakteristiken  des 
Systems  der  C  4,  4(w +i) -- 1),  4:(n -{- p  —  1)1 

Es  sei  s  die  allgemeine  Bezeichnung  für  den  Grad  der  Vielfach- 
heit eines  Hauptpunktes  in  Z'  auf  den  C,  ferner  N  der  Grad  der 
verbundenen  Verwandtschaft  X^  ^  Die  n^  Schnitte  zweier  C  setzen 
sich  zusammen  aus  den  Hauptpunkten,  aus  dem  Punkte,  welcher  dem 
Schnittpunkte  der  beiden  korrespondierenden  Geraden  l  entspricht, 
und  den  N  Punkten,  die  den  einen  korrespondierenden  auf  der  einen, 
den  andern  auf  der  andern  haben;  also: 

n^=^s^+  N+  1, 
oder : 

4)  N=^n^-l-^s\ 

Wenn  tu  die  Ordnung  der  Doppelkurve  ist,  so  berührt  jede  C  die 
Orenzkurve  Q'  in  uj  Punkten.  Ist  h  die  Anzahl  der  Paare  ver- 
bundener Punkte  auf  einer  beliebigen  Gerade,  die  Klasse  von  Xj  i, 
so  ist: 

5)  A^=uü  +  2b; 

ferner,  weil  die  C  unikursal  sind  und  b  bewegliche  Doppelpunkte 
haben,  so  hat  man: 

6)  2s(s  -  1)  -f  2b  =  (w  -  l){n  -  2). 
Daraus  folgt: 

7)  3(w-l)  =  iü-f^5. 
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Jedem  gemeinsamen  Punkt  der  Q'  mit  einer  Kurve  C,  der  nicht 
Hauptpunkt  ist,  entspricht  ein  gemeinsamer  Punkt  der  zugehörigen  l 
mit  Q,  dem  ein  Schnitt  der  /  mit  Q  unendlich  nahe  ist,  ohne  im  all- 
gemeinen ihm  verbunden  zu  sein;  also  berührt  C  die  Q\ 

Wo  eine  C  die  Q',  außerhalb  von  Hauptpunkten,  trifft, 
berühren  sie  sich. 

Dasselbe  gilt  auch  für  Hauptkurven  in  T\  da  sie  Teile  von 
Kurven  C  bilden,  gehörig  zu  Geraden  von  X,  die  durch  den  zu- 
gehörigen Hauptpunkt  gehen. 

Durch  zwei  beliebige  Punkte  von  Z'  gehen,  wie  oben  bemerkt, 
vier  Kurven  (7':  fällt  einer  auf  Q',  so  reduzieren  sie  sich  auf  zwei, 
welche  dann  in  diesem  Punkte  die  Q'  berühren;  fallen  beide  auf  Q', 
so  geht  durch  sie  nur  eine  C"  und  berührt  in  ihnen  die  Q';  sie  ent- 
spricht der  ?,  welche  die  korrespondierenden  Punkte  auf  Q  ver- 
bindet. 

Die  Kurven  C  müssen  durch  die  Hauptpunkte  H'  s-fach  gehen, 
b  (bewegliche)  Doppelpunkte  haben  und  Q'  uj-mal  berühren;  das  sind 
i^s{s  -f  1)  -f  b  -j-  a»  Bedingungen.  Die  obigen  Formeln  ergeben,  daß 
diese  Zahl  gleich  ^n{n  -f-  3)  —  2  ist,  so  daß  ein  doppelt  unendliches 
System  entsteht.  Aber  die  früheren  Bemerkungen  (Nr.  895,  897) 
zeigen,  daß  die  in  der  Verwandtschaft  auftretenden  C  nicht  das  ganze 
durch  diese  Bedingungen  festgelegte  System  zu  bilden  brauchen, 
sondern  nur  ein  Teilsystem  desselben. 

Sei  H'  ein  Hauptpunkt  erster  Art  in  Z',  dem  also  eine 
Hauptkurve  h^  s*®''  Ordnung  und  ein  einzelner  Punkt  §  ent- 
spricht; wenn  V  durch  H'  geht,  so  zerfällt  C  in  h^  und  eine  durch 
^  gehende  Kurve  (n  s)^^  Ordnung  C\^_^.  Sie  wird  involutorisch 
von  den  beiden  entsprechenden  Punkten  der  Punkte  von  l  durchlaufen, 
und  das  Paar,  das  im  Kontinuum  dieser  Paare  dem  H'  entspricht, 
besteht  aus  §  und  einem  andern  Punkte,  der  auf  h^  liegt.  Dieser 
Punkt,  den  wir  auch  als  dem  Punkte  entsprechend  ansehen  können, 
der  dem  H'  auf  /'  unendlich  nahe  ist,  durchläuft  Ä^,  wenn  V  um  IT 
sich  dreht  (wobei  0„_,  sich  ändert);  und  so  erweist  sich  h^  vom 
Geschlechte  0.  Der  genannte  Punkt,  als  gemeinsamer  Punkt  der 
beiden  Teilkurven,  ist  Doppelpunkt  der  vollen  Kurve;  also  ist  h^  ein 
Bestandteil  der  Jacob ischen  Kurve  des  Netzes.  Ist  H'  zweiter 
Art,  so  zerfällt  h^  in  zwei  verbundene  Kurven,  von  denen 
jede  vom  Geschlecht  0  ist  und  die  C„_^  in  einem  solchen  Punkte 
schneidet;  und  einem  Hauptpunkte  H'  dritter  Art  ist  eine 
sich  selbst  verbundene  Kurve  ]i^  zugeordnet,  welche  in- 
volutorisch von  den  unendlich  vielen  dem  J?'  entsprechen- 
den Punktepaaren  durchlaufen  wird;  mit  der  C^_^  hat  sie  ein 
solches  Paar  gemeinsam.  Die  volle  Kurve  n^^  Ordnung  hat  also  in 
diesen  beiden  Fällen  zwei  weitere  Doppelpunkte. 
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Jede  Hauptkurve  in  Z  gehört  somit  zur  Jacobischen 
Kurve  des  Netzes.  Für  die  Doppelkurve  Q  gilt  dies  auch; 
denn  in  jedem  Punkt  derselben  berühren  sich  alle  Kurven  eines 
Büschels  des  Netzes,  und  solche  Berührungspunkte  liegen  ja  auf  der 
Jacobischen  Kurve  (Nr.  686). 

Die  Formel  7)  spricht  aus,  daß  die  Jacobische  Kurve  des 
Netzes  in  Z  nur  aus  den  Hauptkurven  und  der  Doppelkurve 
besteht. 

Jetzt  betrachten  wir  einen  Hauptpunkt  H  in  Z;  er  sei  r-fach 
für  die  C;  ihm  korrespondiert  in  Z'  eine  unikursale  Kurve  h/] 
er  sei  auch  Hauptpunkt  für  die  verbundene  Verwandtschaft 
%i  i;  weshalb  er  Hauptpunkt  erster  Art  genannt  werde.  Hier 
sei  er  p-fach,  so  daß  ihm  eine  Kurve  h  zugehört.*)  Wenn  er  auf 
h  i-fach  ist,  so  ist  er  i-fach  sich  selbst  verbunden  und  liegt  i-fach 
auf  Q.  Der  Nachbarpunkt  von  ihm  auf  einer  der  i  Tangenten  von 
h  ist  also  ein  dem  H  verbundener  und  ihm  unendlich  naher  Punkt, 
also  liegt  er  auf  Q;  mithin  haben  h  und  Q  in  dem  gemeinsamen  i- 
fachen  Punkte  H  dieselben  Tangenten. 

Die  Punkte  von  h^'  korrespondieren  eindeutig  denen  von  h  ^  denn 
jeder  Punkt  von  h^'  hat,  neben  H,  noch  einen  entsprechenden,  welcher 
h  durchläuft.  Eine  Gruppe  von  i  Punkten  auf  \'  entspricht  den  * 
in  H  übereinander  liegenden  Punkten  von  h  .  Geht  l  durch  H,  so 
zerspaltet  sich  C  in  hj  und  eine  Kurve  Cn—r't  weil  l  die  Q  ^-fach 
in  H  trifft  und  noch  (uj  — ^)-mal,  so  kommen  von  den  uj  Berührungen 
der  C  mit  Q'  u)  —  *  auf  (7^_r  und  i  auf  h^,  welche  in  den  Punkten 
jener  Gruppe  erfolgen. 

Wenn  also  ein  Hauptpunkt  erster  Art  H  von  Z  auf  der 
ihm  in  %^  ^  verbundenen  Kurve  und  dann  auch  auf  der 
Doppelkurve  <^-fach  ist,  so  berührt  die  ihm  zugeordnete 
Hauptkurve  in  Z'  die  Q!  i-mal. 

Weil  eine  G  durch  %^  ^  in  sich  selbst  übergeht,  so  folgt: 

nN  —^rp  =  w, 
also: 

8)  ^rp  =  n(N-l). 

900  Es  fragt  sich,  ob  der  Punkt  §,   der  zu  einem  Hauptpunkte  H" 

erster  Art  gehört,  auf  der  zugeordneten  Hauptkurve  \  liegen  kann. 
Nehmen  wir  an,  daß  er  ihr  i^-fach  angehöre;  ferner  habe  \  den  r- 
fachen  Hauptpunkt  H  zum  r- fachen.  Weil  V  im  allgemeinen  nicht 
durch  H'  geht,    so  hat  C  mit  \  nur  Hauptpunkte  gemeinsam,  also: 


1)  Als  Hauptpunkte  zweiter  und  dritter  Art  in  Z,  auf  die  wir  hier  nicht 
genauer  eingehen  wollen,  definiert  dePaolis  solche,  die  nur  einen  verbundenen 
Punkt  haben,  der  dann  ebenso  vielfacher  Hauptpunkt  ist,  oder  die  sich  selbst 
verbunden  sind. 
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9)  ns  =^rx. 

hg  wird  von  einer  C„_^  in  den  Hauptpunkten,  von  denen  ein  auf  h^ 
r-facher  auf  0„_,  (r  — r)-fach  ist,  ferner  in  §,  der  auf  0„_^  einfach, 
auf  hg  ^-fach  ist,  und  im  veränderlictien  Schnittpunkte  getroffen;  mit- 
hin : 

s{n  -  s)  =^(r  -  r)r  +  ^  +  1. 

Diese  (7„_^  bilden  einen  Büschel,  da  sie  den  l'  durch  R'  zugehören, 
und  haben  nur  die  Hauptpunkte  und  den  §  gemeinsam;  daher: 

9)  und  die  folgende  Formel  geben  s^  =^r^  —  ^  —  1 ;  nehmen  wir  noch 
1)  dazu,  so  können  diese  Formeln  nur  zusammen  bestehen,  wenn 

^  =  0. 

Die  zu  einem  Hauptpunkte  erster  Art  in  Z'  zugehörige 
Hauptkurve  geht  nicht  durch  den  verbundenen  Punkt. 

Also  kann  die  Doppelkurve  (in  Z)  nicht  die  zu  einem 
solchen  Hauptpunkte  erster  Art  gehörige  Hauptkurve,  außer 
in  Hauptpunkten,  treffen;  denn  ein  Treffpunkt  würde  sich  dann 
mit  dem  auch  ihm  verbundenen  Punkte  §  vereinigen. 

Daraus  folgt  wiederum: 

Die  Grenzkurve  Q'  geht  durch  keinen  Hauptpunkt 
erster  Art. 

Wenn  daher  nur  Hauptpunkte  erster  Art  in  Z'  vorhanden  sind, 
so  werden  die  Hauptkurven  in  Z  von  der  Doppelkurve  nur  in  Haupt- 
punkten getroffen,  und  die  Grenzkurve  geht  durch  keinen  Hauptpunkt. 

Durch  den  Hauptpunkt  H,  der  r-fach  sei,  gehe  Q  i-fach;  einer 
Gerade  l  durch  H  entspricht  h^  und  Cn—r'-,  wir  fanden  schon,  daß 
Cn—r  die  Q'  in  uu  —  i  Punkten  berührt;  die  h  veränderlichen  Doppel- 
punkte liegen  auf  ihr,  und  wenn  h^  durch  einen  5 -fachen  Hauptpunkt 
H'  §-fach  geht,  so  tut  es  C'u—r  (5  — §)-fach.  Die  C'n-r  bilden  ein 
einfach  unendliches  System  (von  dem  durch  jeden  Punkt  zwei  gehen); 
also : 

r)(M-r-f  3)   -  1. 
•-2). 


i^(«-§)(s 

—  §+  1)  +  U)  — « 

+  b  =  i(w  - 

r){n 

Sie  sind  unikursal,  mi 

thin: 

h2{s- 

g)(s- 

-  §  -  1)  +  b 

=  i(w  -  r  - 

l)(n 

Daraus  ergibt  sich: 

weil  aber: 

2{s 

-  §)  -  t  + 

tu  =  3  (w  —  r) 

-2; 

7) 
so  folgt: 

10) 

3r-l  = 

=  3(»i-l), 

254      IX-  §  124.  Zweieindeutige  Verwandtschaften,  bes.  2.  und  3.  Grades. 

Nun  gilt  auch  hier,  ebenso  wie  bei  den  eindeutigen  Verwandt- 
schaften (Nr.  785),  daß  die  Yielfachheit  §  eines  Hauptpunktes  von  Z' 
auf  einer  Hauptkurve  dieser  Ebene  gleich  ist  derjenigen  des  dieser 
zugeordneten  Hauptpunktes  in  Z  auf  der  Hauptkurve,  die  jenem  zu- 
geordnet ist.  Daher  ist  ^^  -{-  i  die  Vielfachheit  von  H  auf  der 
Jacobischen  Kurve  des  Netzes;  die  Formel  10)  lehrt,  daß  sie  3r  —  1 
ist,  und  dies  entspricht  dem  in  Nr.  785  Gesagten.  Also  beträgt  die 
Anzahl  der  Schnittpunkte  einer  C  mit  der  Jaco bischen  Kurve, 
welche  nicht  in  Hauptpunkte  fallen: 

^n{n  -  1)  -2r{^r  -  1)  =  2{p  +  1), 
wie  aus  1)  und  3)  sich  ergibt. 

Weil  die  Hauptkurven  eine  C  nur  in  Hauptpunkten  schneiden^ 
so  kommen  diese  weiteren  Schnitte  alle  auf  die  Doppelkurve  Q. 

Demnach  beträgt  die  Zahl  der  weiteren  Schnitte  einer 
Kurve  C  mit  der  Doppelkurve  Q  2{p  -}-•  1);   andererseits   ist  sie 

Die  Involution  der  verbundenen  Punkte  auf  einer  Kurve 
C  hat  2(p  +  1)  Doppelpunkte. 

Dies  entspricht  der  Cayley-Brillschen  Formel  (§  122);  denn 
es  liegt  eine  eindeutige  involutorische  Korrespondenz  auf  einer  Kurve 
vom  Geschlechte  p  vor;  einschneidende  Kurven  sind  die  Kurven  irgend 
eines  Büschels  des  Netzes  (zu  welchem  C  nicht  gehört);  also  ist  die 
Wertigkeit  1. 

Diesen  Punkten  auf  Q  entsprechen  die  Schnitte  der  Q'  mit  der 
Gerade  T,  welcher  die  C  korrespondiert. 

Die  Grenzkurve  Q'  hat  die  Ordnung  2(p  -f  1). 

Weil  sie  der  Q  entspricht,  muß  diese  Ordnung  ojn  —^ir  sein^ 
indem  sich  die  zu  den  Hauptpunkten  auf  Q  gehörigen  Hauptkurven 
ablösen. 

Die  Involution  auf  einer  C  ruft  wiederum  in  einem  Strahlen- 
büschel U  eine  involutorische  Korrespondenz  \n\  hervor;  von  den  2n 
Koinzidenzstrahlen  gehen  2{p  -\-  1)  nach  den  Doppelpunkten;  die 
andern,  wegen  des  involutori sehen  Entsprechens  auf  C  doppelt  zu 
rechnen,  beweisen,  daß  die  Direktionskurve  der  Involution  die 
Klasse  n  —  p  —  1  hat. 

Durch  jeden  Punkt  von  Z'  gehen  n  —  p  —  1  Kurven  C\  die  einen 
Doppelpunkt  auf  einer  gegebenen  Gerade  haben. 

Die  Tangenten  der  Direktionskurve  sind  eindeutig  den  Punkten 
der  Gerade  V  zugeordnet,  welcher  die  C  entspricht,  auf  der  die  In- 
volution liegt;  also  ist  diese  Kurve  unikursal,  im  allgemeinen 
von  der  Ordnung  2(n  —p  —  2)  und  hat  |-(w  —p  —  2)  (n  — p  --  3) 
Doppeltangenten,  d,  h.  Geraden,  welche  zweimal  zwei  verbundene 
Punkte  der  C  enthalten. 
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Die  Verwandtschaft  zwischen  dem  Punktfelde  der  X'  und  dem 
Strahlenfelde  der  x  =  XX  ist  b- ein -deutig. 

Einer  Kurve  K'  in  1.',  welche  die  Grenzkurve  Q'  in  X' 
berührt,  korrespondiert  eine  Kurve  K,  welche  in  dem  ent- 
sprechenden Punkte  X  von  Q  einen  Doppelpunkt  hat;  denn 
jede  Gerade  l  durch  X  hat  mit  ihr  zwei  in  X  vereinigte  Schnitte 
gemein,  weil  die  entsprechende  C  die  Q'  in  X'  berührt  und  daher 
auch  die  K\  Die  beiden  Tangenten  des  Doppelpunktes  X  entsprechen 
den  Kurven  C,  welche  K'  in  X'  oskulieren. 

Die  einer  Tangente  von  Q'  entsprechende  C  hat  also  in  dem  dem 
Berührungspunkte  X'  korrespondierenden  Punkte  X  einen  Doppel- 
punkt. Dem  Büschel  von  Strahlen  V  um  X'  entspricht  ein  Büschel 
von  Kurven  C,  die  sich  in  X  berühren  (mit  einer  Tangente,  die  im 
allgemeinen  von  der  von  Q  verschieden  ist);  darunter  befindet  sich 
(Nr.  686)  eine  Kurve,  für  welche  X  Doppelpunkt  ist,  eben  die,  welche 
der  Tangente  in  X'  an  Q'  entspricht.  Daß  Q  derjenige  Bestandteil 
der  Ja  CO  bischen  Kurve  ist,  welcher  die  Berührungspunkte  von  Kurven 
des  Netzes  enthält,  ist  schon  erwähnt. 

Ein  beliebiger  Büschel  von  Kurven  C  schneidet  in  Q  eine  In- 
volution vom  Grade  2(p  -f  1)  ein,  deren  Gruppen  aus  den  Doppel- 
punkten der  auf  den  einzelnen  Kurven  gelegenen  Involutionen  der 
X,  X  bestehen.  Die  Doppelpunkte  jeuer  Involution  rühren  von 
Kurven  des  Büschels  her,  die  auf  Q  einen  Doppelpunkt  haben.  Die 
Anzahl  derselben  ist  gleich  der  Klasse  von  Q'. 

Diese  Kurve  2(j)  -j-  ly*'''  Ordnung  Q'  ist  allgemein,  so 
lange  es  in  X'  nur  Hauptpunkte  erster  Art  gibt;  denn  diese 
liegen  nicht  auf  Q',  und  damit  sind  vielfache  Punkte  auf  ihr  aus- 
geschlossen. 

In  Z  liefern  die  2  b  Punkte  der  b  Paare  ^)  verbundener  901 
Punkte  auf  den  Strahlen  eines  Büschels  P  eine  Kurve  (P), 
die  einfach  durch  den  Punkt  P  geht,  da  er  nur  auf  dem  Strahle  des 
Büschels  erzeugender  Punkt  ist,  der  nach  dem  verbundenen  Punkte 
geht;  derselbe  ist  Tangente  an  (P)  in  P.  Daher  ist  die  Ordnung 
der  Kurve  [P)  gleich  2b  -\-  1  oder  N  —  uu  +  1,  wie  sich  aus  5) 
ergibt.  Diese  letzte  Form  der  Ordnungszahl  folgt  auch  daraus,  daß 
die  Kurve  (P),  zusammen  mit  Q,  das  Erzeugnis  des  Büschels  P  und 
des  projektiven  Büschels  N^^^  Ordnung  der  seinen  Strahlen  verbun- 
bundenen  Kurven  ist.  Durch  zwei  Punkte  X,  X^  geht  eine  dieser 
Kurven  (P),  nämlich  die  zum  Punkte  (XX,  X^X^)  gehörige.  Also 
bilden  sie  ein  Netz;  bei  n  =  3,  p  =  1  ist  es,  wie  wir  fanden,  mit  dem 
Netze  der  Kurven  C  identisch. 


1)  Es  werde  hier  6  >  0  vorausgesetzt,  was  bei  n  =  2  nicht  eintrifft. 
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Ein  Hauptpunkt  H,  der  auf  der  verbundenen  Kurve  h  i-fach 
ist,  gehört  auf  dem  Strahl  HF  zu  p  —  /  Paareu,  deren  zweite  Punkte 
die  p  —  ^  weiteren  Schnitte  der  h  sind,  also  ist  er  (p  —  i)-fach  auf  (P).  Ist 
^  wiederum  der  einzelne  einem  Hauptpunkte  H'  erster  Art  entspre- 
chende Punkt,  verbunden  der  zugehörigen  Hauptkurve  h^,  der  er,  wie 
wir  wissen,  nicht  angehört,  so  ist  er  s-fach  auf  (P);  er  ist  Haupt- 
punkt von  %^^-^  und  für  ihn  ist  p  =  5,  i  =  0.  Daher  ergibt  sich  aus 
dem  Schnitte  zweier  Kurven  (P): 

(2b^-l)^  =  2b^-J'(p-^)^ 

wo  die  Summe  über  alle  Hauptpunkte  H  und  §  der  %^  ^  ausgedehnt 
ist.  Nur  wenn  b  =  1  ist,  ist  das  Netz  der  (P)  ein  solches,  wie  es 
die  Kurven  C  bilden. 


§  125.   M- eindeutige  und  zweizweideutige  Verwandtschaften. 

902  Die  Anzahl   der   Koinzidenzen  bei   ineinander  liegenden 

Feldern  liefert  das  Korrespondenzprinzip  (Nr.  839):  sieist2  +  l  +  w 
=  >^  -|-  3,  oder  allgemeiner,  wenn  es  sich  um  eine  m-eindeutige 
Verwandtschaft  handelt :  m-\-n-^l.  W ir  können  bestätigend  verfahren 
wie  in  Nr.  790,  indem  wir  im  einfachen  Felde  (Nr.  888)  die  Kurve  der 
Punkte  X  konstruieren,  die  je  mit  dem  entsprechenden  X'  auf  einer 
Gerade  durch  einen  festen  Punkt  U  liegen.  Sie  ergibt  sich  als  Er- 
zeugnis des  Strahlenbüschels  U  aus  Z'  imd  des  zu  ihm  projektiven 
Büschels  der  entsprechenden  Kurven  C  in  Z,  ist  also  (n  +  1)*®''  Ord- 
nung. Oder  die  Verbindungslinien  der  Punkte  auf  l  in  Z  je  mit  dem 
entsprechenden  Punkte  auf  der  korrespondierenden  C  in  Z'  umhüllen 
eine  Kurve  (n  -{-  ly^^  Klasse;  weil  n  -\-  1  durch  JJ  gehen,  liegen  auf 
l  so  viele  Punkte  der  Kurve.  Sie  geht  einfach  durch  ü,  weil  er  als 
Punkt  von  Z  einen  entsprechenden  in  Z'  hat.  Da  der  Strahl  von  U 
nach  einem  r-fachen  Hauptpunkte  H  von  Z  der  zugehörigen  Haupt- 
kurve h^  r-mal  begegnet,  so  liegt  H  r-fach  auf  unserer  Kurve.  Für 
eine  zweite  derartige  Kurve,  zu  JJ^  gehörig,  gilt  dasselbe;  beide  haben 
außerdem  die  n  weiteren  Punkte  auf  UU^  gemein.  Somit  bleiben 
(n  -f-  If  —  ^r^  —  n  gemeinsame  Punkte.  Nun  tritt  bei  der  w-ein- 
deutigen  Verwandtschaft  an  Stelle  von  1): 

^r^  =  n^  —  m  • 

so  daß  die  Anzahl  dieser  Punkte  ist  m  -f  n  -f  1.  Jeder  von  ihnen 
befindet  sich  als  X  mit  seinem  entsprechenden  X'  sowohl  auf  einer 
Gerade  durch  Z7,  als  auf  einer  durch  f/j;  und  da  er  weder  auf  Uü^ 
liegt,  noch  ein  Hauptpunkt  von  Z  ist,  so  muß  er  sich  mit  ihm  ver- 
einigen. Ersichtlich  kann  nur  von  dem  einfachen  Felde  aus  so  geschlossen 
werden. 
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Hieran  läßt  sich  die  Ermittelung  der  Anzahl  der  involutori sehen 
Paare  anschließen.  Es  seien  X,  Y'  Punkte,  welche  in  der  m- ein- 
deutigen Verwandtschaft  dem  nämlichen  Punkte  X'  =  Y  in  beiden 
Sinnen  entsprechen.  Einem  X  entspricht  ein  X',  dem  damit  koinzi- 
dierenden  Y  ein  F';  einem  Y'  entsprechen  m  Punkte  Y,  den  damit 
identischen  X!  also  rn^  Punkte  X;  die  Verwandtschaft  der  X  und  Y' 
ist  daher  y/i^-eindeutig.  Einer  Gerade  l  in  Z  korrespondiert  eine  Kurve 
^ter  Ordnung  in  Y'j  der  damit  identischen  in  H,  die  wohl  durch  die 
Hauptpunkte  von  T',  aber  nicht  durch  die  von  Z  geht,  eine  Kurve 
von  der  Ordnung  n^,  so  daß  dies  der  Grad  der  neuen  Verwandtschaft 
ist  und  ihr  m^ -\- ti^ -{- 1  Koinzidenzpunkte  zukommen,  darunter  die 
m  -\-  n  -\-  1  der  gegebenen.  Jeder  von  den  ni"  —  m  +  w^  —  n  übrigen 
Punkten  X  =  F'  bildet  mit  dem  zugehörigen  und  von  ihm  verschie- 
denen X'  =  Yy  welcher  auch  ein  Koinzidenzpunkt  dieser  m^-eindeutigen 
Verwandtschaft  ist,  ein  involutorisches  Paar  der  m-eindeutigen. 

Eine  m-eindeutige  Verwandtschaft  w*®^  Grades  zwischen 
zwei  ineinander  liegenden  Feldern  besitzt 

^m{m  —  1)  +  ^n{n  —  1) 

involutorische  Paare;  wofern  nicht  deren  oo^  vorhanden  sind. 

Letzteres  tritt  z.  B.  ein  bei  der  in  Nr.  892,  893  behandelten  zwei- 
eindeutigen Verwandtschaft  2.  Grades,  die  zwischen  zwei  Feldern  der- 
selben Ebene  durch  eine  Fläche  2.  Grades  hergestellt  wird.  Wir  fanden 
schon,  daß  sie,  neben  dem  einzelnen  Punkte  0  =  0',  einen  Kegelschnitt 
von  Koinzidenzpunkten  hat;  sie  hat  auch  oo^  involutorische  Paare,  welche 
ebenfalls  von  einem  Kegelschnitte  getragen  werden.  Auf  jedem  Strahle 
des  Büschels  um  0^0'  besteht  eine  Korrespondenz  [2,  1],  welche 
(Nr.  181)  ein  involutorisches  Paar  besitzt.  Die  beiden  Kegelschnitte 
r^,  ni^,  welche  einer  Gerade  l^m  entsprechen,  und  von  denen  der 
erstere  durch  0'  geht,  begegnen  sich  mit  ihr  auf  der  Koinzidenzkurve; 
die  Strahlen  aus  0'  nach  den  beiden  weiteren  Schnitten  tragen  involu- 
torische Paare,  welche  je  aus  dem  Schnitte  und  dem  Punkte  auf  der 
Gerade  bestehen. 

In  Nr.  888  wurde  bemerkt,  daß  bei  den  zweieindeutigen  Ver- 
wandtschaften die  Geschlechter  p  =^  0  und  p  =  \  dadurch  einfachere 
Verhältnisse  bewirken,  daß  die  gemeinsamen  Punkte  des  Netzes  X  in 
der  einfachen  Ebene,  das  auf  das  Geradenfeld  der  andern  koUinear 
bezogen  wird,  in  keiner  Beziehung  stehen,  sondern  beliebig  gegeben, 
werden  können. 

Im  Falle  p  =  0  bestimmen  sie  zunächst  ein  Gebüsche  von  Kurven, 
welches,  eben  wegen  der  beliebigen  Lage  der  Grundpunkte,  oo^,  oo^ 
Kurven  mit  einem  bzw.  zwei  (nicht  gemeinsamen)  Doppelpunkten  ent- 
hält. Wird  aus  ihm  ein  Netz  ausgeschieden,  so  enthält  dies  oo^,  eine 
endliche  Anzahl  von  Kurven  mit  1,  2  Doppelpunkten. 

Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.  IV.  1 7 
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Wenn  p  =  1^  so  ist  durch  die  gemeinsamen  Punkte  gerade  das 
Netz  bestimmt,  und  es  gilt  dasselbe. 

Ist  aber  i?  >  1,  so  müssen  die  gemeinsamen  Punkte  voneinander 
abhängig  sein,  um  ein  Netz  zu  ermöglichen;  und  dadurch  kann  be- 
wirkt werden,  daß  die  Kurven  mit  zwei  Doppelpunkten  nicht  bloß  in 
endlicher  Anzahl  vorhanden  sind. 

Wenn  in  Z'  ein  Hauptpunkt  H'  zweiter  oder  dritter  Art  vor- 
handen ist  (Nr.  889),  so  führen  alle  Geraden  durch  ihn  zu  zerfallen- 
den Kurven  des  Netzes  in  Z,  welche  zwei  Doppelpunkte  haben,  je 
einen  auf  jedem  der  beiden  verbundenen  Bestandteile  der  zu  H'  ge- 
hörigen Hauptkurve  oder  beide  auf  ihr,  wenn  sie  sich  selbst  verbunden 
ist:   als  Schnitte   dieser  sich  ablösenden  Kurve  mit  der  restierenden. 

Also  hat  eine  zweieindeutige  Verwandtschaft  vom  Ge- 
schlechte 0  oder  1  in  der  doppelten  Ebene  T'  im  allgemeinen 
nur  Hauptpunkte  erster  Art  (denen  je  eine  Hauptkurve  und  ein 
einzelner  Punkt  zugeordnet  ist).  Daher  geht  die  Grenzkurve  Q' 
in  Z'  durch  keinen  der  Hauptpunkte  (Nr.  900). 

Bei  p  =  0  ist  sie  (a.  a.  0.)  ein  Kegelschnitt.  Jeder  Schnitt  einer 
C  mit  ihr  ist  Berührungspunkt;  also  ist  die  Anzahl  dieser  Berührungs- 
punkte n  und  demnach  die  der  Schnitte  der  zugehörigen  l  mit  Q. 
Ebenso,  wo  eine  Hauptkurve  \'  die  Q'  trifft,  berührt  sie  dieselbe, 
also  geschieht  es  r-mal;  folglich  liegt  der  zugehörige  Hauptpunkt  H 
r-fach  auf  Q. 

Bei  einer  zweieindeutigen  Verwandtschaft  n^^^  Grades 
vom  Geschlechte  0  ist  die  Grenzkurve  in  Z'  ein  Kegelschnitt 
und  die  Doppelkurve  in  Z  von  der  Ordnung  n  und  hat  einen 
r-fachen  Hauptpunkt  ebenfalls  zum  r-fachen  Punkte,  gehört 
also  zu  dem  Gebüsche  von  Kurven  n^^^  Ordnung,  das  durch  die  Haupt- 
punkte bestimmt  ist  und  in  welchem  das  Netz  N  der  C  sich  befindet. 

Bei  p  =  1  ist  die  Grenzkurve  4.  Ordnung,  die  Doppel- 
kurve von  der  Ordnung  2n  und  ein  r-facher  Hauptpunkt 
auf  ihr  2r-fach. 

Für  dieses  Geschlecht  1  kann  man  ein  Netz  N  aus  einem 
homaloidischen  Netze,  sobald  dies  mindestens  einen  doppel- 
ten oder  dreifachen  Hauptpunkt  besitzt,  herstellen.  Den 
Doppelpunkt  ersetzt  man  durch  drei  einfache  Punkte,  den  dreifachen 
durch  zwei  doppelte.  Dadurch  geht  das  Geschlecht  der  Kurven  von 
0  in  1  über,  das  System  bleibt  doppelt  unendlich,  die  Zahl  der  festen 
Schnitte  zweier  Kurven  vermindert  sich  um  2^—3-1  oder  3^  —  2  •  2^, 
also  um  1.  So  ergibt  sich  aus  dem  homaloidischen  Netze  3.  Ordnung 
mit  einem  doppelten  und  vier  einfachen  Hauptpunkten  das  Netz  3.  Ord- 
nung mit  sieben  einfachen  Hauptpunkten,  das  in  Nr.  894  ff.  benutzt 
wurde. 

In  Nr.  789  wurde  kurz   eine   einsechsdeutige  Verwandtschaft   er- 
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wähnt,  durch  die  kubischen  Raumkurven  mit  fünf  gegebenen  Doppel- 
sekanten in  einer  Ebene  hervorgebracht. 

Wir  fanden  in  Nr.  794,  daß  Kurven  von  höherer  als  5.  Ordnung,  903 
welche  keine  höheren  vielfachen  Punkte  besitzen  als  doppelte,  durch 
eine  Crem o nasche  Transformation  nicht  in  Kurven  niedrigerer  Ord- 
nung übergeführt  werden  können. 

Sehen  wir  zu,  was  sich  mit  den  jetzigen  Transformationen  er- 
reichen läßt. 

Es  liege  eine  Kurve  6.  Ordnung  mit  10,  9,  8,  7  Doppelpunkten 
vor,  also  vom  Geschlechte  0,  1,  2,  3;  so  lege  man  in  7  der  Doppel- 
punkte die  Punkte  51,  ...  @  der  kubischen  zweieindeutigen  Verwandt- 
schaft vom  Geschlechte  1,  deren  Netz  eben  erwähnt  wurde.  Die  Kurve 
geht  dadurch  über  in  eine  Kurve  von  der  Ordnung  3  •  6  —  2  •  7  =  4 
mit  3,  2,  1,  0  Doppelpunkten;  und  diese  Kurven  sind  in  beiden 
Sinnen  eindeutig  bezogen,  denn  die  Kurve  6.  Ordnung  enthält  von 
den  beiden  entsprechenden  Punkten  der  Punkte  der  andern  Kurve  je 
nur  den  einen.  Eine  Kurve  4.  Ordnung  vom  Geschlechte  1,  0  kann 
nach  dem  obigen  Satze  durch  eine  Cremonasche  Transformation  in 
eine  Kurve  3.  Ordnung  vom  nämlichen  Geschlechte  übergeführt  werden. 
Also  ist  es  möglich,  eine  Kurve  6.  Ordnung  vom  Geschlechte 
0,  1  zu  einer  Kurve  3.  Ordnung,  eine  vom  Geschlechte  2,  3 
zu  einer  Kurve  4.  Ordnung  in  eineindeutige  Beziehung  zu 
bringen^). 

Das  Netz  iV  in  Z  ist  festgelegt;  es  bleibt  noch  die  achtfache 
Unendlichkeit  der  Kollineation  zwischen  ihm  und  dem  Geradenfelde 
in  Z'.  Durch  sie  kann  noch  nicht  die  Identität  der  Kurve,  welche 
der  gegebenen  Kurve  6.  Ordnung  korrespondiert,  mit  einer  gegebenen 
Kurve  4.  Ordnung  (von  gleichem  Geschlechte)  erreicht  werden. 

Wird  ®  bloß  in  einen  einfachen  Punkt  der  gegebenen  Kurve 
gelegt,  so  erhält  man  die  Überführung  der  Kurve  6.  Ordnung  mit 
10, ...  6  Doppelpunkten  in  eine  Kurve  5.  Ordnung  von  gleichem  Ge- 
schlechte. 

Eine  m-eindeutige  Verwandtschaft  sei  vom  Geschlechte  p, 
das  (Nr.  888)  nur  durch  die  gemeinsamen  vielfachen  Punkte  zustande 
kommt,  so  ist: 

2r^  =  n^-m,    ^r(r  -  1)  =  (w  -  l)(>^  -  2)  -  2p; 
also: 

\2r{r  -f  1)  =  \-n{n  +  3)  -  (m  -f  1)  +i?. 


1)  Aber  einen  Büschel  z.  B.  von  Kurven  6.  Ordnung  mit  neun  Doppel- 
punkten —  wir  werden  in  Nr.  910  mit  einem  zu  tun  haben  —  führt  man  da- 
durch nicht  in  einen  Büschel  von  Kurven  3.  Ordnung  über,  sondern  in  ein  System, 
von  dem  durch  jeden  Punkt  zwei  Kurven  gehen. 

/  17* 
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Die  Hauptpunkte  bestimmen  gerade  das  Netz  der  0,  wenn 
m  =  p  -f  1- 

Auch  hier  ist  eine  Kurve  der  einfachen  Ebene  21  auf  die  ent- 
sprechende Kurve  der  m-fachen  Ebene  Z'  eineindeutig  bezogen.  Be- 
nutzen wir  das  zum  Beweise  des  Satzes,  daß  eine  Kurve  C^,  wel- 
che dadurch  vom  Geschlechte  1  ist,  daß  sie  ^n(n  —  3)  Doppel- 
punktehat,  eineindeutig  auf  eine  allgemeineKurve  S.Ordnung 
bezogen  werden  kann.    Wir  können  voraussetzen:  n^6.    Zunächst 

sei  n  ungerade.     Von  jenen  Doppelpunkten  machen  wir  a  =        ~ 

zu  doppelten  und  die  übrigen  6  =  \  (**^  —  6  r  +  3)  —  welche  Zahl 
<  0  wird,  wenn  w  <  6  ist  —  zu  einfachen  Hauptpunkten  der  ein- 
fachen Ebene  einer  m- eindeutigen  Verwandtschaft  n*®"^  Grades,  deren 
m  noch  genauer  zu  bestimmen  ist.  Weil  3<x  +  &  =  ^}>^(n  -j-  3)  —  3 
ist,  so  ist  das  Netz  der  C  noch  nicht  festgelegt;  es  geschehe  durch 
einen  außerhalb  C"  gelegenen  Punkt.  Die  Zahl  der  weiteren  Schnitte 
zweier  G  ist  dann: 

Yn,  =  n^  —  A:a  —  })  —  \  =  \(^i—X) (n  —  ö)  +  1  =  p  -\-  Ij 

wo  p  das  Geschlecht  der  Kurven  C  mit  a  Doppelpunkten  ist. 
Die  Ordnung  der  der  0"  entsprechenden  Kurve  ist: 

n'  =  n--2(2a  +  h)  =  ^. 

Wenn   n    gerade    ist,    so   seien   in   a  =  -^-r — -   von    den   ^n(n  —  3) 

Doppelpunkten  der  (7"  doppelte,  in  die  h  =  -^  (n'^  —  Q  n  -\-  A)  übrigen, 
sowie  in  einen  einfachen  Punkt  von  C^  und  in  einen  ihr  nicht  an- 
gehörigen  Punkt  einfache  Hauptpunkte  gelegt;  wodurch  das  Netz  der 
C  gerade  bestimmt  ist.     Diesmal  ist: 

771  ==  n^  —  Aa  —  h  -  2  =  ^^{n  —  2)(n  -  4)  =  p  -f  1, 

und  die  Ordnung  der  entsprechenden  Kurve  ist: 

n  ==n'-2{2a-\-h)-l  =  3^). 

Der  Kurve  3.  Ordnung  in  X'  korrespondiert,  in  beiden  Fällen,  in 
Z  eine  Kurve  3n}^^  Ordnung,  die  in  die  gegebene  0",  welche  von 
einem  der  entsprechenden  Punkte  eines  Punktes  jener  Kurve  be- 
schrieben wird,  und  eine  Kurve  2n^^^  Ordnung  zerfällt,  die  von  den 
m  —  1  übrigen  entsprechenden  Punkten  durchlaufen  wird. 


1)  Etwas  anders  wird  in:Clebsch-Gorda  n,Theorie  der  A  b  e  Ischen  Funktionen 
§  20  verfahren.  -—  §  21  enthält  einen  Irrtum:  Durch  die  Doppelpunkte  einer 
Kurve  w***'"  Ordnung  vom  Geschlechte  2  und  2/^,  bzw.  n  weitere  Punkte  der  Kurve 
geht  kein  Büschel  von  Kurven  {n  —  1)*^'"  oder  {n  —  2)*^'"  Ordnung,  wohl  aber 
durch  die  Doppelpunkte  —  und  zwar  sämtliche,  nicht  einen  ausgenommen  — 
ein  Büschel  von  Kurven  {n  —  3)^*''  Ordnung. 
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Nun  erhellt,  daß  jede  ebene  oder  unebene  Kurve  vom  Ge- 
scblechte  1  oo^  eindeutige  Korrespondenzen  E(Xy  X')  ohne 
Koinzidenzen,  darunter  drei  involutoriscbe,  und  oo^  involu- 
torische  mit  vier  Koinzidenzen  trägt. 

Ob  Netze  w*"  Ordnung  je  so  viele  gegebene  Doppelpunkte  haben 
können,  bedarf  wohl  noch  genauerer  Untersuchung. 

Führen  wir  ebenso,  eineindeutig,  eine  (7"(w  ^  6)  mit 
^(n  —  l){n  —  2)  —  2  Doppelpunkten,  also  vom  Geschlechte  2, 
in  eine  Kurve  4.  Ordnung  über. 

3  n 
Wenn  n  gerade  ist,  so  legen  wir  in  «  =  -^ 1  von  den  Doppel- 
punkten doppelte,  in   die  h  =  ^n(n  —  6)   übrigen   und  einen  der  (7" 
nicht  angehörigen  Punkt  einfache  Hauptpunkte,  welche  das  Netz  ge- 
rade bestimmen.     Hier  ist: 

m  =  n^  —  Aa  —  h  —  1=  ^7t{n—  6)  -f  3  =p  -{-  1 
und 

n'  =  n^-2(2a-\-h)  =  4. 

Ist  n  ungerade,  so  sind  in  a  =  f(w  —  1)  der  Doppelpunkte  doppelte, 
in  die  &  =  ^  (n^  —  6n  -{-  1)  übrigen,  in  einen  einfachen  Punkt  der  C" 
und  einen  außerhalb  gelegenen  einfache  Hauptpunkte  zu  legen,  wo- 
durch wiederum  das  Netz  bestimmt  ist.     Es  ist: 

m  =  n^  —  4a  —  h  —  2  =  -^-(n  —  l)(n  —  5)  -f  1  =  p  -f  1, 
w'  =  w^  -  2{2a  +  &)  -  1  =  4.  — 

Zwischen  zwei  Ebenenbündeln  0,  0'  kann  man  eine  einfache 
dreieindeutige  Verwandtschaft  2.  Grades  vermittelst  einer  kubischen 
Raumkurve  herstellen,  indem  0  zu  irgendeinem  der  Bündel  0^  kolli- 
near gemacht  wird,  durch  welche  aus  den  Punkten  der  Kurve  die 
Doppelsekanten  projiziert  werden  (Nr.  370).  Entsprechend  sind  in 
ihr  eine  Ebene  von  0  und  diejenige  Ebene  von  0\  welche  nach  der 
Doppelsekante  geht,  die  von  der  jener  im  Bündel  0^  entsprechenden 
Ebene  projiziert  wird.  Die  durch  0'  gehende  Doppelsekante  führt  zu 
einer  Hauptebene  in  0,  welcher  ein  Büschel  von  Ebenen  in  0'  ent- 
spricht; dagegen  enthält  der  Bündel  0'  keine  Hauptebene. 

Es  mögen  noch   einige  Beispiele  von   zweizweideutigen  Ver-  904 
wandtschaften  vorgeführt  werden. 

Zwei  Flächen  2.  Grades  F^,F'^  seien  in  einer  räumlichen 
KoUineation  V  entsprechend;  wir  projizieren  dann  ent- 
sprechende Punkte  X,  3E'  auf  ihnen  aus  P  auf  Z,  aus  P'  auf 
X'  nach  X  und  X'})  Den  Projektionszentren  mögen  in  V  die 
Punkte  Pj',  Pj  korrespondieren. 


1)  Man  könnte  bei  den  Bündeln  bleiben. 
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Geht  man  von  X  in  Z  aus,  so  haben  wir  zwei  Schnitt- 
punkte dly  S  von  PX  mit  jP^,  denen  dc\  S'  auf  F'^  entsprechen, 
welche  mit  P^'  in  gerader  Linie  liegen;  sie  geben,  aus  P'  projiziert, 
die  dem  X  entsprechenden  Punkte  X\  X\  immer  auf  einer 
Gerade  durch  0'  =  {F^F',  T)  gelegen.  Die  zweiten  den 
X'y  X'y  außer  X,  entsprechenden  Punkte  sind  verschieden, 
liegen  aber  beide  mit  X  auf  einer  Gerade  durch  0  =  (FF^^T). 
Die  Strahlenbüschel  in  Z,  Z' um  0,  O'werden  auf  diese  Weise 
projektiv,  und  zwischen  den  Punktreihen  auf  entsprechenden 
Strahlen  besteht  eine  Korrespondenz  [2,2].  Die  dieser  %^^ 
verbundene  Verwandtschaft,  in  Z,  der  Punkte  X,  X,  welche 
je  demselben  X'  entsprechen,  ist  nicht  mehr  eindeutig,  son- 
dern zweizweideutig,  aber  involutorisch;  denn  jedem  X  korre- 
spondieren nur  die  beiden  zweiten  Punkte,  welche  zu  X'  und  X'  ge- 
hören; und  da  sie  mit  ihm  stets  auf  einer  Gerade  durch  0  liegen, 
so  zerlegt  sich  diese  involutorische  Verwandtschaft  %^ 
zweiter  Stufe  in  oo^  einstufige  involutorische  Korrespon- 
denzen [2]  auf  den  Strahlen  von  0;  und  ähnliches  gilt  für 
%^  in  Z'. 

Eine  Gerade  l'  in  Z'  führt  zu  dem  Kegelschnitte  ^'  auf  F'^  in 
der  Ebene  TP';  ihm  entspricht  durch  V  auf  i^^  der  Kegelschnitt  ®, 
der,  aus  P  projiziert,  den  der  V  korrespondierenden  Kegelschnitt  G  liefert. 
Die  Verwandtschaft  ist  also  2.  Grades. 

Der  Tangentialkegel  aus  P  an  F'^  habe  die  Berührungskurve  g; 
seine  Spur  in  Z  sei  0,  und  der  %  entspreche  auf  F'^  die  Kurve  ^\ 
die  aus  P'  die  Projektion  O'  hat;  so  sind  O  und  ct>'  Grenzkurve 
in  Z  und  zugehörige  Doppelkurve  in  Z'  mit  der  Gerade  nach 
0'  als  bestimmter  Verbindungslinie  der  sich  in  einem  Punkte  von  O' 
vereinigenden  Punkte.  In  ähnlicher  Weise  seien  Q.\  D',  D,  Q  kon- 
struiert, wo  dann  Q'  Grenzkurve  in  Z'  und  Q  Doppelkurve  in  Z 
ist.     Die  Kegel  aus  P^  und  P/  berühren  längs  D  und  g'. 

Alle  Kurven  C,  die  den  V  entsprechen,  tangieren  O 
doppelt,  wie  überhaupt  jede  Projektion,  aus  P,  eines  Kegelschnitts 
auf  -F^;  daher  gilt  dies  auch  für  Q,  die  Projektion  von.  D,  und  0 
ist  hier  der  Berührungspol;  ü-^,  ü^,  seien  die  Berührungspunkte  von 
Q  mit  0.  Die  C  sind  noch  einer  weiteren  Bedingung  unter- 
worfen. Die  Tangenten,  welche  ^'  aus  P'  erhält,  berühren  auf 
O',  also  erhält  ^  aus  P^  Tangenten,  die  auf  D,  und  C  aus  0  Tan- 
genten, die  auf  Q  berühren.  Das  ist  eine  doppelte  Bedingung.  In 
zwei  Punkten  T^,  T^  von  0  berührt  ein  Büschel  von  Kegelschnitten, 
darunter  ein  C,  welcher  der  V  =  T^T^  entspricht.  Dieser  erfüllt 
stets  die  genannte  Doppelbedingung. 

In  der  Tat,  die  Berührungspunkte  der  Tangenten  aus  0  an  die 
Kegelschnitte  jenes  Büschels  bilden  eine  Involution  auf  einem  Kegel- 
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schnitte ^)^  zu  welcher  T^T^  und  Ü^U^  gehören.  In  ihn  schneiden  die 
Kegelschnitte,  welche  O  in  U^jU^  berühren,  wegen  der  Paare  T^T^,  C/\C^2 
dieselbe  Involution.  Der  Kegelschnitt  des  ersteren  Büschels,  welcher 
durch  das  von  Q  (aus  dem  zweiten)  herrührende  Paar  geht,  ist  der  C; 
die  zwei  Tangenten  in  seinen  Schnitten  mit  Q  gehen  zugleich  durch  0. 

Daß  das  doppelt  unendliche  System  der  G  alle  drei  Charakteristiken 
4  hat,  ergibt  sich  wie  in  Nr.  890. 

Ein  Kegelschnitt  G  wird  von  den  beiden  je  demselben  Punkt 
auf  V  entsprechenden  Punkten  involutorisch  durchlaufen,  wobei  das 
Zentrum  stets  0  ist.  Betrachten  wir  andere  die  Grenzkurve  0 
doppelt  berührende  Kegelschnitte,  z.  B.  die  Kurven  K  des  in 
Ti,  T.2  berührenden  Büschels.  Die  über  ihnen  stehenden  Kegel  aus 
P  berühren  aUe  die  F^  in  denselben  zwei  Punkten  von  g,  also 
zerfällt  je  die  Schnittkurve  mit  F^  in  zwei  Kegelschuitte  Ä',  die  sich  in 
diesen  Punkten  begegnen,  und  so  kommen  wir  zu  zwei  jedem  K 
korrespondierenden  Kegelschnitten  K\  K\  welche  Q'  doppelt 
berühren  und  sich  zweimal  auf  O'  schneiden.  Sie  werden  von  den 
beiden  Punkten  X',  X.'  durchlaufen,  die  den  einzelnen  Punkten  X 
von  K  entsprechen.  Die  Punktreihen  auf  K\  K'  sind  so  projektiv, 
daß  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  den  Doppelbüschel 
um  0'  bilden.  Jeder  von  diesen  beiden  Kegelschnitten  hat, 
neben  K^  einen  zweiten  entsprechenden,  der  O  doppelt  berührt. 
Die  Ebenen  der  beiden  Kegelschnitte  ^  auf  F^  bilden  eine  Involution; 
die  eine  Doppelebene  enthält  g;  in  ihn  vereinigen  sich  zwei  gepaarte 
^  und  die  zugehörigen  K',  K'  vereinigen  sich  in  die  Doppelkurve  O'. 
Sie  hat  ebenfalls  einen  zweiten  entsprechenden  Kegelschnitt  O  in  1. 
Die  andere  Doppelebene  geht  nach  der  Berührungssehne  T^T^  und 
führt  zu  dem  Kegelschnitte  C,  der  dieser  als  Gerade  l  von  I  ent- 
spricht. Der  Involution  an  der  Fläche  F'-  entspricht  eine  an  F'^j  und 
die  Projektionen,  aus  P',  der  ^'  in  gepaarten  Ebenen  sind  die  K'j  K\ 
Dasjenige  Paar  dieser  Involution,  dessen  eine  Ebene  durch  P'  geht, 
liefert  zwei  Kegelschnitte  K\  von  denen  der  eine  eine  doppelte  Ge- 
rade l'  ist,  und  zwar  diejenige,  welche  dem  unter  den  K  befindlichen 
C  entspricht.  Ihr  entspricht  aUein  der  C,  da  er  beide  entsprechenden 
Punkte  jedes  Punktes  der  V  enthält;  und  deshalb  ist  diese  eben 
doppelt.  Der  andere  K'  hat  wiederum  einen  zweiten  entsprechenden 
Kegelschnitt  in  X. 

Das  System  der  G  enthält  cx)^  Geradenpaare  und  oo^  Punkte- 
paare. Jene  haben  ihre  Doppelpunkte  auf  Q;  denn  sie  rühren  von  V 
her,  deren  Ebenen  V  P'  die  F'^  tangieren  und  dann  auf  D'.  Diese 
rühren    von    den    l'    her,    die    durch    0'   o-ehen;    die    Ebenen    der  zu- 


1)  Die  Doppelgerade  des  Büschels  hat  sich  von  der  Kurve  3.  Ordnung  ab- 
gesondert. 
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gehörigen  (^'  gehen  durch  P^',  die  der  S  durch  P,  also  ergeben  sich 
Doppelgeraden  l  durch  0,  und  die  Punkte  des  Punktepaars  sind  die 
Spuren  der  Tangenten  aus  P  an  S.  Wir  kommen  so  wieder  zu  den 
entsprechenden  Geraden  Ij  V  der  Büschel  0,  0'  und  der  Korrespon- 
denz [2,  2]  der  entsprechenden  Punkte  auf  ihnen.  Auf  l  sind  Ver- 
zweigungspunkte die  Schnitte  mit  O  und  auf  l'  die  zugehörigen 
Doppelpunkte  die  Schnitte  mit  0'.  In  f  sind  den  Schnitten  von 
TT^O  mit  i^2  (jie  Schnitte  von  P^V'O'  mit  F"'  entsprechend. 
Daraus  folgt,  daß  für  jeden  der  Punkte  0,  0'  die  beiden  ent- 
sprechenden sich  im  andern  vereinigt  haben;  sie  sind  also  auf 
jeden  zwei  entsprechenden  l^  X  gegenseitig  Verzweigungs-  und  Doppel- 
punkt und  zählen  zweifach  (Nr.  176). 

Für  die  zu  %^  gehörige  involutorische  Korrespondenz  [2]  auf  l 
ist  0  ebenfalls  zweifacher  Verzweigungs-  und  Doppelpunkt,  die  Punkte 
von  0  sind  die  weiteren  Verzweigungspunkte,  die  ihnen  zugehörigen 
Doppelpunkte   liegen  auf  0'. 

Es  haben  sich  keine  Hauptpunkte  ergeben. 

Wir  betrachten  einige  einfachere  Spezialfälle.  Es  seien  erstens 
nicht  bloß  .F^  und  ¥'"  identisch,  sondern  auch  die  Kollineation  f 
Identität,  so  daß  die  Punkte  der  F^-  aus  P  und  P'  auf  Z,  X' 
projiziert  werden.  Es  ist  dann  F^^^F,  F^^F\  und  0,  0'  sind 
die  Schnitte  (FF',  I),  {FF\  I'). 

Die  allgemeine  Korrespondenz  [2,  2]  zwischen  zwei  entsprechenden 
Geraden  ?,  V  durch  0,  0\  die  hier  immer  in  einer  Ebene  durch  FF' 
liegen,  wird  Projektivität  zweier  Involutionen,  wenn  P,  F'  in  bezug 
auf  F^  konjugiert  sind;  weil  dann  in  jeder  Ebene  durch  FF'  auf 
dem  ausgeschnittenen  Kegelschnitte  die  Involutionen  (P),  (P')  sich 
stützen  und  dadurch  cx)^  eingeschriebene  Vierecke  entstehen,  deren 
Gegenseiten  sich  in  P,  F'  schneiden  (Nr.  179). 

Wir  lassen  die  Fläche  2.  Grades  F^  in  sich  kollinear 
sein  durch  eine  involutorische  Homologie  (C,  f)  und  proji- 
zieren entsprechende  Punkte  9E,  3:'  aus  demselben  Punkte  P 
auf  dieselbe  Ebene  Z.  Es  entsteht  dann  eine  involutorische 
zweizweideutige  Verwandtschaft;  P^  und  F^  vereinigen  sich  in 
dem  Punkte,  welcher  P  in  (C,  t)  entspricht  und  mit  ihm  auf  einer 
Gerade  durch  C  liegt,  also  0,  (7  in  dem  Schnittpunkt  {FC,  Z\  Es 
vereinigen  sich  ferner  die  Beruh rungskurven  g  und  D',  also  die 
beiden  Grenzkurven  O  und  Q'  und  die  Doppelkurven  O'  und  Q,  wie 
es  bei  einer  involutorischen  Verwandtschaft  notwendig  ist;  ebenso 
werden  die  zweiten  Kurven  0  und  Q.',  welche  den  Doppelkurven  ent- 
sprechen, identisch. 

Wenn  F^  eine  Kugel  ist  und  der  Umriß  O  als  die  absolute 
Kurve  der  verallgemeinerten  Maßbestimmung  (oder  der  nicht- eukli- 
dischen Geometrie)  in  der  Ebene  Z  angesehen  wird,  so  haben  wir  die 
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Kegelschnitte,  welche  0  doppelt  berühren  und  in  je  zwei  Kegel- 
schnitte  übergehen,  die  das  ebenfalls  tun,  als  Kreise  anzusehen,  und 
es  liegt  die  verallgemeinerte  (nicht -euklidische)  ebene  Kreisverwandt- 
schaft vor^). 

Man  ersetze  die  gewöhnlichen  Projektionen  aus  P  und  P'  durch 
windschiefe  Projektionen  (Nr.  797). 

Wenn  zwei  Flächen  2.  Grades  F^  und  F'^  mit  ent-  905 
sprechenden  Strahlen  zweier  kollinearen  Bündel  P,  P'  ge- 
schnitten und  die  Schnittpunkte-Paare  je  aus  einem  auf  der 
nämlichen  Fläche  gelegenen  Punkte  H  bzw.  H'  auf  Z,  Z' 
projiziert  werden,  so  ergibt  sich  eine  zweizweideutige  Ver- 
wandtschaft, in  welcher  Punktepaare  einander  zugeordnet 
sind.  Die  Projektionen,  aus  H,  der  Kegelschnitte  auf  F^,  welche 
von  den  Ebenen  des  Bündels  P  ausgeschnitten  werden,  bilden  ein 
Netz  mit  zwei  festen  Grundpunkten,  den  Spuren  Q,  R  der  in  H 
sich  schneidenden  Geraden  der  Fläche;  wir  können  es  fächerförmig 
aufbauen,  genau  entsprechend,  wie  den  Ebenenbündel  P  Also  ist  es 
zu  ihm  kollinear  und  demnach  auch  zu  dem  bei  P"^,  P',  H'  sich 
ergebenden  Netze  in  Z'.  Folglich  handelt  es  sich  einfacher  um 
zwei  kollineare  Netze  N^  N'  von  Kegelschnitten  in  Z,  Z',  je  mit 
zwei  Grundpunkten  §,  P  bzw.  T\  V  und  die  Zuordnung 
der  Paare  der  veränderlichen  Grundpunkte  entsprechender 
Büschel. 

Beziehen  wir  beide  Netze  koUinear  auf  das  Geradenfeld  in  einer 
dritten  Ebene  Z'',  so  ist: 

(IZ')  =  (II")  •  (I"I'); 

und  wir  können  aus  den  Eigenschaften  dieser  zweieindeutigen  Trans- 
formationen die  der  jetzigen  ^2  2  ablesen. 

Die  Xo  2  bat  in  jeder  Ebene  die  zum  betreffenden  Netze  gehörige 
quadratische  Inversion  (Nr.  811,  889)  zur  verbundenen  involutorischen 
Verwandtschaft  Xj  j  bzw.  X^i-  Wenn  wieder  0=  QR,  Q  der  sie  zur 
Jaco bischen  Kurve  von  N  ergänzende  Kegelschnitt,  0  der  Pol  von  0 
nach  ihm  ist  und  v,  O',  V  analog  konstruiert  sind,  so  sind  0  und 
V  die  Zentren  jener  Inversionen,  Q,  O'  die  Basen  derselben  und  zu- 
gleich die  Doppelkurven  von  ^2,2-  ^^  Stelle  von  0'  in  Nr.  889 
treten  nun  zwei  Punkte  0',  0\  die  Grundpunkte  des  Büschels 
von  N'j  welcher  dem  Büschel  der  0- Geradenpaare  aus  N  in  der 
Kollineation  entspricht,  mit  V  in  gerader  Linie,  wie  durchweg  zwei 
verbundene  Punkte  in  Z';  jedem  von  ihnen  entsprechen  die- 
selben 00^  Paare,   bestehend  aus  0  und  irgend  einem  Punkte 


1)  W.  Ludwig,  Projektive  Untersuchungen  über  die  Kreisverwandtschaften 
der  nicht-euklidischen  Geometrie,  Habilitationsschrift  in  Karlsruhe  1904. 
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YOR  0:  V,  V,  in  gerader  Linie  mit  0,  seien  analog  in  Z  be- 
schaffen. 

Einer  Gerade  V  korrespondiert  in  Z"  ein  Kegelschnitt  und  diesem 
in  Z  eine  Kurve  4.  Ordnung  C,  welche  zweimal  durch  die  Haupt- 
punkte Q,  R  von  (Z'',  Z)  geht,  die  dadurch  doppelte  Hauptpunkte 
für  ^2  2  wei'den.  Die  Verwandtschaft  ist  4.  Grades  vom  Ge- 
schlecht 1;  wegen  l'v'  geht  C  durch  F,  V,  welche  einfache 
Hauptpunkte  in  Z  werden  mit  v'  als  gemeinsamer  Haupt- 
gerade und  ihr  verbundenem  Punkte  V,  demnach  Haupt- 
punkte erster  Art. 

Den  doppelten  Hauptpunkten  Q,  R  gehören  als  Hauptkurven 
Kegelschnitte  7/|,  Kr  aus  dem  Büschel  (0',  0')  zu,  diejenigen  nämlich, 
welche  in  der  Kollineation  den  Geradenpaaren  (o,  OQ)^  (o,  OR)  ho- 
molog sind.  Der  parabolischen  Involution  verbundener  Punkte  auf 
0  Qy  mit  dem  Doppelpunkte  §,  korrespondiert  auf  liq  eine  allgemeine 
Involution.  Also  sind  Q,  R  Hauptpunkte  dritter  Art,  weil 
oo^  jedem  von  ihnen  korrespondierende  Punktepaare,  involutorisch, 
die  nämliche  Kurve  durchlaufen.  Die  Definition  der  drei  Arten,  nach 
de  Paolis,  ist  in  Nr.  889  gegeben.     V  ist  nicht  Hauptpunkt. 

Jede  zwei  Paare  verbundener  Punkte  liegen  mit  den  Grund- 
punkten auf  einem  Kegelschnitte.  Auf  jeder  G  haben  wir  eine  In- 
volution von  Punktepaaren  X,  X,  welche  den  Punkten  X.'  der  zu- 
gehörigen V  korrespondieren;  ist  Y,  Y  irgend  ein  festes  unter  ihnen, 
so  ergibt  sich  diese  Involution  als  die  vom  Büschel  {Q,  R,  YyY)  ein- 
geschnittene, ist  demnach  eine  solche,  wie  wir  sie  in  Nr.  879  erzeugt 
haben.  Da  aber  je  zwei  Paare  von  ihr  auf  einem  Kegelschnitte  durch  die 
Doppelpunkte  §,  R  liegen,  so  erweist  sie  sich  als  zu  sich  selbst  residual. 

Die  von  einer  Kurve  C  getragene  Involution  der  Punkte, 
die  je  demselben  Punkte  auf  l'  korrespondieren,  ist  zu  sich 
selbst  residual. 

Da  F,  V  auf  allen  C  liegen,  so  schneidet  dieser  Büschel  (F,  F) 
alle  derartigen  Involutionen  ein. 

Die  vier  Doppelpunkte  einer  solchen  Involution,  ersichtlich  die 
vier  ferneren  Schnitte  der  C  mit  Q,  beweisen,  daß  es  auf  V  vier 
Punkte  mit  vereinigten  entsprechenden  Punkten  gibt. 

Die  den  Doppelkurven  Q,  0'  entsprechenden  Grenz- 
kurven Q\  O  sind  4.  Ordnung.  Einem  Kegelschnitt  in  Z  korre- 
spondiert durch  ^2,2  ^^^^  Kurve  8.  Ordnung,  welche  viermal  durch 
T',  ü'  und  zweimal  durch  0',  0'  geht.  Dem  Q,  als  einem  Kegel- 
schnitt durch  Qy  Rj  korrespondiert,  nach  Ablösung  der  zu  diesen 
Punkten  gehörigen  Hauptkurven,  eine  Kurve  4.  Ordnung,  die  Q', 
welche  zweimal  durch  T',  TJ',  nicht  durch  0',  0'  läuft.  Aus 
der  Grenzkurve  2.  Ordnung  der  Verwandtschaft  (Z,  Z'')  geht  sie 
durch  (Z",  Z')  hervor. 
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Die  beiden  Schnitte  von  V  mit  der  Doppelkurve  <^',  zweimal 
zwei  nicht  verbundene  Schnitte  von  V  mit  den  unendlich  nahen 
Kurven  O',  <X>',  führen  (Nr.  890)  zu  vier  Berührungen  der  C  mit  O  in 
zweimal  zwei  verbundenen  Punkten. 

Jede  Kurve  C,  die  einer  Gerade  V  entspricht,  berührt 
die  Grenzkurve  O  in  zweimal  zwei  verbundenen  Punkten. 

Einem  Paar  der  Involution,  welche  auf  V  durch  den  Büschel 
{T'U'0'0')  entsteht,  entsprechen  auf  G  zweimal  zwei  verbundene 
Punkte  auf  der  Gerade  durch  0,  die  zum  o- Geradenpaar  gehört, 
dem  der  betreffende  Kegelschnitt  entspricht;  die  Doppelpunkte  der 
Involution  führen  zu  zwei  Doppeltangenten  aus  0  an  C,  von 
denen  jede  in  zwei  verbundenen  Punkten  berührt.  Die  vier 
übrigen  Tangenten  aus  0  an  C  berühren  in  sich  selbst  verbundenen 
Punkten,  den  Schnitten  mit  Q  (vgl.  Nr.  880). 

Der  Kegelschnitt-Büschel  (T'ZJ'O'O')  schneidet  ferner  auch  in  die 
Doppelkurve  O'  eine  Involution;  die  beiden  berührenden  Kegelschnitte 
liefern  zwei  Doppeltangenten  von  0  an  O,  die  ebenfalls  je  in 
verbundenen  Punkten  berühren.  Auch  hier  berühren  die  vier 
andern  Tangenten  aus   0  in  den  weiteren  Schnitten  von  O  mit  Q. 

Die  beiden  Kurven  O  und  O'  sind  nur  in  einem  Sinne  eindeutig 
bezogen;  jedem  Punkte  der  Grenzkurve  0  korrespondiert  ein 
Punkt  von  O',  in  dem  sich  die  beiden  entsprechenden  Punkte 
vereinigen,  aber  jedem  Punkte  von  O'  im  allgemeinen  zwei 
Punkte  von  O;   O'  hat  auch  nicht  dasselbe  Geschlecht  wie  0. 

Auf  0  entsteht  so  ebenfalls  eine  Involution,  welche  durch 
die  Kegelschnitte  eines  Büschels  des  Netzes  N,  durch  irgend  eines 
ihrer  Paai*e,  eingeschnitten  werden  kann  und  in  sich  residual  ist. 
Die  vier  Doppelpunkte  sind  wiederum  die  weiteren  Schnitte 
mit  Qy  die  den  vier  Schnitten  von  O'  und  Q'  so  zugeordnet 
sind,  daß  für  jeden  von  zwei  zugeordneten  die  beiden  ent- 
sprechenden im  andern  sich  vereinigen. 

Die  Kurven  C  sind  also  fol^^enden  12  Bedinsjunoren  unterworfen: 
daß  sie  zweimal  durch  Q  und  i?,  einmal  durch  V  und  V  gehen  und 
die  Grenzkurve  O  viermal  berühren;  die  Charakteristiken  des  Systems 
sind  4,  16,  64. 

Die  Kegelschnitte  von  N  gehen  in  die  von  ^'  über,  aber  doppelt 
gerechnet,  weil  von  beiden  korrespondierenden  Punkten  durchlaufen: 
die  erzeugte  Involution  hat   V  zum  Zentrum. 

Die  weiteren  Kegelschnitte  des  Gebüsches  (§,  B)  gehen 
in  Kurven  4.  Ordnung  mit  Doppelpunkten  in  T',  TJ'  über, 
von  denen  jede  wiederum  eine  Involution  trägt,  für  welche  ähnliches 
gilt  wie  oben.  Dieselbe  Kurve  und  dieselbe  Involution  gehört 
zu  einem  zweiten  Kegelschnitt  des  Gebüsches,  der  vom  ver- 
bundenen   Punkte    durchlaufen    wird;    wir  wissen   aus   Nr.  812, 
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daß  im  Gebüsche  eine  involutorische  Homologie  besteht^  für  welche 
Q  das  ,^Zentrum%  das  Netz  N  „die  Ebene"  der  Homologie  sind.  Zwei 
entsprechende  oder  verbundene  Kegelschnitte  schneiden  sich  auf  Q 
oder  befinden  sich  in  einem  Büschel  durch  Q^) 

Diese  zweizweideutige  Verwandtschaft,  in  welcher  Punktepaare 
einander  zugeordnet  sind,  besitzt  Hauptpunkte;  während  die  voran- 
gehende, die  dem  allgemeineren  Falle  angehört,  daß  die  zweiten 
Punkte,  welche  den  demselben  Punkte  korrespondierenden  Punkten 
entsprechen,  verschieden  sind,  ohne  Hauptpunkte  war.  Wir  begnügen 
uns,  auf  diesen  Unterschied  aufmerksam  zu  machen. 


1)  0.  Wiesing,    Über  eine  zweizweideutige  Verwandtschaft  zwischen  zwei 
Ebenen  und  ihr  Analogen  im  Räume,  Dissertation  von  Breslau  1906. 


Zehnter  Teil. 
Eindeutige  Fläclienabbildniigen. 

§  126.   Die  Fläche  2.  Grades. 

Eine  eindeutige  Abbildung  einer  Fläche  2.  Grades  F^  906 
auf  eine  Ebene  Y!  erhält  man  unmittelbar,  wenn  man  sie 
aus  einem  Punkte  0  auf  ihr  projiziert.  Es  seien  g^  l  die  Ge- 
raden der  einen  und  andern  Regelschar  von  F'^  und  g^,  Iq  diejenigen, 
die  durch  0  gehen,  ferner  G',  L'  die  Spuren  von  ^q,  \  in  Z'  und  o 
deren  Verbindungslinie,  die  Spur  der  Tangentialebene  in  0;  so  er- 
kennt man  sofort  als  Hauptpunkte,  d.  h.  als  solche,  für  welche 
die  Eindeutigkeit  aufhört  und  denen  oo^  Punkte  korrespondieren,  auf 
F'^  den  Punkt  0,  welchem  jeder  Punkt  von  o  entspricht,  in 
Z'  die  Punkte  G\  L\  denen  alle  Punkte  auf  ^q,  bzw.  ?q  ent- 
sprechen. Die  Geraden  g,  l  bilden  sich  ab  in  die  Strahlen  der 
Büschel  L\  G\  und  in  diesen  entspricht  im  Kontinuum  der  Strahl  o' 
der  ^0,  bzw.  Iq. 

Die  Geraden  von  H  sind  Bilder  derjenigen  ebenen  Schnitte  von 
F^,  welche  durch  0  gehen;  sonst  bilden  sich  die  Kegelschnitte 
auf  F^  in  die  Kegelschnitte  durch  G',  L'  ab;  und  umgekehrt, 
jeder  Kegelschnitt  auf  Z',  der  durch  G\  L'  geht,  ist  das  Bild  des 
Restschnittes  des  Kegels,  der  ihn  aus  0  projiziert,  außer  g^,  Iq.  Die 
einen  und  andern  Kegelschnitte  sind  dreifach  unendlich;  die  Geraden, 
in  welche  sich  die  durch  0  gehenden  Kegelschnitte  von  F^  abbilden, 
werden  durch  o'  zur  2.  Ordnung  ergänzt. 

Eine  Kurve  (m  -|-  w)*®'  Ordnung  auf  F^,  welche  den  Geraden  g 
m-mal  und  den  l  w-mal  beofeürnet,  bildet  sich  ab  in  eine  Kurve  der- 
selben  Ordnung,  welche  m-mal  durch  G\  w-mal  durch  L'  geht;  läuft 
sie  durch  0  i-mal,  so  löst  sich  o'  so  oft  ab. 

Umgekehrt,  wenn  in  Z'  eine  Kurve  (m  +  w)*®^  Ordnung  gegeben 
ist,  welche  m-mal  durch  G\  n-jnal  durch  L'  geht,  so  hat  der  sie 
aus  0  projizierende  Kegel  mit  F^  außer  den  beiden  bzw.  m-  und  n- 
fachen  Kanten  g^^  Iq  noch  eine  Kurve  (m  -{-  w)*®''  Ordnung  geraein. 
Jede  Ebene  durch  g^  schneidet  jene  Kurve,  außer  in  G',  noch  w-mal, 
also  auch  diese  so  oft;  woraus  folgt,  daß  die  m  übrigen  Schnitte  der 
Ebene  auf  g^  liegen.  Also  ist  die  gegebene  Kurve  das  Bild  einer 
Kurve  (m  -j-  ny^""  Ordnung  auf  F^,  welche  den  g  m-mal,  den  l  w-mal 
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begegnet,  trifft  ja  auch  die  Bildkurve  die  Bilder  so  oft,  außer  in 
Hauptpunkten. 

Die  beiden  festen  vielfachen  Punkte  sind  bekanntlich  mit 
-l'm(m  +  1)  +  '}^n(n  +  1)  Punkten  äquivalent;  also  wird  jede  von  den 
Kurven  in  Z'  durch  -^-(m  -\-  n)  (m  -^  n  -\-  d)  —  -}^m(m  +  1)  —  -l-n{n  -j-  1) 
=  mn  -{-  m  -\-  n  Punkte  festgelegt,  und  durch  eben  so  viele  Punkte 
auf  F^  die  entsprechende. 

Eine  Kurve  (m  +  ^y^""  Ordnung  auf  F^^  welche  den  Geraden  g 
m-mal,  den  Geraden  l  ?^-mal  begegnet,  ist  durch  mn  -\-  m  -\-  n  Punkte 
eindeutig  festgelegt;  sie  hat  die  Mannigfaltigkeit  mn  -\-  m  -\-  n. 

Das  folgt  auch  daraus,  daß  jede  eine  Korrespondenz  [w,  m] 
zwischen  den  ßegelscharen  der  g  und  der  l  hervorruft,  in  welcher 
auf  ihr  sich  schneidende  Geraden  derselben  einander  entsprechen,  und 
umgekehrt,  jede  derartige  Korrespondenz  zu  einer  solchen  Kurve  führt 
(Nr.  165) ;  und  die  Mannigfaltigkeit  dieser  Korrespondenzen  ist 
mn  -\-  7n  -{-  n. 

Jedes  der  beiden  Systeme  von  kubischen  Raumkurveu  auf  F^^ 
welche  sich  entgegengesetzt  gegen  die  beiden  Regelscharen  verhalten, 
ist  fünffach  unendlich,  und  fünf  Punkte  bestimmen  in  ihm  eine 
Kurve,  vier  Punkte  einen  Büschel  von  kubischen  Raumkurven  auf 
F^.  In  dem  Systeme,  dessen  Kurven  die  Geraden  g  zweimal  treffen, 
erhält  man  die  durch  fünf  Punkte  Ä,  B,  C,  D,  E  gehende  Kurve, 
wenn  g  die  durch  A  gehende  Gerade  ist,  als  Restschnitt  des  Kegels 
2.  Grades  Ä(gy  B,  C,  D,  E)-^  die  Spitze  A  gehört  dem  vollen  Schnitte 
doppelt  an,  daher  einfach  dem  Restschnitte. 

Daß  zwei  Kurven  auf  i^^,  welche  den  Geraden  gm-,  bzw.  m'-mal, 
den  Geraden  l  n-,  bzw.  n-vndX  begegnen,  einander  in  mn -\- nm' 
Punkten  schneiden,  weil  die  Bilder  sich  so  oft,  außer  in  den  Haupt- 
punkten G'y  L\  begegnen,  haben  wir  schon  in  Nr.  165  benutzt.  Zwei 
kubische  Raumkurven  auf  F^  begegnen  sich  daher  viermal  oder  fünf- 
mal, je  nachdem  sie  zu  demselben  oder  zu  verschiedenen  Systemen 
gehören;  zwei  Raumkurven  4.  Ordnung  2.  Art  hingegen  sechsmal, 
bzw.  zehnmal. 

Für  die  besprochene  Abbildung  ist  die  Realität  der  Regelscharen 
auf  F^  nicht  notwendig.  Ein  bekanntes  Beispiel  der  Abbildung  einer 
elliptischen  Fläche  2.  Grades  ist  die  stereographische  Projektion  der 
Kugel,  die  wir  bei  der  Kreisverwandtschaft  kennen  gelernt  haben. 

Wenn  eine  eindeutige  Flächenabbildung  hergestellt  ist,  so  kann 
man  selbstverständlich  mit  der  Bildebene  noch  eine  eindeutige  Trans- 
formation, insbesondere  eine  Kollineation  vornehmen. 

Zu  einer  zweiten  eindeutigen  Abbildung  der  Fläche 
2.  Grades  F^,  bei  welcher  sie  aber,  wenn  reell  operiert 
werden  soll,  mit  reellen  Geraden  behaftet  sein  muß,  führt 
ein   Strahlennetz   [t*,  v],   von  dem   die   eine  Leitgerade  u  auf 
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ihr  liegt.  Ein  Strahlennetz  hat  zwei  reelle  oder  zwei  konjugiert 
imaginäre  Leitgeraden,  welche  letzteren,  wenn  die  allgemeine  Lage 
des  Windschiefseins  vorausgesetzt  wird,  rein  imaginär,  d.  h.  ohne  jeden 
reellen  Punkt,  und  daher  auch  nur  auf  hyperbolischen  Flächen 
2.  Grades  möglich  sind.  Aber  dann  liegen  sie  beide  zugleich  auf 
einer  reellen  Fläche,  und  die  folgende  Konstruktion  wird  illusorisch. 
Folglich  haben-  wir  u  und  v  reell  vorauszusetzen.  Ent- 
sprechende Punkte  auf  F^  und  Z'  sind  dann  der  zweite 
Schnitt,  mit  F^,  eines  Strahles  des  Netzes  \UyV\  und  sein 
Schnitt  mit  1'.  Die  Abbildung  ist  eindeutig,  weil  im  allgemeinen 
durch   einen  Punkt  von  F^  oder  von  Z'  ein  Strahl  des  Netzes  geht. 

Die  Punkte  von  u  sind  nicht  Ausnahmepunkte;  wenn  ein 
solcher  Punkt  abzubilden  ist,  so  muß  er  zweiter  Schnitt  des  Netz- 
strahls mit  F^  sein,  dieser  also  die  F^  in  ihm  berühren;  es  gibt 
immer  nur  einen  Netzstrahl,  der  das  tut,  und  sein  Schnitt  mit  X'  ist 
der  einzige  Bildpunkt.  Ersichtlich  bilden  diese  Bildpunkte  der  Punkte 
von  u  einen  Kegelschnitt,  den  Schnitt  des  Hyperboloids,  welches  F^ 
längs  u  berührt  und  durch  v  geht.  Er  geht  durch  die  Punkte  ü\  V\ 
in  denen  u,  v  die  Bildebene  durchbohren. 

Hauptpunkte  sind  auf  F^  die  beiden  Schnitte  Fj,  Fg  von. 
V,  denen  die  durch  U'  gehenden  Geraden  v^,  v.{  korrespondieren,  in 
welchen  Tl  von  Y^u,  V^u  geschnitten  wird,  und  der  zweite  Schnitt 
TF  der  Gerade  iv  =  ü' V  mit  F^,  welchem  diese  Gerade  entspricht. 

Hingegen  in  X'  haben  wir  vier  Hauptpunkte,  zunächst 
die  beiden  Punkte  U'yV'\  jenem  entspricht  der  Kegelschnitt  U^, 
in  welchem  F^  von  TJ'Vy  diesem  die  Gerade  ^,  in  dem  sie  von  der 
Ebene  V'ti,  außer  in  w,  geschnitten  wird.  Nennen  wir  die  Geraden 
der  Regelschar  von  F^,  zu  der  u  gehört,  g  und  die  der  andern  Z,  so 
befinden  sich  die  beiden  durch  F^,  Fg  gehenden  Geraden  l^,  l^  im 
Strahlennetze,  und  die  Spuren  L^\  L^'  dieser  Geraden  werden, 
die  weiteren  Hauptpunkte  in  Z',  denen  bzw.  diese  Geraden  kor- 
respondieren.    Durch  sie  gehen  v^',  v^- 

Die  Geraden  l  bilden  sich  ab  in  die  Strahlen  des 
Büschels  Z7';  denn  die  Strahlen  des  Netzes  nach  den  Punkten  einer 
l  erzeugen  einen  Büschel  um  einen  bestimmten  Punkt  von  v. 

Die  Geraden  g  haben  zu  Bildern  die  Kegelschnitte  des 
Büschels  {ü'V'L^L.2),  denn  die  projizierenden  Netzstrahlen  bilden 
eine  Regelschar,  zu  welcher  Z^,  l^  gehören,  während  u,  v  Leitgeraden 
sind.  Unter  ihnen  befindet  sich  der  Kegelschnitt,  in  den  sich  u  ab- 
bildet. 

Einer  Gerade  x'  in  Z'  korrespondiert  auf  F^  eine  kubische 
Raumkurve,  der  fernere  Schnitt  der  Trägerfläche  der  Regelschar 
[u,v,x~\  außer  u.  Sie  trifft  die  Geraden  g  zweimal  und  geht 
durch  die  Punkte   F^,  Fg,  TT,    weil  ja  x    den  Geraden  v/,  v^\  w' 
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begegnet.  Solclier  Kurven  sind  auf  F^  oo^,  und  je  zwei  haben  einen 
vierten  Punkt  gemeinsam,  der  sich  in  den  Schnitt  der  beiden  x  ab- 
bildet. 

Eine  Raumkurve  (m  -f  w)*®'^  Ordnung  auf  F^^  welche  den 
Geraden  g  m-mal,  den  Geraden  l  >^-mal  begegnet,  wird,  wenn 
q  eine  beliebige  Gerade  ist,  von  der  Regelschar  \u,  v,  q\y  außer  auf  u, 
noch  in  m  -[-  2n  Punkten  getroffen;  woraus  hervorgeht,  daß  die  Regel- 
fläche der  von  ihren  Punkten  ausgehenden  Netzstrahlen  vom  Grade 
m  +  2n  ist.  Also  entspricht  unserer  Kurve  eine  Bildkurve 
von  der  Ordnung  m -\- 2n.  Sie  geht  durch  V  (m  +  w)-mal, 
durch  V\  L^,  L^'  n-mal;  weil  jene  Kurve  so  oft  11^,  ^,  l^,  l^ 
schneidet. 

Diese  Bedingungen  liefern  eine  Mannigfaltigkeit: 

\{m-\-  2n)  (m-\-2n-\-S)~l-(m-\-n){m-{-n-\-l)—-ln{n-\-l)  =  mn+m-\-nj 

dieselbe  wie  diejenige  der  Kurven  auf  F^. 

Den  ebenen  Schnitten  von  F^  korrespondieren  Kurven 
3.  Ordnung,  welche  zweimal  durch  ü',  einmal  durch  F',  X/,  L^' 
gehen. 

Eine  Kurve  (m  -f-  2n)*®''  Ordnung  in  Z',  welche  (m  -h  w)-mal 
durch  U'j  je  n-mal  durch  V,  jL/,  L^  geht,  begegnet  einer  dieser 
Kurven  3.  Ordnung,  außerhalb  der  Hauptpunkte,  in  m  -{-  n  Punkten, 
den  Kegelschnitten,  welche  den  g  entsprechen,  in  m  und  den  Geraden, 
welche  den  l  korrespondieren,  in  n  Punkten;  also  ist  sie  das  Bild 
einer  Kurve  (m  -f  >^)*®^  Ordnung  auf  F^,  welche  m,  n  Begegnungs- 
punkte mit  den  g,  l  hat. 

Wir  verifizieren  auch  hier  die  Schnittpunkte -Anzahl: 

(m  +  2n)  {m  +  2n)  —  (m  +  n)  {m  +  n)  —  3wn'  =  mn  -f  nm. 

Wird  zwischen  Y!  und  einer  andern  Ebene  Z"  eine  quadratische 
Verwandtschaft  hergestellt,  für  welche  ü'  und  zwei  der  Punkte 
V,  L^,  L^y  etwa  die  beiden  letzteren,  Hauptpunkte  sind,  so  gehen 
diese  Kurven  (m  +  2^)*®""  Ordnung  über  in  solche  (m  +  n)^""  Ordnung, 
welche  durch  den  der  Hauptgerade  L^ L^'  entsprechenden  Hauptpunkt 
m-mal  und  durch  den  Punkt,  in  welchen  V  übergeht,  n-m.dl  läuft. 
Wir  haben  die  vorhergehende  Abbildung. 

§  127.  Die  kubische  Fläche. 

907  Die    kubische    Fläche    werde    durch    trilineare    Büschel 

\y  \i  h  erzeugt  (Nr.  211).  In  Nr.  214  wurde  erkannt,  daß  man 
diese  Ebenenbüschel  zu  drei  Strahlenbüscheln  Ä^\  A^,  A^ 
in  Z'  so  projektiv  machen  kann,  daß  drei  in  der  Trilinearität 
zugeordneten  Ebenen  1^,  ^g?  Is  jener  drei  Strahlen  aus  diesen 
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korrespondieren,  welche  in  einen  Punkt  X'  von  Z'  zusammen- 
laufen; der  Punkt  X  =  li?2^3  ^^n  F^  ist  dann  in  den  Punkt  X.' 
von  Z'  abgebildet. 

In  Z'  haben  wir  sechs  Hauptpunkte,  denen  Geraden  auf 
F^  entsprechen.  Drei  sind  die  Scheitel  A^,  A^,  A^.  Denn 
der  Punkt  A^  führt  zu  einem  neutralen  Paare  A^A^^  ^z-^i  der  Tri- 
linearität  zwischen  den  drei  Strahlenbüscheln;  dem  entspricht  ein 
neutrales  Paar  in  der  Trilinearität  der  Ebenenbüschel,  bestehend  aus 
den  beiden  Ebenen  von  h^,  h^,  die  in  den  Projektivitäten  zwischen  ftg 
und  A^\  &3  und  A^'  den  A^'A^,  A^A^  entsprechen;  ihre  Schnittlinie 
«1,  welche  \,  b.^  schneidet,  ist  die  dem  Punkte  J./  entsprechende 
Gerade  auf  F^.  Ebenso  korrespondieren  Geraden  a^,  a^,  welche  63, 
\y  bzw.  \,  h.2  treffen,  den  A^',  A^\ 

Die  Yerbindungsgerade  A^A.^  führt  auch  zu  einem  neutralen 
Paar,  gebildet  durch  die  beiden  Ebenen  von  63,  ^g,  die  ihr  als  Strahl 
von  A^y  A^  entsprechen.  Die  Schnittlinie  gehört  der  Fläche  F^  an; 
sie  trifft  h^,  h^.  Aber  ihre  einzelnen  Punkte  entsprechen  denen  von 
A2A.^\  jene  eingeschnitten  durch  die  Ebenen  von  h^^  diese  durch  die 
entsprechenden  Strahlen  von  A^\  Die  Gerade  trifft  auch  «2,  a^  wegen 
der  Punkte  A2,  A^  auf  A^A^  und  ist  daher  die  in  Nr.  377  mit  c^^ 
bezeichnete  Gerade.  In  gleicher  Weise  ergeben  sich  Cg^,  c^^,  den  A^'A^'j 
A^A^  entsprechend.     Das  sind  also  keine  Hauptgeraden. 

Dagegen  enthält  die  Regelschar  ^162^3]  ^^^i  Geraden 
«4,  »5,  «6,  in  welche  je  drei  iü  der  Trilinearität  zugeordnete  Ebenen 
zusammenlaufen  (Nr.  211).  Diesen  Geraden  von  F^  korrespondieren 
die  Punkte  von  Z',  in  welchen  je  die  drei  entsprechenden  Strahlen 
von  yl/,  ^2',  -^3'  si^^  schneiden;  das  sind  die  drei  andern  Haupt- 
punkte AI,  A^J,  Aq. 

Die  sechs  Hauptgeraden  bilden  ein  Sextupel;  zum  verbundenen 
Sextupel  gehören  \,  h^,  h.^-^  denn  h^  trifft  a^,  «3,  «4,  a-,  a^. 

Wir  wissen  aus  Nr.  213,  daß  die  Geraden  und  die  durch  A^\ 
A^',  A^  gehenden  Kegelschnitte  in  Z'  die  drei  Strahlenbüschel  in 
sich  so  projektiv  machen,  daß  drei  entsprechende  Strahlen  zugleich 
in  der  Trilinearität  der  Strahlenbüschel  zugeordnet  sind;  durch  die 
Projektivitäten  zwischen  den  Strahlenbüscheln  und  den  Ebenenbüscheln 
werden  auch  diese  so  projektiv,  daß  entsprechende  Ebenen  wiederum 
auch  in  der  Trilinearität  zugeordnet  sind,  also  die  von  ihnen  erzeugten 
kubischen  Raumkurven  auf  F^  liegen.  So  ergeben  sich,  den  00* 
Geraden  und  00^  Kegelschnitten  entsprechend,  zwei  doppelt  un- 
endliche Systeme  (Netze)  von  kubischen  Raumkurven  auf 
F^.  Die  den  Geraden  entsprechenden  sind  windschief  gegen  die  sechs 
Geraden  a^,  weil  eine  Gerade  im  allgemeinen  durch  keinen  der  A^ 
geht.  Den  Axen  6j,  h^,,  h^  der  erzeugenden  Büschel  begegnen  sie 
zweimal. 
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Dasselbe  gilt  für  die  Raumkurven  des  andern  Netzes,  sie  sind 
windschief  gegen  die  sechs  Geraden  a^,  %,  a^,  Cgg,  c^^,  c^^,  weil  die 
Bild-Kegelschnitte  nicht  durch  A^,  Ä^\  A^  gehen  und  die  A^A^, . . . 
außer  in  den  Hauptpunkten  nicht  mehr  schneiden. 

Nur  das  erstere  der  beiden  Netze  stimmt  mit  dem  ersteren  der 
in  Nr.  379  behandelten,  dem  der  r^,  überein.  Dort  begegneten  sich 
Raumkurven  aus  verschiedenen  Netzen  fünfmal,  hier  zweimal;  weil 
die  Gerade  und  der  Kegelschnitt,  in  welche  sie  sich  abbilden,  so  viele 
Schnittpunkte  haben. 

Kurven  aus  demselben  Netze  haben  einen  Schnittpunkt,  der,  beim 
zweiten,  sich  in  den  vierten  Schnittpunkt  der  beiden  Kegelschnitte 
abbildet. 

Die  Begegnungspunkte  eines  ebenen  Schnitts  von  F^  mit  den 
Kurven  des  ersten  Netzes  beweisen,  daß  das  Bild  desselben  jede  Ge- 
rade von  Z'  dreimal  schneidet,  und  diejenigen  mit  a^,  . . .  a^,  daß  es 
durch  A^,  . . .  A^    geht. 

Die  ebenen  Schnitte  von  F^  bilden  sich  in  Kurven 
3.  Ordnung  ab,   welche  durch  die  sechs  Hauptpunkte  gehen. 

Wir  haben  bis  jetzt  erst  die  Bilder  von  neun  Geraden  der 
Fläche  a^,  . . .  a^,  c^^,  Cg^,  c^^.  Die  Büschelaxe  h^  macht  die  beiden 
Büschel  \y  &3  projektiv;  dadurch  werden  es  die  Strahlenbüschel 
A^,  A^y  und  das  Bild  ist  ein  Kegelschnitt,  der  durch  A,^,  A^  geht, 
aber  auch  durch  J./,  A^,  Aq,  weil  h^  die  entsprechenden  Haupt- 
geraden «4,  «5,  ÜQ  schneidet,  oder  auch,  weil  in  der  Projektivität  der 
Büschel  &2  7  ^3  <^ie  Ebenen  h^a^  und  h^a^,  . . .  entsprechend  sind. 

Die  Ebene  \a^  bestimmt  zwischen  den  Büscheln  63,  ^3  eine 
Projektivität  der  ihr  zugeordneten  Ebenen  (Nr.  209).  Ihr  Schnitt  mit 
der  erzeugten  Regelschar  gehört  der  F^  an;  er  besteht  aus  a^,  dem 
Schnitte  von  \a^,  h^a^^,  und  einer  Gerade  c^^  aus  der  Leitschar,  in 
deren  Punkten  die  übrigen  entsprechenden  Ebenen  mit  \a^  sich  be- 
gegnen. Die  projektiven  Büschel  h^y  \  machen  die  Büschel  A^'y  A^' 
projektiv,  und  Erzeugnis  ist  das  Bild  von  q^.  Aber  zu  jener  Regel- 
schar gehören  auch  a^  und  0^3,  je  wegen  ihres  in  \a^  gelegenen 
Punktes.  Die  c^^  bewirkt,  daß  in  den  beiden  Strahlenbüscheln  A^y  A^ 
die  Verbindungslinie  sich  selbst  entspricht;  sie  sind  perspektiv  und 
erzeugen  eine  Gerade,  welche  das  Bild  von  c^^  ist.  Weil  a^  und  a^ 
zur  Regelschar  gehören,  geht  sie  durch  die  entsprechenden  Haupt- 
punkte Aly  A^.     Und  ähnliches  gilt  für  die  acht  Geraden  ^5,  ...  c^^. 

Die  sechs  übrigen  Geraden  haben  (Nr.  213)  zu  Bildern  die  Ver- 
bindungslinien von  Aly  A^y  A^  und  die  Kegelschnitte  durch  A^y  A^, 
A^  und  je  zwei  dieser  Punkte.  Die  kubische  Raumkurve  des  ersten 
der  beiden  Netze,  welche  sich  in  die  Gerade  A^A^  abbildet,  zerfällt 
in   «4,  «5   und   die   Gerade  C45   als   eigentliches  Bild;    diese   ist  gegen 
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alle  drei  Geraden  b^,  h^,  \  windschief,  weil  jene  Gerade  deren  Bild- 
Kegelschnitte  nur  in  Hauptpunkten  trifft. 

Und  aus  dem  zweiten  Netze  nehmen  wir  die  kubische  R,aum- 
kurve,  welche  dem  Kegelschnitte  A^Ä^'A^A-^Aq  entspricht:  sie  zer- 
fällt in  a-^,  flg  und  eine  Gerade  t^,  welche  diese  und  a^,  a,,  a.^  trifft; 
denn  die  im  Kontinuum  den  Punkten  A^,  A^j  A^  entsprechenden 
Punkte  müssen  auf  a^,  a^j  a^  liegen.  Und  ähnlich  ergeben  sich  \j 
&6.     Diese  vervollständigen  die  Doppelsechs. 

So  haben  also  die  Geraden  a  Punkte  zu  Bildern,  die 
Geraden  c  die  Verbindungslinien  derselben  und  die  Geraden 
h  die  Kegelschnitte  durch  je  fünf  von  ihnen. 

WertvoU  ist,  daß  man  in  der  Ebene  Z'  die  sechs  Haupt- 
punkte A^\  . . .  Aq  beliebig  geben  kann.  In  der  Tat,  es  seien 
weiter  im  Räume  drei  windschiefe  Geraden  &^,  &2^  ^3  gegeben  und  aus 
der  Regelschar  [^i^^q^s]  ^^®  Geraden  a^,  a^,  a^]  wir  beziehen  dann  die 
Strahlenbüschel  A^',  A^,  A^  so  projektiv  bzw.  auf  die  Ebenenbüschel 
\)  ^2  7  ^37  ^^ß  ^®^  nach  A^y  A-^'j  Aq  gehenden  Strahlen  die  nach  a^, 
%;  «6  gehenden  Ebenen  entsprechen.  Jeder  Punkt  X'  von  Z'  führt 
zu  drei  in  ihn  zusammenlaufenden  Strahlen  aus  A^\  AJ.  A^-^  die  drei 
ihnen  entsprechenden  Ebenen  von  5^,  \,  h.^  sind  trilinear  zugeordnet 
und  liefern  einen  Punkt  der  kubischen  Fläche;  den  J.^',  . . .  Aq  ent- 
sprechen, wie  wir  im  vorangehenden  gelernt  haben.  Geraden  a^,  ...  a^. 
Es  war  a^  die  Schnittlinie  der  Ebenen  von  1)2,  63,  welche  den  Ge- 
raden A^'A^\  A^A^  in  den  Projektivitäten  entsprechen. 

Diese  willkürliche  Lage  der  Hauptpunkte  in  der  Ebene  Z'  war 
in  §  115  notwendig,  wo  es  galt,  ebene  Figuren  durch  Übergang  auf 
eine  —  nicht  gegebene  —  Fläche  3.  Ordnung  in  einfachere  und  an- 
schaulichere räumliche  umzuformen. 

Wir  wissen  von  dort  (Nr.  825),  daß  die  Graß mann  sehe  Erzen-  908 
gungsweise  der  kubischen  Fläche   ebenfalls   zu   einer   eindeutigen  Ab- 
bildung   dieser    Fläche    auf   eine    Ebene    und    umgekehrt    führt.      Es 
wurden  folgende  Eigenschaften  dieser  Abbildung  gewonnen. 

Die  Erzeugung  zeichnet  auf  der  Fläche  eine  Doppelsechs  aus: 

«1    «2    ^Z    ^4    ^5    ^6 

K  h   h  h  h   h'i 

in  die  Geraden  a  laufen  entsprechende  Ebenen  aus  den  erzeugenden 
koUinearen  Bündeln  zusammen:  sie  bilden  sich  in  die  Hauptpimkte 
J./,  .  .  .  Aq  ab.  Die  Geraden  h^,  .  .  .  des  andern  Sextupels  haben 
zu  Bildern  die  Kegelschnitte  (A^  •  .  .  Aq\  .* durch  je  fünf  Haupt- 
punkte, und  die  Gerade  c^.^.,  welche  gemeinsame  dritte  Gerade  in  den 
Ebenen  a.6^,  «^3^  ist,  bildet  sich  in  die  Verbindungslinie  A/ A,!  ab. 
Auch  die  vorhinige  Abbildung  führte  schließlich  zu  diesen  drei  Ge- 
radengruppen  der  a,  h,  c  und   den  nämlichen  Bildern   ihrer  Geraden. 

18* 
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Aber  während  bei  der  Erzeugung  durch  kollineare  Bündel  die  Ge- 
raden jeder  Gruppe  gleichmäßig  entstehen,  ist  das  bei  derjenigen  durch 
trilineare  Büschel  nicht  der  Fall:  die  a  und  die  h  zerfielen  je  in  zwei 
auf  verschiedene  Weisen  entstehende  Tripel  und  die  c  kommen  zu  je 
3,  9,  3  auf  drei  verschiedene  Weisen  zustande. 

Die  ebenen  Schnitte  haben  auch  hier  die  Kurven  3.  Ordnung 
durch  die  Hauptpunkte  zu  Bildern. 

Aus  diesen  gemeinsamen  Eigenschaften  der  beiden  Abbildungen 
folgt  dann  weiter,  daß  eine  auf  F^  verlaufende  Kurve  B/^  n^^"^ 
Ordnung,  welche  den  Geraden  a^,  .  ,  .  a^  in  a^,  .  .  .  ttg  Punkten 
begegnet,  in  eine  Kurve  sich  abbildet,  welche  a--mal  durch  A^  geht; 
sie  trifft  die  Bildkurve  eines  ebenen  Schnitts  außerdem  in  den  Bildern 
der  n  Begegnungspunkte  mit  seiner  Ebene;  ist  also  n  die  Ordnung 
dieser  Bildkurve,  so  hat  man: 

3^'  =  fi  -f^ttf. 

Für  die  kubischen  Raumkurven  r^  auf  jP^,  welche  gegen  die  Ge- 
raden a  windschief  sind  und  durch  die  entsprechenden  Büschel  aus 
den  erzeugenden  Bündeln  entstehen,  ergibt  sich  >^'  =  1 ;  sie  bilden  sich 
in  die  Geraden  ab,  wie  die  frühere  Abbildung  ergab,  und  die  Konstruk- 
tion der  jetzigen  Abbildung  unmittelbar  zeigt.  Also  bedeutet  für  It^ 
n  auch  die  Anzahl  der  Begegnungspunkte  mit  diesen  r^,  ist  demnach 
das  n    von  Nr.  382,  und  unsere  Formel  mit  der  dortigen  2)  identisch. 

Wir  fanden  dort  hinsichtlich  der  Zahl  der  Begegnungspunkte  der 
ferneren  JR^  auf  der  F^  mit  einer  r^  die  fünf  Fälle,  daß  1,  2,  ...  5 
solche  Punkte  vorhanden  sind;  danach  ist  ^a,-  =  0,  3,  6,  9,  12  und 
die  Bilder  sind  von  der  Ordnung  1,  2,  ...  5.  Schließen  wir  den  einfachen 
Fall  %  =  ttg  =  .  .  .  ttg  =  1  aus,  der  den  ebenen  Schnitten  entspricht. 
Für  jede  kubische  Raumkurve  auf  F^  können  wir  vermittelst  der 
Bildkurve  leicht  ihr  windschiefes  Sextupel  finden.  Ihr  Verhalten 
gegen  die  a  sei  etwa  charakterisiert  durch :  0  21111,  d.  h.  sie  treffe 
a^  nicht,  a^  zweimal,  die  übrigen  a  einmal;  ihr  Bild  ist  dann  eine 
Kurve  3.  Ordnung,  welche  durch  A^'  zweimal,  durch  A^\  .  .  .  A^  ein- 
mal und  durch  A^  nicht  geht.  Das  Sextupel  ist  ö^i  &i  CggCg^Cgs  ^26  5 
denn  die  Bilder  der  &i,  Cgg,  .  .  .  begegnen  dem  ihrigen,  außer  in  Haupt- 
punkten, nicht.  Man  erkennt  leicht,  daß  den  sechs  Typen  des  Ver- 
haltens der  kubischen  Raumkurven  gegen  die  a: 

000000  000111  021111 
222222     222111  201111 

die  sechs  Typen  der  Sextupel  in  Nr.  381  entsprechen;  die  Permutations- 
zahlen 1,  1;  20,  20;  15,  15  sind  dieselben.  In  allen  sechs  Fällen  er- 
geben sich  oo^  Bildkurven  und  abgebildete  Kurven  (bei  111  111 
hiugegen  oo^);  jedes  Sextupel  liefert  ein  Netz  von  kubischen  Raum- 
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kurven,  welche  gegen  alle  seine  Geraden  windschief  sind;  die  Geraden 
des  ergänzenden  Sextupels  werden  zweimal  getroffen. 

Von  den  20  Netzen  von  kubischen  Raumkurven,  die  sich  in 
Kegelschnitte  abbilden,  (Typus  0  00  111)  liefert  die  frühere  Erzeugung 
eines  unmittelbar. 

In  bezug  auf  die  Frage,  ob  die  sechs  Hauptpunkte  in  T'  will- 
kürlich gegeben  werden  können,  ist  die  Herleitung  der  Abbildung  aus 
der  Graßmannschen  Erzeugung  wesentlich  unbequemer.  Nehmen  wir 
die  sechs  Punkte  Ä^',  .  .  .  A^  beliebig  gegeben  in  T.'  an.  Es  seien  dann 
zunächst  a^,  a^,  %,  a^  vier  feste  windschiefe  Geraden  im  Räume.  Durch 
sie  gehen  oo^  kubische  Flächen,  weil  jede  von  ihnen  vier  gegebene 
Punkte  repräsentiert,  also  ein  Gebüsche.  Allen  gemeinsam  sind  noch 
die  beiden  Treffgeraden  \,  h^.  Wir  können  die  Scheitel  der  erzeugen- 
den Bündel  0,  0\  0"  beliebig  im  Räume  annehmen,  also  in  oo^"^ 
Lagen;  die  Kollineation  ist  jedesmal  festgelegt,  weil  die  Ebenen  nach 
«1,  «2  7  ^8  7  0^4  homolog  sind  (Nr.  380);  andererseits  läßt  jede  kubische 
Fläche  oo^  solche  Erzeugungen  zu;  so  ergibt  sich  der  Grad  der 
Mannigfaltigkeit  9-6  =  3. 

Auf  einer  bestimmten  von  diesen  Flächen  werde  das  Quadrupel 
a^a^a^a^  durch  öfj,  a^  zum  Sextupel  ergänzt;  nach  diesen  Geraden  gehen 
in  allen  oo^  kollinearen  Bündeln  entsprechende  Ebenen.  Irgend  einen 
von  ihnen,  0,  macht  man,  um  die  Abbildung  herzustellen,  korrelativ 
zum  Punktfelde  in  Z'  und  kann  festsetzen,  daß  den  Ebenen  0{a^,  a^,  «3,  a^ 
die  Punkte  J.^',  A^,  A.^,  A^  entsprechen;  den  0{a-^y  a^)  mögen  dann 
^5';  ^6  entsprechen.  Daran  ändert  sich  nichts,  wenn  0  die  Fläche 
durchläuft.  Wir  wollen  haben,  daß  diese  Punkte  %^',  ^Ig'  in  Ar^',  A^' 
liegen.  Aber  das  wird  noch  nicht  erreicht,  wenn  die  Fläche  das  Ge- 
büsche beschreibt;  denn  die  Koinzidenz  von  3I5',  %^  mit  A^^',  A^  ist 
eine  vierfache  Bedingimg.  Lassen  wir  eine  der  vier  Geraden  a,  a^ 
sich  bewegen,  so  daß  sie  durch  cx)^  Lagen  geht,  etwa  einen  Strahlen- 
büschel beschreibt,  so  wird  diese  Koinzidenz  ermöglicht;  und  man 
erkennt,  daß  die  sechs  Punkte  A'  beliebig  gegeben  sein 
können;  aber  wie  die  zugehörige  Fläche  3.  Ordnung  gewonnen 
wird,  ist  nicht  abzusehen.  Hierfür  ist  der  Apparat  der  kolline- 
aren Bündel  zu  umständlich,  die  Trilinearität  ist  wesentlich  einfacher. 

Wenn  F^  in  dem  obigen  Gebüsche  durch  (a^,  a^,  a^,  a^;  ^5,  h^ 
sich  bewegt,  so  durchstreichen  «5,  ag,  in  eindeutiger  Korrespondenz, 
die  beiden  Strahlengebüsche  [feg],  P5];  F^  beschreibe  innerhalb  des 
Gebüsches  einen  Büschel;  jene  sechs  Geraden  werden  dann  zur  Grund- 
kurve durch  eine  kubische  Raumkurve  g^  vervollständigt,  welche  den 
a^,  «2,  «3,  a^  zweimal  begegnet,  den  ^5,  6g  nicht,  und  die  jedesmaligen 
«5,  dg  noch  zweimal  trifft^).     Folglich  beschreiben  diese  Geraden  die 


1)  Flächen  3.  Ordnung  S.  212. 
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Regelflächen  4.  Grades  der  Doppelsekanten  von  g^^  welche  sich  auf 
&6^  bzw.  \  stützen;  a^,  .  .  .  a^  werden  gemeinsame  Erzeugenden.  Den 
Bündelscheitel  0  können  wir  auf  den  Bestandteil  g^  der  Grundkurve 
legen.  Sie  ist  Doppelkurve  auf  beiden  Regelflächen,  und  die  Kegel 
der  Ebenen,  welche  von  0  nach  den  Erzeugenden  gehen,  sind,  da  sich 
je  zwei  Ebenenbüschel  abgesondert  haben,  2.  Klasse.  Die  Korrelation 
ist  fest;  also  durchlaufen,  projektiv,  ^Ir/,  %^  zwei  durch  J[/,  .  .  .  A^ 
gehende  Kegelschnitte. 
909  Es  möge  diese  Abbildung  benutzt  werden,  um  einige  Sätze  über 

abhängige  Doppelpunkte,  welche  Halphen^)  gefunden  hat,  zu  be- 
weisen. Wir  haben  in  Nr.  829  gefunden,  daß  die  Kurven  6.  Ordnung 
in  Z',  welche  durch  die  sechs  Hauptpunkte  A(^  .  .  .  Äq  doppelt  gehen, 
die  Bilder  der  von  den  Flächen  2.  Grades  in  die  kubische  Fläche  ein- 
geschnittenen Kurven  6.  Ordnung  sind,  und  daß  weiter  die  Flächen 
2.  Grades,  die  in  zwei  festen  Punkten  G,  H  die  Fläche  F^  tangieren, 
zu  Kurven  führen,  welche  auch  noch  durch  die  Bildpunkte  G',  H' 
doppelt  gehen. 

Wird  jetzt  in  Z'  ein  neunter  Doppelpunkt  K'  beliebig  gegeben, 
so  ist  die  durch  diese  neun  Doppelpunkte  eindeutig  festge- 
legte Kurve  6.  Ordnung  die  doppelt  gerechnete  Kurve  3.  Ord- 
nung durch  sie.  Dem  entspricht  auf  der  kubischen  Fläche,  daß  die 
einzige  Fläche  2.  Grades,  welche  sie  in  drei  beliebigen  Punkten  G, 
H,  K  tangiert  (Nr.  545),  die  doppelte  Ebene  GHK  ist  2).  Für  eine 
eigentliche  Fläche  2.  Grades,  welche,  außer  in  G  und  H,  noch 
ein  drittes  Mal  berührt,  ist  dieser  dritte  Berührungspunkt 
/  auf  eine  Kurve  eingeschränkt,  in  deren  Punkten  dann  aber 
sofort  oo^  Flächen  berühren. 

In  der  Tat,  wenn  I  ein  solcher  Berührungspunkt  ist,  so  werden 
durch  die  Ebene  GHI  aus  beiden  Flächen  Kurven  ausgeschnitten,  die 
sich  dreimal  berühren.  Aber  zu  den  beiden  Punkten  G,  H  auf  der 
Kurve  3.  Ordnung  C^  gibt  es  nur  drei  Punkte,  in  denen,  außer  in 
ihnen,  ein  Kegelschnitt  berühren  kann;  für  die  Büschel-Schar  der  in 
G  und  H  tangierenden  Kegelschnitte  ist  der  Gegenpunkt  W  der  Tan- 
gentialpunkt  des  dritten  Schnitts  M  von  GH  mit  der  Kurve,  und 
die  Berührungspunkte  der  drei  ferneren  Tangenten  aus  ihm  an  C^ 
sind  die  drei  einzigen  Punkte,  in  denen  Kegelschnitte  zum  dritten 
Male  berühren,  die  es  schon  in  G  und  H  tun  (Nr.  867). 

Liegt  nun  ein  solcher  Kegelschnitt  vor,  so  hat  man  einer  in  G,  H 
die  F^  berührenden  Fläche  2.  Grades  noch  die  beiden  Bedingungen 
aufzuerlegen,  daß  die  durch  einen  beliebigen  Punkt  auf  ihm  und  einen 
dem  Berührungspunkte  /   auf  der  kubischen  Fläche  unendlich  nahen 

1)  Bulletin  de  la  Societe  mathematique  Bd.  10  S.  162. 

2)  Wenn  wir  die  Punkt  fläche  haben  wollen;  im  dualen  Falle  der  doppelte 
Schnittpunkt  der  drei  Berührungsebenen. 
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Punkt  geht,  und  durch  diese  acht  linearen  Bedingungen  ist  dann  ein 
Büschel  von  in  G,  H,  I  tangierenden  Flächen  2.  Grades  gewonnen; 
offenbar  die  Büschel-Schar  sich  längs  des  Kegelschnitts  berührender 
Flächen  mit  dem  Schnittpunkte  der  drei  Berührungsebenen  der  jP^  in 
G,  H,  I  als  Berührungspole. 

In  einer  Ebene  durch  GH  ^  l  haben  wir  also,  außerhalb  dieser 
Gerade,  drei  solche  Berührungspunkte;  jeder  hat  mit  M  denselben 
Tangentialpunkt  W.  Die  sämtlichen  Tangentialpunkte  W  von  M 
bilden  die  Schnittkurve  m^  der  Tangentialebene  von  M\  weil  diese 
derjenigen  der  Tangentialebene  von  G  dreimal  begegnet,  bekommt  G 
dreimal  denselben  Tangentialpunkt  mit  M  und  ebenso  H,  so  daß  die 
gesuchte  Kurve  der  1  dreimal  durch  diese  beiden  Punkte  G,  H  geht, 
also  9.  Ordnung  ist.  Diese  Ordnung  soU  aber  vermittelst  eines  allge- 
meineren Satzes  bewiesen  werden,  welcher  zugleich  zwei  andere  Er- 
gebnisse liefern  wird. 

Auf  der  F^  sei  R"^  eine  Kurve  n^^""  Ordnung;  in  jedem  Punkte 
derselben  berührt  eine  Tangente  der  Fläche,  welche  die  Gerade  l  trifft, 
und  von  jedem  Punkte  der  l  gehen  2n  Tangenten  aus,  welche  auf 
jR"  berühren:  in  den  Schnitten  seiner  ersten  Polarfläche.  Die  Korre- 
spondenz [2w,  1],  die  so  zwischen  den  Punktreihen  von  i?"  und  l 
entsteht,  induziert  in  einem  Ebenenbüschel  eine  Korrespondenz  \2n,  n]; 
die  ?>n  Koinzidenzen  lehren,  daß  die  Tangenten  der  kubischen  Fläche, 
welche  auf  i?"  berühren  und  /  treffen,  eine  Regelfläche  vom  Grade 
3w  erzeugen,  welche  F^  längs  der  i?"  tangiert  und  die  l  zur  2n- 
fachen  Leitgerade  hat.  Sie  schneidet  die  Kurve  m^  in  M,  welcher 
4 w -fach  zählt,  berührt  sie  in  den  n  Punkten  von  R"^,  welche  in  der 
Ebene  von  m^  liegen,  und  hat  daher  noch  3  •  3w  —  4n  —  2w  =  3n 
Punkte  gemeinsam,  Tangentialpunkte,  welche  den  auf  BP  gelegenen 
Punkten  /mit  M  gemeinsam  sind.  Die  Kurve  der  Berührungspunkte 
I  begegnet  also  der  BP  in  3^^  Punkten.  Wir  lassen  nun  i?"  einen 
ebenen  Schnitt,  eine  Gerade  auf  F^  oder  eine  der  kubischen  Raum- 
kurven sein,  welche  sich  in  die  Geraden  von  X'  abbilden,  und  erhalten: 
Die  Kurve  der  Punkte  /  ist  9.  Ordnung  und  geht  über  jede 
Gerade  der  F^  dreimal. 

Ihr  Bild  ist  auch  9.  Ordnung  und  geht  durch  jeden  der  acht 
Punkte  A^,  .  .  .  A^,  G\  H'  dreimal. 

Der  Ort  der  neunten  Doppelpunkte  für  Kurven  6.  Ord- 
nung, welche  die  acht  gegebenen  Punkte  J./,  .  .  .  A^'j  G\  R' 
zu  Doppelpunkten  haben,  ist  eine  Kurve  9.  Ordnung,  welche 
durch  jeden  dieser  acht  Punkte  dreimal  geht,  aber  nicht  durch 
den  neunten  assoziierten  Punkt  3I\  Ihr  Geschlecht  ist  4.  Und  jeder 
Punkt  I  auf  ihr  ist  für  <x>^  Kurven  Doppelpunkt;  sie  bilden 
einen  Büschel,  zu  welchem  auch  die  doppelte  Kurve  3.  Ord- 
nung gehört,  die  durch  A^,  .  .  .  Aq\  G',  H'j  T  bestimmt  ist. 
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Der  Kurve  9.  Ordnurg  auf  F^  gehören  die  zwölf  Berührungs- 
punkte der  durch  l  gehenden  Tangentialebenen  an;  die  berührenden 
Flächen  2.  Grades  bestehen  je  aus  dieser  Tangentialebene  und  irgend 
einer  Ebene  des  Büschels  Z;  von  den  drei  Punkten  I  haben  sich  zwei 
in  den  Berührungspunkt  vereinigt. 

Daher  befinden  sich  auf  der  Kurve  9.  Ordnung  in  Y.'  die 
zwölf  Doppelpunkte  des  Büschels  3.  Ordnung  mit  den  Grund- 
punkten A^y  .  .  .  Ä^j  G',  H\  M'.  Die  oc^  zugehörigen  Kurven 
6.  Ordnung  bestehen  alle  aus  der  betreffenden  Kurve  des 
Büschels  und  irgend  einer  andern^). 

Die  drei  Punkte  I  auf  jeder  Kurve  C^  der  F^  in  einer  Ebene 
durch  l  sind  die  drei  dem  Punkte  M  konjugierten  Punkte  in  den  invo- 
lutorischen  Korrespondenzen  V,  welche  sie  trägt.  Das  geht  in  die 
Ebene  Z'  über.  Denn  die  eindeutige  Beziehung  zwischen  einer 
ebenen  Schnittkurve  3.  Ordnung  der  F^  und  ihrer  Bildkurve 
ebenfalls  3.  Ordnung  transformiert  die  eindeutigen  Korre- 
spondenzen auf  jener  in  die  auf  dieser,  und  zwar  in  gleich- 
artige, die  zentralen  in  zentrale,  wegen  der  Koinzidenzpunkte,  welche 
sie  besitzen,  die  nicht  zentralen  in  nicht  zentrale,  und  die  involuto- 
ri sehen  unter  jenen  in  die  involutorischen  unter  diesen.  Danach 
sind  auf  einer  Kurve  des  Büschels  {A^' .  .  .  A^ G' H'M')  die  drei 
neunten  Doppelpunkte,  welche  sie  trägt,  dem  M'  konjugiert 
in  ihren  drei  Involutionen  konjugierter  Punkte. 

Die  auf  i^^  gefundene  Kurve  9.  Ordnung  geht  über  alle  Ge- 
raden der  Fläche  dreimal;  also  ist  zu  vermuten,  daß  sie  volle  Schnitt- 
kurve zw^eier  Flächen  3.  Ordnung  ist^).  In  der  Tat  läßt  sich 
eine  sie  einschneidende  Fläche  3.  Ordnung  leicht  angeben. 

Wir  stellen  uns  folgendes  allgemeinere  Problem.  Wenn  G,  H 
beliebige  Punkte  sind  und  y,  r|  ihre  Polarebenen  in  bezug  auf 
jP^,  so  ist  ein  dritter  Punkt  X  und  seine  Polarebene  H  im 
allgemeinen  nicht  so  beschaffen,  daß  dreimal  Pole  und  Polar- 
ebenen in  bezug  auf  eine  Fläche  2.  Grades  vorliegen  (Nr.  545); 
vielmehr  müssen  das  Dreieck  GJSX  und  das  Trieder  fTl^  (oder  das 
von  ihm  in  die  Ebene  von  GHX  eingeschnittene  Dreiseit)  perspektiv 
liegen;  und  dann  gibt  es  sofort  oo^  Flächen  2.  Grades.  Die 
Punkte  X,  für  welche  das  eintrifft,  erfüllen  eine  Fläche 
3.  Ordnung.  Läßt  man  nämlich  X  auf  einer  Gerade  u  laufen,  so 
umhüllt  die  zugehörige  Polarebene  H  einen  Kegel  2.  Grades  (Nr.  684); 


1)  Die  Gruppe  von  neun  assoziierten  Punkten  führt  zu  neun  solchen  Kurven 
9.  Ordnung;  jede  ist  durch  die  acht  dreifachen  Punkte  und  zwölf  einfachen 
schon  überbestimmt. 

2)  Math.  Annalen  Bd.  21  S.  495  n  =  9  15).  Auch  das  Geschlecht  4,  von 
10  durch  die  beiden  dreifachen  Punkte  auf  diesen  Wert  erniedrigt,  weist  darauf 
hin;  sie  hat  18  scheinbare  Doppelpunkte. 
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durch  ilm  entstehen  in  f  und  r\  zwei  eindeutig  bezogene  Kegelschnitte, 
deren  entsprechende  Tangenten  g  und  h  je  von  derselben  Tangential- 
ebene S  herrühren  und  auf  fr)  sich  sehneiden.  Projektiv  zu  ihnen  be- 
wegt sich  die  je  X  enthaltende  Gerade  der  Regelschar  [m,  GH,  ^r]\. 
Zur  erwähnten  Perspektiven  Lage  ist  erforderlich^  daß  die  Schnittlinie 
der  Ebenen  Gh,  Hg  mit  dieser  Gerade  sich  begegnet.  Jene  Schnitt- 
linie erzeugt  eine  Regelfläche  4.  Grades,  für  welche  fx]  doppelte  Leit- 
gerade ist.  Die  eindeutige  Beziehung  zwischen  den  Geraden  der 
Regelschar  und  der  Regelfläche  ruft  in  dem  Ebenenbüschel  um  die 
Gerade  fx],  welche  einfache  Leitgerade  für  jene,  doppelte  für  diese  ist, 
eine  Korrespondenz  [2,  1]  hervor;  die  Koinzidenzen  lehren,  daß  drei- 
mal die  Perspektive  Lage  eintritt,  also  auf  u  drei  Punkte  der  gesuchten 
Fläche  liegen. 

Fallen  nun  G  und  H  in  die  obigen  Punkte  der  F^,  so  daß  t?  H 
die  Berührungsebenen  sind,  so  geht  die  Fläche  3.  Ordnung  durch 
unsere  Kurve  9.  Ordnung. 

Jeder  Punkt  I  dieser  Kurve  führt  dann  zu  einer  Büsehel-Sehar  33 
von  Flächen  2.  Grades,  die  sich  längs  des  Kegelschnittes  K'-  in  k 
berühren,  welcher  in  G,  H,  I  die  Kurve  3.  Ordnung  C^  =  [F'^,  k] 
tangiert.  Alle  berühren  F^  in  diesen  drei  Punkten.  Versuchen  wir 
zu  ermitteln,  wie  viele  von  ihren  Flächen  F^  noch  ein  viertes  Mal 
berühren.  Die  Polarebenen  eines  Punktes  in  bezug  auf  die  Flächen 
von  33  schneiden  sich  auf  der  Ebene  k.  Wir  suchen  den  Ort  der 
Punkte,  für  welche  auch  die  Polarebene  nach  F^  durch  diese  Gerade 
geht,  also,  wenn  F'^  irgend  eine  Fläche  von  93  ist,  den  Ort  der 
Punkte,  deren  Polarebenen  nach  F^  und  F^  sich  auf  k  schnei- 
den. Lassen  wir  den  Pol  eine  Ebene  e  durchlaufen,  so  i-ufen  die 
Spuren  p^,  jh  der  beiden  Polarebenen  in  k  eine  Verwandtschaft  her- 
vor. Die  einen  Polarebenen  umhüllen  eine  Fläche  4.  Klasse  (Nr.  684), 
die  andern  erzeugen  einen  Bündel;  daher  entsprechen  einer  p^  in  k, 
von  der  an  jene  Fläche  vier  Berührungsebenen  gehen,  vier  Geraden 
p^f  einer  p^  aber  eine  Gerade  p^.  Dreht  sich  ferner  p^  in  k  um  einen 
Punkt,  so  daß  von  den  zugehörigen  Polarebenen  ein  Büschel  be- 
schrieben wird  und  von  ihrem  Pole  in  e  eine  Gerade,  so  umhüllen 
die  Polarebenen  nach  F^  einen  Kegel  2.  Grades  (Nr.  684)  und  ihre 
Spuren  p^  einen  Kegelschnitt.  Nach  dem  Korrespondenzprinzip  in 
der  Ebene  (Nr.  839)  vereinigen  sich  p>.^  und  p^  (1  +  4  +  2) -mal;  der 
gesuchte  Ort  ist  also  eine  Kurve  7.  Ordnung.  Für  seine  in  k  ge- 
legenen Punkte  gilt,  daß  sie  in  bezug  auf  C^  und  K'^  dieselbe  Polare 
haben:  deren  Anzahl  ist  (Nr.  685)  2^+  1^  2- 1  =  7.  Daß  zu  diesen 
sieben  Punkten  die  drei  Berührungspunkte  G,  H,  I  gehören,  ist  un- 
mittelbar klar.  Für  jeden  von  ihnen  verschiedenen  Schnitt  der  Kurve 
7.  Ordnung  mit  F^,  der  dann  außerhalb  k  liegen  muß,  schneidet  seine 
Tangentialebene  an  F^  sich   mit   den  Polarebenen   nach   den  Flächen 
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von  33  auf  K  und  wird  dadurch  identisch  mit  der  Tangentialebene  der 
durch  ihn  gehenden  Fläche  aus  33. 

Wenn  jene  drei  Punkte  G,  Hj  I  nur  einfache  Schnittpunkte  der 
Kurve  mit  F^  sind,  so  ergeben  sich  18  weitere,  also  18  Flächen  in 
33,  welche  F^  noch  ein  viertes  Mal  berühren.  In  dem  Falle  aber,  wo 
Jder  Berührungspunkt  einer  der  zwölf  Tangentialebenen  aus  1=  GH  ist, 
bestehen  die  Flächen  von  33  aus  dieser  Ebene  x  und  irgend  einer  andern 
Ebene  von  ?,  im  Kontinuum  auch  x  selbst;  und  zwölf  dieser  Ebenen- 
paare (bei  denen  die  Berührungen  in  Gy  H  uneigentlich  geworden  sind) 
berühren  noch  ein  zweites  Mal.  Es  scheint,  als  wenn  18  zu  hoch  und 
auf  zwölf  zu  reduzieren  sei  ^). 

910  Wir  woUen  ferner  die  eindeutige  Abbildung  der  kubischen  Fläche 

auf  eine  Ebene,  sofern  sie  sich  aus  der  Erzeugung  durch  trilineare 
Ebenenbüschel  ergibt,  verwerten,  um  die  lineare  Konstruktion  zu  ge- 
winnen, die  sich  an  einen  interessanten  Satz  knüpft,  den  C leb  seh 
benutzt  hat  für  die  Ermittelung  der  128  Kegelschnitte  auf  der  Fläche 
4.  Ordnung  mit  einer  doppelten  Gerade,  deren  Ebenen  nicht  durch 
diese  Gerade  gehen ^).  Lüroth  hatte  kurz  vorher  die  Anzahl  92  der 
acht  beliebig  gegebene  Geraden  treffenden  Kegelschnitte  bestimmt^) 
und  modifizierte  nun  für  den  beim  Probleme  von  Clebsch  wichtigen 
Spezialfall,  wo  sieben  von  den  acht  Geraden  windschief  gegen- 
einander sind,  alle  aber  von  der  achten  getroffen  werden, 
seine  Untersuchung.  Es  fand  sich,  daß  es  in  diesem  Falle  einen 
Kegelschnitt  gibt,  welcher  die  acht  Geraden  in  getrennten 
Punkten  trifft.  Da  handelt  es  sich  nun  darum,  die  Ebene  dieses 
Kegelschnitts  linear  zu  konstruieren.  Wir  ziehen  es,  weil  die  Fläche 
3.  Ordnung  bekannter  ist,  als  die  Fläche  3.  Klasse,  vor,  zu  dualisieren 
und  den  Punkt  linear  herzustellen,  aus  dem  ein  Kegel  2.  Gra- 
des kommt,  für  den  die  Ebenen  nach  den  acht  Geraden  ge- 
trennte Berührungsebenen  sind. 

Die  acht  Geraden  seien  a,  &,  .  .  .  li,  und  a  diejenige,  welche  die 
sieben  übrigen   schneidet.     Wir  betrachten  zunächst  die   sechs   Ge- 


1)  Im  Büschel  der  Kurven  6.  Ordnung  in  1'  reduziert  (Crem o na,  Einleitung 
in  eine  geometrische  Theorie  der  ebenen  Kurven  S.  261)  jeder  der  neun  gemein- 
samen Doppelpunkte  die  Zahl  3  •  5^  =  75  der  Doppelpunkte  um  7,  also  würden 
wir,  wenn  es  sich  bloß  um  jene  gemeinsamen  Doppelpunkte  handelte,  auf 
75  —  63  =  12  Doppelpunkte  schließen  können,  welche  einzelnen  Kurven  ange- 
hören; aber  die  aus  lauter  Doppelpunkten  bestehende  Kurve  des  Büschels  macht 
diesen  Schluß  unsicher. 

2)  Math.  Annalen,  Bd.  1,  S.  258. 

3)  Journal  für  Mathematik,  Bd.  68,  S.  185;  diese  Zahl  befindet  sich  unter 
den  damals  von  Chasles,  Zeuthen  und  Schubert  gefundenen  Anzahlen  der 
Flächen  2.  Grades,  Kegelschnitte  (Kegel  2.  Grades),  welche  neun,  bzw.  acht  Ele- 
mentarbedingungen genügen.  Vgl.  z.  B.  Schubert,  Kalkül  der  abzählenden 
Geometrie,  S.  92  und  Liter.  30-33,  S.  338. 
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raden  a,  h,  .  .  .f  und  suchen  den  Ort  der  Punkte^  aus  denen  sie 
durch  (getrennte)  Tangentialebenen  eines  Kegels  2.  Grades 
projiziert  werden.  Es  ist  dies  offenbar  der  Ort  der  Punkte  X, 
für  welche^  wenn  a  und  ß  die  Ebenen  nach  a  und  h  sind: 

(Z,  ß)(c,  d,  e,  f)  A  (Z,  et)  (c,  d,  e,  f)  =  a(c,  d,  e,  f). 

Nach  Nr.  258  ist  dieser  Ort  eine  Fläche  4.  Ordnung;  aber  in 
unserm  Falle,  wo  auch  h  die  a  trifft,  löst  sich  die  Ebene  ah,  in 
welcher  jeder  Punkt  der  Anforderung  genügt,  ab,  und  es  bleibt  eine 
Fläche  3.  Ordnung. 

Der  gesuchte  Ort  ist  eine  kubische  Fläche.  Daß  auf  ihr 
die  sechs  Geraden  liegen,  ist  leicht  einzusehen. 

Umgekehrt,  wenn  auf  einer  gegebenen  Fläche  3.  Ordnung 
bcdef  ein  Quintupel  mit  einer  Schneidenden  a  ist,  so  werden 
diese  sechs  Geraden  aus  jedem  Punkte  X  der  Fläche  durch 
sechs  Tangentialebenen  eines  Kegels  2.  Grades  projiziert. 
Es  sei  a  die  zweite  Treffgerade  von  c,  d,  e,  f,  welche,  weil  es  sich 
um  ein  Quintupel  mit  einer  Schneidenden  handelt^),  gegen  h  wind- 
schief ist,  also  den  Kegelschnitt  h^  durch  X  auf  der  Fläche  in  der 
Ebene  hX  trifft:  in  Ä^']  O^,  D^,  E^^  F^  seien  die  Schnitte  von 
c,  .  .  .  f  mit  6^,  während  0,  D,  E,  F  die  mit  a  sind. 

Es  ist 

■     X(C,  D,  E,  F)  7\  a  (C,  D,  E,  F) 

=  a\c,  d,  e,  f)  A  A^{C„  D„  E„  F,)  A  X(C„  D„  E„  F,\ 

oder,  wenn  noch  y,  •  •  •  9  die  Ebenen  von  X  nach  c,  .  .  .  f  sind: 

a(T,  b,  e,  cp)  A  ß(T,  ö,  e,  cp); 

womit  die  Behauptung  bewiesen  ist. 

Wir  stellen  ebenso  die  zu  ahcdeg  und  ahcdeh  gehörigen  kubischen 
Flächen  her;  allen  dreien  gemeinsam  sind  a,  h,  c,  d,  e  und  die  zweite 
Treffgerade  a^  von  &,  c,  d,  e;  zwei  von  ihnen  schneiden  sich  in  einer 
kubischen  Raumkurve,  welche  h,  c,  d,  e  zweimal,  die  beiden  Treffgeraden 
aber  nicht  schneidet^)  und  daher  der  dritten  Fläche  noch  einmal  be- 
gegnet. Dieser  Punkt  ist  der  gesuchte  Punkt;  ihn  wollen  wir  lineai* 
konstruieren. 

Wir   erzeugen   dazu   die  drei   kubischen  Flächen  durch  trilineare 


1)  Ein  Quintupel  mit  einer  Schneidenden  bestimmt  eine  kubische  Fläche, 
dagegen  eins  mit  zwei  Schneidenden  einen  Büschel  von  kubischen  Tlächen,  die 
sich  längs  dieser  Schneidenden  berühren.  Clebsch  hebt  diesen  Unterschied 
nicht  hervor. 

2)  Sie  trifft  auch  f  und  g  zweimal  und  ist  die  einzige  (nicht  zerfallende) 
kubische  Raumkurve,  welche  die  sechs  Geraden  h,  c,  d,  e,  f,  g,  die  eine  gemein- 
same Schneidende  besitzen,  zu  Doppelsekanten  hat;  während  es  bei  sechs  Ge- 
raden in  allgemeiner  Lage  sechs  solche  kubischen  Raumkurven  gibt  (Nr.  462). 
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Ebenenbüschel  um  h,  c,  d.  Die  beiden  Geraden  a,  a^,  zur  Regelschar 
[h,  c,  d]  gehörig,  geben  zwei  Tripel,  durch  welche  a,  a^  auf  die  Flächen 
kommen,  e,  die  ebenfalls  a,  a^  trifft,  liefert  zwei  weitere  Tripel,  die  nach 
irgend  zwei  Punkten  auf  ihr  gehen,  und  /",  welche  nur  a  trifft,  drei 
weitere  Tripel  bei  der  ersten  Fläche,  so  daß  wir  für  sie  die  sieben  die 
Trilinearität  festlegenden  Tripel  haben  (Nr.  213).  Aber  mehr,  diese 
beiden  Geraden  e,  /'  liefern  zwei  ganz  in  der  Trilinearität  enthaltene 
Projektivitäten  zwischen  den  Büscheln  (Nr.  213).  Wenn  a  die  zweite 
Treffgerade  von  c,  d,  e,  f  ist,  so  bilden  die  Ebenen  ca,  da  ein  neutrales 
Paar  in  den  Büscheln  c,  d  und  werden  durch  jede  Ebene  von  h  zu 
einem  Tripel  vervollständigt  (Nr.  209).  Nun  sind  wir  in  der  Lage,  für 
jede  Ebene  E  eines  der  drei  Büschel,  etwa  h,  die  zugehörige  Projek- 
tivität  zwischen  den  beiden  andern  c,  d  zu  bestimmen:  in  dem  eben 
genannten  neutralen  Paare  und  in  den  Paaren  nach  den  Punkten  He, 
H/"  haben  wir  drei  Paare  entsprechender  Ebenen  dieser  Projektivität; 
wir  können  also  die  Trilinearität  beliebig  vervollständigen. 

Drei  neue  Ebenenbüschel  ??',  c',  d'  seien  durch  die  Regelschar 
{b',  Cy  d''\  projektiv  gemacht,  die  6,  c,  d  durch  die  Punktreihe  auf  e. 
Bezieht  man  nun  h  und  h'  beliebig  projektiv  aufeinander,  so  werden 
auch  c  und  c\  d  und  d'  projektiv,  und  durch  diese  drei  Projektivi- 
täten geht  aus  der  Trilinearität  zwischen  &,  c,  d  eine  zwischen  h',  c',  d' 
hervor.  Aber  der  Gerade  e  auf  der  durch  jene  erzeugten  kubischen 
Fläche  entspricht  die  Regelschar  [h\  c,  d'\  jedem  Punkte  eine  Gerade, 
und  die  neue  kubische  Fläche  zerfällt  in  die  Trägerfläche  dieser  Regel- 
schar und  eine  Ebene  uü,  als  eigentliches  Erzeugnis,  auf  welche  jene 
eindeutig  abgebildet  ist.  Zu  drei  Punkten  U,  F,  W  auf  f  suchen  wir 
die  Bilder  ü\  V,  W;  ü'  ist  der  Schnitt  der  drei  Ebenen  von  ¥,  c,  d' , 
welche  in  den  drei  Abbildungs- Projektivitäten  den  Ebenen  hJJ,  cJJy 
d  U  korrespondieren.  Wir  haben  aber  noch  darzutun,  daß  Ü\  V,  W 
nicht  geradlinig  sind,  so  daß  sie  die  Ebene  \jj^  bestimmen.  Aus  Nr.  213 
wissen  wir,  daß  die  Erzeugnisse  der  Projektivitäten  in  der  Trilinearität, 
welche  zwei  Systeme  bilden,  sich  bei  dem  einen  in  Geraden,  bei  dem 
andern  in  Kegelschnitte  abbilden.  Zwei  Projektivitäten  aus  demselben 
Systeme  haben  ein,  zwei  aus  verschiedenen  zwei  Tripel  gemeinsam. 
Die  beiden  von  e  und  f  herrührenden  Projektivitäten  haben  nur  das 
nach  a,  der  einzigen  Schneidenden  von  h,  c,  c?,  e,  f,  gehende  Tripel 
gemeinsam,  also  gehören  sie  zu  demselben  Systeme  und,  weil  das 
Bild  von  e  in  lu^  der  von  [&',  c',  d'~\  eingeschnittene  Kegelschnitt  ist, 
so  hat  auch  f  einen  Kegelschnitt  zum  Bilde. 

Ersetzen  wir  nun  f  durch  g  oder  Ä,  so  ergeben  sich  analog  die 
Ebenen  lUg,  lUg.  Der  Punkt  uUiiUaiJUg  ist  das  Bild  des  gesuchten 
Punktes,  und  wir  haben  für  diesen  folgende  lineare  Konstruktion. 

Die  drei  Hilfsbüschel  h\  c',  d'  werden  durch  die  Regelschar 
[h'y  Cy  d']y  diB  Büschcl  hy  Cy  (^  selbst  durch  die  Punktreihe  e  projektiv 
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gemacht.  Eine  beliebige  Projektivität  zwischen  h  und  b'  bewirkt 
infolgedessen  Projektivitäten  zwischen  c  und  c,  d  und  d'.  Ein  Punkt 
Z7  von  f  gibt  die  drei  Ebenen  hü,  cU,  du]  die  entsprechenden  Ebenen 
in  h',  c,  d'  liefern  TJ',  und  aus  F,  W  auf  f  ergeben  sich  ebenso  V,  W'\ 
die  verbindende  Ebene  sei  oi^.  In  derselben  Weise  führen  g,  h  zu 
(jUg,  lüg.  Nach  dem  Schnittpunkte  uj^ (1)2^3  werden  die  Ebenen  aus 
b\  c,  d'  gelegt^   die   entsprechenden   in  h,  c,  d  geben  den  Punkt  X^). 

Hinsichtlich    der   Realität    der   Abbildung    scheint    es   gut,    die  911 
Unterscheidung   der   fünf  Gattungen   der   kubischen  Fläche   nach    der 
Realität  der  Geraden  vorzuführen.     Es  sei  wieder: 

«1  «2  «3  ^4  «5  0^6 

eine  Doppelsechs  auf  der  Fläche  und  c.j^  =  (afij^j  üffi^)  die  15  übrigen 
Geraden,  von  denen  je  zwei  ohne  gemeinsamen  Zeiger  sich  schneiden; 
so  haben  die  fünf  Gattungen  folgende  Typen. 

I.  Alle  27  Geraden  reell. 

II.  Alle  c  reeU,  a-,  h.  konjugiert  imaginär. 

III.  C12,  C34.  ^56;  öfi,  a^y  \,  &2  J*eeU,  C35,  c^;  Cgg,  c^^  konjugiert 
punktiert  (je  mit  gemeinsamem  reellem  Punkte  und  gemeinsamer  reeller 
ilibene),  a^,  a^-^  «g,  «g;  O3,  o^;  O5,  Oq;  c^g,  q^;  c^g,  c^g;  c^^,  C24;  ^25?  ^26 
konjugiert  imaginär  (rein  imaginär  und  windschief). 

iV.    C^2?    ^34?    ^56    ^öGIL;     Cjg,   ^245    Cj4,   C23:    C157    ^265     ^iß?   ^25)    ^35?   ^46) 

<^s6>  f^5  konjugiert  punktiei-t;  a^,  a^',  a^,  a^;  «5,  «g;  b^,  hy,  h^,  &^;  65,  6g 
konjugiert  imaginär. 

V.  Die  c  wie  in  IV;  a^,  h^-,  a^,  b^\  a^,  ö^;  a^,  63;  ^5,  b^-  a^,  b^ 
konjugiert  punktiert-). 

WoUen  wir  zur  Abbildung  durch  Trilinearität  dreier  Ebenen- 
büschel gelangen,  so  müssen  wir  drei  windschiefe  reeUe  Geraden  auf 
F'"^  haben,  welche  Büschelaxen  werden  soUen.    Sind  sie  vorhanden,  dann 


1)  Es  sei  gestattet,  im  Anschlüsse  hieran,  eine  andere  lineare  Konstruk- 
tion kurz  anzudeuten.  Wenn  sechs  Geraden  a,  6,  .../*  gegeben  sind,  von 
denen  a  die  andern  trifft,  und  ein  Punkt  P,  so  gibt  es  durch  diesen 
einen  Kegelschnitt,  welcher  jene  in  getrennten  Punkten  schneidet. 

Die  Kegelschnitte  durch  P,  welche  bloß  a,  6,  c,  d,  e  treffen,  liegen  auf  der 
kubischen  Regelfläche,  welche  a  zur  doppelten,  die  zweite  TrefiFgerade  a^  von 
6, .  . .  e  zur  einfachen  Leitgerade  und  &,  c,  d,  e  und  {P,  a,  aj  zu  Erzeugenden 
hat,  und  dadui-ch  eindeutig  bestimmt  ist;  ihre  Ebenen  umhüllen  also  den  Tangen- 
tialkegel  2.  Grades  aus  P  an  diese  Fläche,  der  durch  die  fünf  Ebenen  nach  &, 
c,  d^  e,  «1  bestimmt  ist.  Nimmt  man  dazu  den  Kegel  der  Ebenen  aus  P  nach 
6,  c,  d,  f  und  ihrer  zweiten  TrefiFgerade,  so  ist  die  .vierte  gemeinsame  Berührungs- 
ebene dieser  beiden  Kegel  die  Ebene  des  gesuchten  Kegelschnitts. 

2)  Cremona,  Journal  f.  Mathem.,  Bd.  68,  S.  1,  Kap.  XI;  Sturm,  Flächen 
3.  Ordnung,  Kap.  VII.  Die  Anordnung,  bzw.  Bezeichnung  ist  jedoch  oben  eine 
andere. 
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wird  die  Trilinearität  durch  die  Fläche  bestimmt  (Nr.  212);  aber  solche 
Geraden  sind  nur  bei  I,  11^  III  vorhanden. 

Bei  der  Erzeugung  der  kubischen  Fläche  durch  drei  kollineare 
Ebenenbündel  liegt  der  Übelstand  vor,  daß  die  Gattung  Y  durch  sie 
(reeU)  nicht  erhalten  wird^). 

Ferner,  reelle  Quadrupel  kommen  nur  bei  I  und  II  vor,  reelle 
Sextupel  sogar  nur  bei  I.  Die  kubische  Fläche,  die  am  Schlüsse  von 
Nr.  908  hergestellt  wird    ist  daher  von  der  Gattung  I. 

Wenden  wir  uns  deshalb  zu  einer  andern  Methode,  für  eine 
kubische  Fläche  eine  eindeutige  Abbildung  zu  erhalten.  Wir 
benutzen  wiederum  ein  Strahlennetz,  legen  diesmal  beide 
Leitgeraden  u,  v  auf  die  Fläche,  so  daß  sie  sowohl  reell,  als 
konjugiert  imaginär  sein  können. 

Jeder  Strahl  dieses  Netzes  hat  einen  dritten  Schnitt- 
punkt mit  F^  und  einen  Schnitt  mit  der  Bildebene,  die  jetzt 
Z"  heiße;  dies  sind  wiederum  in  der  eindeutigen  Abbildung 
zugeordnete  Punkte. 

Es  gibt  bekanntlich  fünf  gegeneinander  windschiefe 
Geraden  \y  ?2?  •  •  •  h  ^^^  ^^  welche  u  und  v  treffen^);  ihre 
Spuren  X/', ...  in  J."  werden  Hauptpunkte  der  Bildebene, 
denen  je  die  ganze  Gerade  l-^,  .  .  .  korrespondiert.  Ebenso 
sind  die  Spuren  TJ'\  F"  von  w,  v  Hauptpunkte;  ihnen  ent- 
sprechen aufi^^  die  Kegelschnitte  in  den  Ebenen  Vv,  bzw.  V"u. 

Auf  F^  wird  ein  Hauptpunkt  der  dritte  Schnitt  W  der 
Gerade  w"  ==ü"Vy  dem  diese  Gerade  korrespondiert. 

Hingegen  haben  die  Punkte  auf  u,  v  je  nur  einen  entsprechenden 
Punkt  in  X";  der  Strahl  des  Netzes  [u,  v],  der  ihn  liefert,  muß  in 
dem  Punkte  von  u  oder  v  die  F^  berühren.  Die  Strahlen,  welche 
F^  auf  u  tangiren  und  v  treffen,  erzeugen  eine  Regelfläche  3.  Grades^ 
welche  u  zur  einfachen,  v  zur  doppelten  Leitgerade  hat.  Daher  er- 
zeugen die  Bildpunkte  der  Punkte  von  u  eine  Kurve  3.  Ordnung^ 
welche  durch  F"  zweimal,  durch  V  einmal  und  auch  durch  die 
Punkte  L^'\  .  .  .  geht  und  dadurch  bestimmt  ist;  und  ähnliches  gilt 
für  die  Punkte  von  v. 

Jetzt  sei  eine  Kurve  n*^"^  Ordnung  JR"  auf  F^  betrachtet, 
welche  den  Geraden  u,  v,  \y  .  .  .  \  je  in  s,  s^,  q^  .  -  .  q^,  Punkten 
begegnet.  Sie  hat  mit  der  Regelschar  [u,  v^  p]y  wo  ^:)  eine  beliebige 
Gerade  ist,  außerhalb  u  und  v,  noch  2n  —  {s-{-s^)  Punkte  gemein- 
sam; folglich  ist  das  der  Grad  der  Regelfläche  der  sie  projizierenden 
Netzstrahlen.  Von  jedem  Punkte  von  u  gehen  n  —  s^^  Strahlen  aus, 
die  B^    und  v  in    getrennten  Punkten  schneiden;  also  ist  u  (n  —  s^)- 


1)  Cremona,  Nr.  160;  Sturm  Nr.  99. 

2)  Flächen  3.  Ordnung  Nr.  21. 
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fache  und  v  (w  —  s)- fache  Leitgerade,  und  die  l^  sind  ersichtlich  g.- 
fache  Erzeugenden  der  Regelfläche. 

Daher  ist  das  Bild  von  B"  eine  Kurve  von  der  Ordnung 
2n  —  {s-\-s^)j  für  welche  die  Punkte  U",  V",  Z/'  bzw.  (n  —  s^)- 
fach,  (n  —  sj-fskchj  ^^.-fach  sind. 

Die  zehn  dritten  Geraden  der  Fläche  in  den  Ebenen  iil-,  vi.  bilden 
sich  ab  in  die  Geraden  WL/',  VL^'.  Zu  drei  windschiefen  Geraden 
der  F^  gibt  es  immer  drei  Geraden  auf  ihr^  welche  alle  drei  treffen. 
Für  die  zehn  Tripel  aus  Geraden  \  sind  u,  v  stets  zwei  dieser  Treff- 
geraden; die  zehn  dritten  der  Tripel  sind  die  gegen  u  und  v  wind- 
schiefen Geraden  auf  der  Fläche.  Sie  bilden  sich  ab  in  die  zehn 
Kegelschnitte  durch  U'\  V"  und  je  drei  der  Punkte  L!\ 

Ein  ebener  Schnitt  der  Fläche  hat  zum  Bilde  eine 
Kurve  4.  Ordnung,  welche  zweimal  durch  U",  V"  und  einmal 
durch  die  fünf  Punkte  Z/'  geht. 

Durch  jeden  gemeinsamen  Punkt  der  F^  mit  der  obigen  zu  R^ 
gehörigen  Regelfläche,  der  sich  nicht  auf  B",  ii,  v  beflndet,  geht  eine 
Erzeugende  derselben,  welche  in  vier  Punkten  die  F^  schneidet,  also 
auf  ihr  liegt,  mithiu  eine  der  Geraden  l-,  weil  nur  diese  Geraden  von 
F^  die  u  und  v  treffen;  demnach  besteht  der  Schnitt  beider  Flächen 
aus  i?",  ti,  V  und  den  fünf  l..     Daraus  folgt: 

3«  =  2(s  +  sO  +  2q<, 

eine  interessante  Beziehung  zwischen  den  sieben  Schnitt- 
punkte-Zahlen^). 

Einer  Gerade  x'  in  Z"  korrespondiert  auf  F^  eine  Raum- 
kurve 4.  Ordnung,  weil  x"  dem  Bilde  eines  ebenen  Schnitts  vier- 
mal begegnet.  Sie  ist  der  fernere  Schnitt  der  Trägerfläche  der  Regel- 
schar [Uj  Vj  x'],  also  zweiter  Art,  trifft  u,  v  je  dreimal,  weil  x"  die 
Bildkurven  von  w,  v  dreimal  schneidet,  und  geht  durch  TF,  weil  x" 
die  w"  schneidet. 

Nehmen  wir  mit  der  Ebene  X"  eine  quadratische  Transformation 
in  die  Ebene  Z'  vor,  derartig,  daß  TJ",  V'\  lu^'  Hauptpunkte  werden^ 
so  verwandeln  sich  die  Bilder  4.  Ordnung  der  ebenen  Schnitte  von  F^ 
in  Kurven  von  der  Ordnung  2-4  —  2-2  —  1=3,  für  welche  die  zu 
V" ,  Y"  homologen  Hauptpunkte  Z7',  F',  welche  den  Geraden  Y" L^' ^ 
TJ" L^'  entsprechen,  einfache  Punkte  werden  und  die  durch  die  den 
Punkten  L^',  • . .  L-^'  korrespondierenden  Punkte  Z^', . . .  L-^y  aber  nicht 


1)  Vgl.  Nr.  382.  —  Die  kubischen  Flächen,  welche  F^  längs  u  und  v  tan- 
gieren, bilden  einen  Büschel  und  gehen  alle  durch  die  fünf  Geraden  l  (Nr.  910); 
zu  ihnen  gehören  F^  und  zwei  kubische  Regelflächen  mit  den  Leitgeraden  u,  v. 
Der  Schnitt  von  B^  mit  einer  behebigen  Fläche  dieses  Büschels  führt  auch  zu 
der  obigen  Formel. 
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durch  den  dritten  Hauptpunkt  gehen,  also  in  Kurven  3.  Ordnung  mit 
sechs  festen  Punkten. 

Daraus  folgt  dann  wieder,  daß  einer  Gerade  x  in  X  eine  kubische 
Raumkurve  auf  F^  entspricht. 

Wir  sind  dadurch  zu  der  früheren  Abbildung  gelangt. 

Weil  TJ" y  Y"  reell  oder  konjugiert  imaginär  sind,  so  muß  der 
dritte  Hauptpunkt  L^'  reell  sein,  und  unter  den  fünf  Geraden  Z.  be- 
findet sich  stets  mindestens  eine  reelle  bei  den  vier  Gattungen  I  bis  IV, 
bei  welchen  Dupel  von  zwei  reellen  oder  zwei  konjugiert  imaginären 
Geraden  möglich  sind;  und  zwar  gibt  es  bei  H  drei  bzw.  fünf,  bei 
ni  eine  bzw.  drei  reelle  Geraden  ?^,  je  nachdem  das  Dupel  uv  aus 
reellen  oder  konjugiert  imaginären  Geraden  besteht.  Die  Gattung  IV 
hat  nur  Dupel  der  letzteren  Art;  und  nur  eine  von  den  Geraden  l^ 
ist  reell. 

Damit  ist  gesagt,  daß  reelle  Abbildungen  bei  I  bis  lY  vor- 
handen sind;  die  Herstellung  bereitet  natürlich,  wenn  mit  imaginären 
Elementen  gearbeitet  werden  soll,  Schwierigkeit. 

Die  Gattung  V  versagt  auch  hier. 

912  Eine  eindeutige  Abbildung  einer  kubischen  Fläche  läßt 

sich  aber  auch  mit  Hilfe  einer  auf  ihr  gelegenen  kubischen 
Raumkurve  r'  herstellen.  Weil  von  jedem  Punkte  des  Raums 
nur  eine  Doppelsekante  an  sie  kommt,  so  führen  die  Doppelsekanten 
der  r^y  ähnlich  wie  die  Strahlen  von  [?i,  v\  im  vorhergehenden  Falle, 
zu  einer  eindeutigen  Abbildung.  Es  seien  JJ'\  F",  W"  die  Schnitte 
von  r^  mit  Z",  so  werden  diese  wiederum  Hauptpunkte,  und 
zwar  entspricht  jedem  von  ihnen  die  kubische  Raumkurve 
w'y  v^,  w^y  in  welcher  der  projizierende  Kegel  2.  Grades  die  Fläche 
noch  schneidet.  Sie  geht  durch  den  Punkt  und  trifft  r^  noch  vier- 
mal; wie  die  Projektion  der  beiden  Kurven  aus  einem  Punkte  des 
Kegels  lehrt. 

Ferner  gibt  es  sechs  gegeneinander  windschiefe  Geraden 
li,  .  .  .  Iq  auf  F^j  welche  r^  zweimal  treffen;  sie  entsprechen 
ihren  Spuren  L^",  .  .  .. 

Jeder  der  drei  Geraden  u"=r'W",  v"=W"U'\  w' =  V'V" 
korrespondiert  auf  F^  der  dritte  Schnitt  Z7,  F,  W. 

Es  sei  wieder  eine  Kurve  n^^""  Ordnung  JR,"^  auf  I^  be- 
trachtet, welche  der  r^  in  s  Punkten  und  der  l-  in  q^  Punkten 
begegnet;  die  Regelfläche  der  Doppelsekanten  von  r^,  welche  die 
beliebige  Gerade  p  treffen,  ist  4.  Grades  und  hat  r^  zur  Doppelkurve; 
folglich  hat  sie  mit  JR/^,  außerhalb  r^,  4^  —  2s  Schnittpunkte;  also 
ist  die  Regelfläche  der  Doppelsekante  von  r^,  welche  i^"  treffen,  von 
diesem  Grade,  hat  die  l-  zu  g^- fachen  Erzeugenden  und  die  r^  zur 
(2w  —  s)-fachen  Leitkurve,   weil  von  jedem  Punkte   derselben  2n  —  s 
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Doppelsekanten  ausgehen,  welche  die  i?"  in  einem  nicht  auf  r^  ge- 
legenen Punkte  treffen. 

Daraus  ergibt  sich  erstens,  daß  das  Bild  von  R"  eine  Kurve 
von  der  Ordnung  An  —  2s  ist,  die  (2 n  —  s) -mal  durch  jeden  der 
Punkte  ir,  F",  W"  und  ^.-mal  durch  Z/'  geht. 

Und  zweitens  liefert  der  Schnitt  der  Regelfläche  mit  F^  die 
Formel: 

ön  =  35  +^3'i. 

Betrachten  wir  diejenigen  kubischen  Raumkurven  auf  F^,  welche, 
ebenso  wie  r^,  die  l.  zu  Doppelsekanten  und  das  ergänzende  Sextupe) 
zum  windschiefen  haben,  also  n  =  3,  ^qi=  12,  so  ist  s  =  1,  wie  wir 
wissen. 

Ihre  Bildkurven  sind  10.  Ordnung  mit  U'\  V",  W"  als  fünffachen 
und  den  X/'  als  Doppelpunkten. 

Folglich  ergibt  sich,  im  Kontinuum  dieser  ein  Netz  bilden- 
den Kurven,  auch  für  r^  selbst  eine  Bildkurve  10.  Ordnung. 

Bestätigen  wir  dies  durch  eine  andere  Überlegung.  Die  Doppel- 
sekanten von  r'^j  welche  in  dem  einen  Schnitte  F^  tangieren,  bewirken 
auf  ihr  eine  Korrespondenz  [4,  1];  denn  in  jedem  Punkte  X.  gibt  es 
eine  Tangente,  welche  r^  trifft:  im  dritten  Schnitte  X'  der  Berührungs- 
ebene von  F^  in  X;  von  jedem  X'  kommt  ein  Kegel  2.  Grades, 
welcher  F^  noch  in  einer  kubischen  Raumkurve  schneidet,  die  der  r^ 
außer  in  X  noch  viermal  begegnet;  in  diesen  Punkten  X  berühren  sich 
die  beiden  Flächen  und  also  die  Kegelkante  die  F'^. 

Damit  ist  r^  auf  der  Regelfläche  derjenigen  ihrer  Doppelsekanten, 
welche  F^  in  dem  einen  Stützpunkte  berühren,  als  fünffach  erkannt; 
eine  durch  den  Punkt  gehende  Erzeugende  berührt  in  ihm,  für  die 
andern  ist  er  dritter  Schnitt. 

Diese  Korrespondenz  auf  r^  hat  fünf  Koinzidenzen,  in  welchen 
die  Berührungsebene  von  F^  Schmiegungsebene  von  r^  ist,  und  ruft 
in  einem  Ebenenbüschel  eine  Korrespondenz  [12,  3]  hervor;  von  den 
15  Koinzidenzen  gehen  fünf  nach  den  eben  genannten  Koinzidenzen. 
Die  zehn  andern  liefern  Erzeugenden  der  Regelfläche,  welche  in  einer 
Ebene  des  Büschels  liegen  und  dessen  Axe  treffen.  Damit  ist  der 
Grad  10  der  Regelfläche  bestätigt,  und  ihr  vollständiger  Schnitt  mit 
F^  besteht  aus  r^  sechsfach  :  fünffach,  weil  r^  so  vielfach  auf  der 
Regelfläche  ist,  und  dann  noch  einfach,  wegen  der  Berührung  der 
Erzeugenden,  und  den  sechs  Geraden  l.j  welche  doppelte  Erzeugenden 
sind,  da  sie  an  beiden  Schnitten  berühren. 

Einem  ebenen  Schnitte  entspricht  eine  Kurve  6.  Ord- 
nung^ welche  durch  ü",  F",  W"  dreimal,  durch  jeden  L!' 
einmal  geht.  Und  den  Geraden  in  Z"  entsprechen  Kurven 
6.  Ordnung. 

Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.    r\''.  19 
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Diese  Kurven  6.  Ordnung  begegnen  der  r^  in  zehn  Punkten 
und  gehen  durch  die  drei  Punkte  ü,  V,  W  einfach.  Jede 
dieser  Kurven  6.  Ordnung  trifft^  weil  sie  mit  r^  doppelt  den  vollen 
Schnitt  der  F^  mit  der  Regelfläche  4.  Grades  der  Doppelsekanten 
von  r^  bildet,  die  sich  auf  die  zugehörige  Gerade  in  Z"  stützen,  die  l^ 
gar  nicht,  die  Geraden  des  windschiefen  Sextupels  viermal 
und  die  15  übrigen  von  r^  einmal  getroffenen  Geraden 
zweimal.-^) 

Führt  man  wiederum  X"  in  Z'  über  durch  eine  quadratische 
Transformation,  welche  ü'\  V",  W"  zu  Hauptpunkten  hat,, 
so  verwandeki  sich  die  Bildkurven  6.  Ordnung  der  ebenen  Schnitte  in 
Kurven  3.  Ordnung  mit  sechs  festen  Punkten  L^\  .  .  . ,  die  den  L^' 
korrespondieren.  Wir  haben  also  wiederum  unsere  erste  Ab- 
bildung. 

Aber  auch  diesmal  versagt  die  Gattung  V.  Denn  eine 
kubische  Fläche  von  dieser  Gattung  enthält  keine  reeUe  kubische 
Raumkurve.  Eine  kubische  Raumkurve  trifft  drei  Geraden  der  Fläche 
F^j  die  in  einer  Ebene  liegen,  entweder  in  2,  1,  0  oder  in  1,  1,  1 
Punkten.  Nehmen  wir  an,  daß  eine  reelle  auf  der  Fläche  vorhandene 
Kurve  r^  sich  gegen  die  drei  reellen  Geraden  der  Fläche  von  der 
Gattung  Y,  die  ja  in  einer  Ebene  liegen,  in  der  ersten  Weise  ver- 
halte, so  trifft  sie  den  Kegelschnitt  in  einer  (reellen)  Ebene  durch 
die  dritte  Gerade  in  drei  Punkten,  und  durch  beide  geht  eine  (reelle) 
Fläche  2.  Grades,  die  demnach  aus  F^  noch  eine  reelle  Gerade  aus- 
schneidet, welche  den  Kegelschnitt  einmal  trifft.  Eine  solche  gibt  es 
nicht,  denn  die  drei  einzigen  reellen  Geraden  treffen  ihn  in  0,  0,  2 
Punkten. 

Es  habe  r^  das  zweite  Verhalten  gegen  das  reelle  Dreiseit  der 
Fläche;  nennen  wir  die  Doppelsechs  der  sie  zweimal  und  gar  nicht 
treffenden  Geraden  a.,  &^,  so  ist  jenes  Dreiseit  aus  Geraden  c  gebildet, 
also  etwa  c^2^3i^6Q7  ^^  ^^^  ^^^  ^i^  Bezeichnung  der  Geraden  der  Fläche 
von  Nr.  910  benutzen  können.  Jede  von  den  vier  reellen  Ebenen 
durch  eine  dieser  Geraden  c^^p  <^34?  ^56 >  ^^®  ^^  einem  imaginären  Ge- 
radenpaar (mit  reellem  Doppelpunkt)  schneidet,  muß  dann  r^  noch  in 
zwei  konjugiert  imaginären  Punkten  treffen,  die  sich  auf  die  beiden 
konjugiert  punktierten  Geraden  verteilen;  aber  in  den  Ebenen  von 
der  Art  c^2^^\  liegen  beide  auf  a^.  Also  führt  auch  die  zweite  An- 
nahme auf  einen  Widerspruch. 

Somit  sind  alle  bisherigen  Versuche,  für  die  kubische 
Fläche  von  der  Gattung  V  zu  einer  reellen  eindeutigen  Ab- 
bildung zu  gelangen,  fehlgeschlagen.     Diese  Fläche  besitzt,  wie 


1)  Folglich  handelt    es    sich    um  die  (6,0)"  —  vom   Geschlechte  0  —   der 
Tabelle  meines  Aufsatzes  Math.  Ann.  Bd.  21,  S.  494. 
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wir  sehen,    mehrfaclie   negative   Eigenschaften   und  nähert  sich  darin 

der  allgemeinen  Fläche  4.  Ordnung,  von  welcher  man  fast  nur  nega- 
tives weiß.^) 


§  128.   Die  Steinersche  Fläche  und  die  kubische  Regelfläche. 

Für   mehrere   spezielle   Flächen   ist   erkannt  worden,    daß  sie  913 
eindeutig  abbildbar  sind. 

Wir  wollen  zuerst  die  Steinersche  Fläche  4.  Ordnung^)  be- 
handeln. Sie  ist  dadurch  charakterisiert,  daß  sie  drei  in  einen  Punkt 
Tzusammenlaufende  Doppelgeraden  r/^,  ^g,  rZg  hat.  Jeder  ebene 
Schnitt  hat  also  drei  Doppelpunkte,  der  Schnitt  einer  Berührungs- 
ebene noch  einen  vierten  im  Berührungspunkte,  zerfällt  infolgedessen 
in  zwei  Kegelschnitte  S,  S^.  Die  Fläche  besitzt  daher  <x>^  Paare  ver- 
bundener oder  sich  erofänzender  Keojelschnitte.  Jede  Ebene  durch  T 
schneidet  in  einer  Kurve  4.  Ordnung,  die  in  T  einen  Punkt  hat  mit 
drei  Tangenten,  gelegen  in  den  Ebenen  d^do,  d^d^,  d^d^,  also  einen 
dreifachen  Punkt;  daher  ist  T  dreifach  für  die  Fläche.  Und 
das  führt  unmittelbar  zu  einer  eindeutigen  Abbildung.  Auf  jedem 
Strahle  durch  T  sind  der  vierte  Schnitt  mit  der  Fläche  F^ 
und  der  Schnitt  mit  T'  entsprechend.  Die  Doppelgeraden  bilden 
sich  in  ihre  Spurpunkte  D/',  ...  ab,  jede  Kurve  der  Fläche,  die  nicht 
durch  T  geht,  in  eine  Kurve  derselben  Ordnung,  die  obigen  Kegel- 
schnitte in  Kegelschnitte  durch  Z)^",  D^',  Z^g'',  die  ebenen  Schnitte  in 
Kurven  4.  Ordnung,  welche  diese  Punkte  zu  Doppelpunkten  haben. 

In  jedem  Punkte  einer  Doppelgerade,  etwa  d^,  berühren  zwei 
Ebenen,  die  durch  d-^  gehen;  und  jede  Ebene  durch  d^  schneidet  einen 
Kegelschnitt  aus,  der  durch  T  geht,  weil  dieser  Punkt  dreifach  ist; 
im  zweiten  Schnitt  desselben  mit  d^  berührt  die  Ebene  die  Fläche 
und  ist  also  nur  einfache  Berührungsebene.  Jeder  Ebene  durch  d^ 
wird  daher  eine  zweite  Ebene  durch  d^^  zugeordnet,  welche 
in  demselben  Punkt  berührt.  Es  entsteht  dadurch  eine  In- 
volution von  Ebenenpaaren.  In  ihr  sind  auch  gepaart  die 
Ebenen  d^(d,^,d^),  beide  in  T  berührend.  Die  Doppelebenen  dieser 
Involution  führen  zu  den  zwei  Kuspidalpunkten  auf  d^^  deren 
beide  Berührungsebenen  sich  vereinigt  haben;  sie  seien  0^,  Oj*.  Diese 
Ebeneninvolution  schneidet  eine  Strahleninvolution  in  Z''  ein  um  D^'\ 
Die  beiden  Tangenten  eines  ebenen  Schnitts  im  Doppelpunkte  auf  d^ 
fallen   in  die   zugehörigen  gepaarten  Ebenen  und  projizieren  sich  in 

1)  Charakteristisch  ist  die  Äußerung  Steiners  im  Briefwechsel  zwischen 
ihm  und  Schläfli  (Bern  1896),  S,  49:  „Es  wäre  fatal,  wenn  hier  die  Geometrie 
ein  Ende  hätte." 

2)  Schröter,  Joum.  f.  Math.  Bd.  64,  S.  79;  Cremona,  ebenda,  Bd.  63, 
S.  172;  Sturm,  Math.  Ann.  Bd.  3,  S.  78. 
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gepaarte  Strahlen  dieser  letzteren  Involution  (D^'').  Die  Tangenten 
in  den  Doppelpunkten  D^",  D^',  B^'  der  Bildkurve  eines 
ebenen  Schnitts  sind  gepaart  in  den  Involutionen  (Z)/'),  .  . , 
und  die  Tangenten  in  D/',  J^^',  D^'  an  den  Bildern  verbundener 
Kegelschnitte  sind  ebenfalls  gepaart. 

Wir  vereinfachen  aber  wiederum  die  Abbildung^  indem  wir  Z" 
in  T'  quadratisch  transformieren,  mit  B^'y  D^'\  B^"  als  Haupt- 
punkten; dann  verwandeln  sich  die  Bilder  der  ebenen  Schnitte 
in  Kegelschnitte  und  diejenigen  der  Kegelschnitte  S  in  Ge- 
raden. Den  drei  Hauptpunkten  B^',  B^\  B^'  mögen  in  J!  die  drei 
Hauptgeraden  d-^^  d^,  d^  korrespondieren.  Der  Strahleninvolution  um 
B^"  entspricht  eine  Strahleninvolution  um  den  homologen  Haupt- 
punkt d^d^j  und  der  Punktinvolution,  in  welcher  diese  die  d^  schneidet, 
entsprechen  die  Paare  der  an  B^'  unendlich  nahen  Punkte  auf  ge- 
paarten Strahlen  jener  Involution.  Oder  die  beiden  Punkte  eines 
Paares  der  Involution  {d{)  sind  nunmehr  die  Bilder  eines  Punktes 
von  d^.  Also  bilden  sich  die  Punkte  der  Doppelgerade  d^ 
in  die  Punktepaare  der  Involution  {d^)  ab,  die  Kuspidal- 
punkte  in  die  Doppelpunkte;  und  ähnliches  gilt  für  dc^  und  {d^'), 
d^  und  (f/g').  Der  dreifache  Punkt  T  bildet  sich  in  die  drei 
Ecken  des  Dreiseits  der  d'  ab,  und  auf  jeder  Seite  sind  die  beiden 
Ecken  gepaart. 

Der  Kegelschnitt,  in  den  sich  ein  ebener  Schnitt  abbildet,  trifft 
die  drei  Geraden  d'  in  drei  Paaren  ihrer  Involutionen,  und  die  beiden 
Geraden,  verbundene  Geraden,  welche  Bilder  von  zwei  verbundenen 
Kegelschnitten  sind,  tun  das  auch.  Demnach  haben  wir  es  mit  drei 
verbundenen  Involutionen  (d^),  {d^),  {d^)  zu  tun  (Nr.  123).  In 
den  Schnittpunkt  zweier  verbundenen  Geraden  bildet  sich 
der  vierte  Schnittpunkt  der  beiden  verbundenen  Kegel- 
schnitte ab,  deren  Bilder  sie  sind,  der  Berührungspunkt 
ihrer  Ebene.  In  jedem  Punkte  von  Y!  schneiden  sich  zwei  ver- 
bundene Geraden,  das  gemeinsame  Paar  der  Involutionen,  welche  zwei 
der  drei  Involutionen  projizieren;  es  projiziert  auch  ein  Paar  der 
dritten. 

Die  Doppelpunkte  der  drei  Involutionen  liegen  viermal 
zu  je  dreien  in  einer  Gerade  h^j  ...,  /^/;  diese  vier  Geraden 
sind  je  sich  selbst  verbunden.  Also  sind  sie  Bilder  von  sich  selbst 
verbundenen  Kegelschnitten;  damit  ergeben  sich,  aus  der  Abbildung, 
die  vier  (konischen)  Doppel-Berührungsebenen  der  Fläche, 
welche  je  längs  eines  Kegelschnitts  berühren.  Diese  Kegel- 
schnitte \y  \,  \,  h^  gehen  durch  je  drei  Kuspidalpunkte. 

Zwei  verbundene  Geraden  sind  konjugiert  in  bezug  auf  jedes 
der  drei  Paare  von  Doppelpunkten  der  {d^'),  .  .  • ,  also  in  bezug  auf 
alle    Kegelschnitte    der    Schar,    welche    dem  Yierseit    h^h^\'h^    ein- 
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geschrieben  sind;  folglich  stehen  sie  in  einer  involutorischen 
quadratischen  Verwandtschaft  /n  (Nr.  811). 

Die  ebenen  Schnitte  der  Fläche  in  den  Ebenen  eines  Büschels 
haben  vier  Punkte  gemein,  die  in  gerader  Linie  liegen,  also  gilt  das 
auch  für  die  Bilder  in  Z";  die  Bilder  der  Punkte  in  Z'  liegen  folg- 
lich auf  einem  Kegelschnitt,  der  dem  Hauptdreieck  umgeschrieben  ist. 
Die  Bilder  der  Schnitte  in  Z'  erzeugen  daher  einen  Kegelschnitt- 
Büschel,  der  eben  genannte  Kegelschnitt  entspricht  dem  ebenen  Schnitt 
durch  T,  der  diesen  Punkt  zum  dreifachen  Punkte  hat,  den  drei 
Geradenpaaren  des  Büschels  entsprechen  drei  Berührungsebenen  im 
Ebenenbüschel.  Die  St  einer  sehe  Fläche  ist  also  eine  Fläche  3.  Klasse 
mit  vier  konischen  Doppel-Berührungsebenen,  also  dual  zu  der  Fläche 
3.  Ordnung  mit  vier  konischen  Doppelpunkten.  Yen  dieser  ist  be- 
kannt, daß  sie,  außer  den  sechs  Verbindungslinien  derselben,  welche 
quaternäre  Geraden  der  Fläche  sind,  noch  drei  unäre  Geraden  besitzt, 
welche  in  einer  Ebene  liegen:  ihre  Punkte  sind  einfach,  die  Ebenen 
durch  sie  doppelte  Berührungsebenen  und  die  gemeinsame  Ebene  ist 
eine  dreifache.  Ferner  zerspaltet  sich  für  diese  Fläche  3.  Ordnung 
der  Tangentialkegel  4.  Ordnung  aus  jedem  Punkte  auf  ihr  in  zwei 
Kegel  2.  Grades.^)  Die  dualen  Eigenschaften  haben  wir  bei  der 
Steinerschen  Fläche  gefunden. 

Eine  Kurve  R"  auf  der  Fläche,  welche  die  Doppelgeraden  d^j 
d^,  d^  bzw.  in  s^,  s^y  s.^  Punkten  trifft,  geht  in  Z"  über  in  eine  Kurve 
^ter  Ordnung,  welche  D/'  zum  5^-fachen  Punkte  hat,  also  in  Z'  in  eine 
Kurve  von  der  Ordnung  2n  —  (s^-\-S2  +  Sg). 

Ersichtlich  muß,  wenn  die  Kurve  nicht  durch  T  geht, 

«2  +  ^3  =  '^3  +  ^1  =  ^1   +  ^2  =  ^ 

sein,  also  s^=  ^2  =  8.^==^)  ^^^  ^i®  Bildkurve  in  Z'  ist  von  der  Ord- 

n 
nung  y  • 

Die  nicht  durch  T  gehenden  Kurven  der  Steinerschen 
Fläche  können  nur  gerader  Ordnung  sein.^) 

Ein  beliebiger  Kegelschnitt  in  Z'  trifft  das  Bild  eines  ebenen 
Schnitts  in  vier  Punkten;  daraus  folgt,  daß  er  das  Bild  einer 
Raumkurve  4.  Ordnung  auf  der  Fläche  ist.  Weil  er  die  d^,... 
im  allgemeinen  nicht  in  gepaarten  Punkten  der  {d^),  .  .  .  schneidet, 
so  trifft  diese  Kurve  die  Doppelgeraden  in  verschiedenen  Punkten,  und 
sie  sind  drei  von  T  kommende  Doppelsekanten  für  sie-,  womit  die 
Kurve  als  von  der  zweiten  Art^)  erkannt  ist.  Die  durch  sie  gehende 
Fläche  2.  Grades  schneidet  die   St  einer  sehe  Fläche  in  einer  zweiten 


1)  Flächen  3.  Ordnung  Nr.  123  und  Nr.  39. 

2)  Math.  Ann.  Bd.  3,  S.  09. 

3)  Flächen  3   Ordnung  Nr.  24,  67. 
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Raumkurve  4.  Ordnung  2.  Art,  welche  sich  gegen  die  beiden  Regel- 
scharen  jener  Fläche  in  der  entgegengesetzten  Weise  verhält;  daher 
haben  die  beiden  Kurven  3  •  3  +  1  •  1  =  10  Punkte  gemeinsam  (Nr.  165, 
906).  Von  ihnen  sind  sechs  die  Begegnungspunkte  der  einen  mit  den 
Doppelgeraden,  die  auch  auf  der  andern  liegen  müssen,  aber  der- 
artig, daß  diese  je  die  andern  Berührungsebene  der  Fläche  tangiert, 
als  jene. 

Die  Schnittpunkte  des  einen  Bild-Kegelschnitts  mit  d^^  d^^  d^ 
sind  daher  in  den  Involutionen  zu  denen  des  andern  gepaart,  und 
in  ihre  vier  Schnittpunkte  bilden  sich  die  vier  weiteren  Begegnungs- 
punkte der  beiden  verbundenen  Raumkurven  4.  Ordnung  2.  Art  ab. 

Unter  diesen  Raumkurven  4.  Ordnung  befinden  sich  ausge- 
zeichnete, nämlich  diejenigen,  welche  sich  in  die  Kegelschnitte  der 
Schar  (h^'j  h^,  h^,  h^)  abbilden.  Durch  jeden  Punkt  F'  der  Ebene  T 
gehen  zwei  von  diesen  Kegelschnitten;  die  Tangenten  an  sie  sind  die 
Doppelstrahlen  der  Involution  der  Tangenten  aus  dem  Punkte  an  die 
Schar,  also  harmonisch  zu  den  Strahlen  nach  den  Punktepaaren  der 
Schar,  d.  i.  den  Doppelpunkten  der  Involutionen  {dj^)y  .  .  .  Folglich 
gehen  jene  beiden  Tangenten  durch  gepaarte  Punkte  aUer  drei  In- 
volutionen, sind  also  verbundene  Geraden  und  bilden  das  schon  oben 
gefundene  Paar  aus  dem  Punkte. 

Der  Punkt  P'  und  seine  Nachbarpunkte  P/,  ^^'  auf  jenen  beiden 
Kegelschnitten  oder  auf  den  Tangenten  sind  daher  Bilder  eines 
Punktes  P  auf  der  St  ein  er  sehen  Fläche  und  der  beiden  Nachbar- 
punkte P^,  ^j^  auf  den  Kegelschnitten  desselben,  deren  gemeinsame 
Ebene  in  P  berührt;  dann  sind  aber  PF^y  P^i  die  beiden  Haupt- 
tangenten der  Fläche  in  P.  Also  sind  P  und  P^  zwei  benachbarte 
Punkte  auf  der  einen  durch  P  gehenden  Haupttangenten-Kurve  der 
Fläche.  Zwei  benachbarte  Punkte  einer  solchen  Kurve  bilden  sich 
demnach  ab  in  zwei  benachbarte  Punkte  eines  Kegelschnitts  jener 
Schar,  die  nächsten  Nachbarn  P^  und  P^  in  P/  und  den  Nachbar 
von  P^'  wiederum  auf  einem  der  durch  Pj'  gehenden  Kegelschnitte 
der  Schar,  notwendig  demselben,  wie  vorhin,  weil  der  andere  keine 
kontinuierliche  Fortsetzung  geben  würde. 

Folglich  sind  die  Kegelschnitte  der  Schar  (h^,  h^,  h^y  h^) 
die  Bilder  der  Haupttangenten-Kurven  der  Steinerschen 
Fläche,  und  diese  sind  Raumkurven  4.  Ordnung  2.  Art,  also 
algebraische  Kurven. 

C leb  seh  hatte  dies  interessante  Resultat,  wie  er  Cremona  mit- 
teilte, durch  Integration  gefunden;  Cremona  leitete  es  dann  in  der 
obigen  einfachen  Weise  ab.  ^)  Zu  der  Abbildung  selbst  scheint  er  auf 
andere  Weise  gelangt  zu  sein;  die  Erzeugung  der  Fläche,  die  er  in  der 


1)  Rendiconti  dell'  Istituto  Lombardo  Ser.  IL  Bd.  1,  S.  109. 
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früheren  Abhandlung^)  zugi*unde  gelegt,  ordnet  unmittelbar  jedem 
Punkte  der  Fläche  einen  Punkt  in  der  Ebene  des  zur  Herstellung 
der  Fläche  benutzten  Kegelschnitt-Netzes  zu. 

Ebenso  wie  Cremona  schließen  wir  dieser  Abbildung  diejenige  914 
der  kubischen  Regelfläche  p^  an.^)  Die  Haupteigenschaften  der- 
selben sind:  Sie  besitzt  eine  doppelte  Leitgerade  d  und  eine 
einfache  e;  von  jedem  Punkte  jener  gehen  zwei  Erzeugenden  aus, 
welche  mit  ihr  die  in  ihm  berührenden  Ebenen  bestimmen,  von  jedem 
Punkte  von  e  nur  eine;  dagegen  enthält  jede  Ebene  durch  d  bzw.  e 
eine  oder  zwei  Erzeugenden,  und  ist  einfache  oder  doppelte  Berührungs- 
ebene (Nr.  164:  n  =  2,  n^  =  1).  Durch  die  Erzeugenden  werden  die 
einfache  Punktreihe  auf  d  und  eine  Involution  auf  e  projektiv  be- 
zogen; die  gepaarten  Punkte  sind  die  Berührungspunkte  der  Ebenen 
durch  e,  welche  die  Erzeugenden  enthält,  die  vom  entsprechenden 
Punkte  auf  d  ausgehen.  Die  Doppelpunkte  dieser  Involution  ent- 
sprechen den  zwei  Kuspidalpunkten  auf  dy  von  denen  je  zwei 
in  der  Kuspidalerzeugende  vereinigte  Erzeugenden  kommen;  längs 
derselben  wird  die  Fläche  von  der  durch  e  gehenden  Ebene  berührt. 

Der  Ebenenbüschel  durch  e  ist  ebenso  projektiv  auf  eine  Invo- 
lution um  d  bezogen,  in  welcher  je  die  beiden  in  dem  nämlichen 
Punkte  von  d  berührenden  Ebenen  gepaart  sind;  sie  enthalten  die  in 
der  entsprechenden  Ebene  von  e  befindlichen  Erzeugenden.  Den  beiden 
Ebenen  durch  e,  welche  je  längs  einer  Kuspidalerzeugenden  berühren, 
korrespondieren  die  Doppelebenen  der  Involution,  in  denen  also  Ver- 
einigung der  Tangentialebenen  stattgefunden,  die  Berührungsebenen 
der  Kuspidalpunkte. 

Eine  eindeutige  Abbildung  erhält  man  am  einfachsten,  indem 
man  aus  einem  Punkte  0  von  d  projiziert.  Diese  Gerade 
bildet  sich  dann  in  einen  Punkte  Z)"  ab  und  die  Involution 
<ier  Berührungsebenen  um  d  gibt  eine  Involution  (D")  um  D";  die 
Erzeugenden  gehen  über  in  die  Strahlen  durch  D",  und  in  (D")  ge- 
paarte sind  Bilder  solcher,  die  von  demselben  Punkte  von  d  kommen. 
Diese  Involution  (D")  ist  zu  derjenigen  (e")  perspektiv,  welche  aus 
der  Involution  auf  e  hervorgeht. 

Die  ebenen  Schnitte  der  p^  bilden  sich  ab  in  Kurven  3.  Ordnung 
durch  Z)"  als  Doppelpunkt  mit  zwei  Tangenten,  die  in  (D")  gepaart 
sind,  und  mit  den  Spuren  G^",  G^'  der  beiden  von  0  ausgehenden 
Erzeugenden,  die  auf  e"  liegen,  als  einfachen  Punkten. 

Diese  beiden  Erzeugenden  OGj^\  OG^'  bilden  sich  in 
die    Punkte    (7/',  G^'   ab,    die    übrigen    Punkte    der    Geraden 

1)  Journal  f.  Mathematik  Bd.  63. 

2)  Cremonas  grundlegende  Arbeit  über  die  kubische  Regelfläche:  Atti 
deir  Istituto  Loinbardo  ßd.  2  (1861),  S.  291;  vgl.  auch  Liniengeometrie  Bd.  I,  Nr.  39, 
sowie  die  zweite  der  in  Nr.  164  genannten  Schriften  von  Em.  Weyr. 
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I>"G^'y  B" G^'  rühren  allein  von  0  her,  weil  die  projizierenden 
Strahlen  Tangenten  von  0  in  der  einen  oder  andern  Berührungsebene  sind. 

Eine  quadratische  Transformation  von  Z"  in  Z',  für  welche 
D"y  G^',  G^'  Hauptpunkte  sind,  der  e'  =  G^' G^'  der  Hauptpunkt  E\ 
dem  Hauptpunkte  D"  die  Gerade  d'  entspricht,  bewirkt  nun  auf  d 
eine  Involution  (^'),  in  deren  Punktepaare  sich  die  einzelnen 
Punkte  von  d  abbilden,  und  eine  zu  ihr  Perspektive  (£") 
um  J^',  in  welcher  die  Bilder  je  der  von  demselben  Punkte 
von  d  ausgehenden  Erzeugenden  gepaart  sind  Die  Nachbar- 
punkte von  E'  auf  gepaarten  Strahlen  können  wir  als  Bilder  der  ge- 
paarten Punkte  von  (e"^  oder  (e)  ansehen.  Nunmehr  hat  e  einen 
Punkt  zum  Bilde  und  d  eine  Gerade. 

Die  Biidkurven  3.  Ordnung  der  ebenen  Schnitte  von 
vorhin  werden  Kegelschnitte  durch  jEJ',  welche  d'  in  Punkte- 
paaren von  (r/')  schneiden.  Zerfällt  der  ebene  Schnitt,  in  einer 
Berührungsebene  der  p^,  in  eine  Erzeugende  g  und  einen  Kegelschnitt, 
so  zerfällt  das  Bild  in  einen  Strahl  durch  E'  und  eine  zweite  Gerade, 
welche  d  in  gepaarten  Punkten  trefiPen,  so  daß,  wenn  die  Ebene 
um  die  Erzeugende  g  sich  dreht,  diese  den  Kegelschnitt  ab- 
bildende Gerade  einen  Büschel  um  einen  festen  Punkt  —  das 
zweite  Bild  von  dg  —  beschreibt.  Jede  Gerade  in  Z'  ist  Bild 
eines  Kegelschnitts  auf  p^. 
915  Wir     wollen     windschief    projizieren     vermittelst     der 

Strahlen  eines  Netzes,  dessen  Leitgeraden  w,  v  Erzeugenden 
von  p^  sind.  Die  projizierenden  Strahlen  einer  Erzeugenden  g 
bilden  eine  Regelschar  \g,  u,  v]^  zu  welcher  d  und  e  gehören,  also 
ist  das  Bild  von  g  in  Y."  ein  Kegelschnitt,  und  diese  Kegel- 
schnitte bilden  den  Büschel  durch  die  Spuren  D'\  E'\  U'\  V" 
von  dy  e,  Uy  v.  Die  drei  Geradenpaare  dieses  Büschels  entstehen  so: 
Der  dritte  Schnitt  2S  von  ü''  V"  mit  p^  hat  diese  ganze  Gerade  zum 
Bilde,  und  die  durch  ihn  gehende  Erzeugende  bildet  sich  in  D" E" 
ab.  Die  zweite  Erzeugende  in  der  Ebene  ue,  welche  durch  den 
Punkt  ud  geht,  bildet  sich  —  mit  um  ve  sich  drehendem  Projektions- 
strahle —  in  ü" E"  ab,  während  V"D"  allein  vom  Punkte  ud  her- 
rührt; und  ähnliches  gilt  für  die  zweite  Erzeugende  in  ve. 

Die  Leitgeraden  d  und  e  bilden  sich  in  D"  und  W  ab. 
Es  sei  D  ein  Punkt  auf  d,  5  die  eine  zugehörige  Berührungsebene^ 
b  eine  Tangente  aus  dem  Büschel  (D,  b).  Die  Regelschar  [u^  Vj  b] 
schneidet  in  Z"  einen  Kegelschnitt  ein,  dessen  Tangente  b"  in  D" 
fest  bleibt,  wenn  b  den  Büschel  durchläuft.  Dies  folgt  aus  der 
Eigenschaft  der  Trägerfläche  einer  Regelschar,  nach  welcher  vier 
Ebenen  durch  eine  Erzeugende  und  ihre  Berührungspunkte  projektive 
Würfe  bilden: 

Ebenen wurf  d(u,  v,  b,  b")  A   Punktwurf  d{Uj  v^  D,  D"). 


Abbildung  der  kubischen  Regelfläche.  297 

Folglich  entspricht  dem  Punkte  D  und  seinen  Nachbarpunkten 
auf  der  Fläche  in  b  der  Punkt  D"  und  ein  fester  Nachbarpunkt. 
Unter  jenen  Nachbarpunkten  befindet  sich  derjenige  auf  der  Er- 
zeugenden g  durch  D  in  b;  also  ist  der  feste  Punkt  der  Nachbar- 
punkt auf  dem  Kegelschnitte,  in  den  sich  g  abbildet.  So  entsteht 
um  D"  eine  Involution  (D"),  von  welcher  gepaarte  Strahlen 
die  Kegelschnitte  tangieren,  welche  je  den  von  dem  näm- 
lichen Punkte  von  d  ausgehenden  Erzeugenden  entsprechen. 
Dadurch  werden  auch  diese  Kegelschnitte,  die  den  Büschel  {p"E"  ü"  V") 
bilden,  involutorisch  gepaart;  die  Nachbar  punkte,  neben  E",  auf  zwei 
gepaarten  sind  die  Bilder  gepaarter  Punkte  der  Involution  (e). 

Wir  werden  nun  wiederholt  Regelflächen  zu  konstruieren  haben, 
für  welche  drei  Leitkurven  i?^,  l?g,  JRg  von  den  Ordnungen 
^1}  ^2?  ^h  gegeben  sind.  Die  Regelschar  [^j,  g^,  g^]  lehrt  durch 
ihre  Schnitte  mit  i^,  daß  die  Regelfläche  [B^,  g^,  g^]  vom  Grade  2n^ 
ist;  schneiden  wir  diese  mit  i?2,  so  ergibt  sich  2nj^n2  als  Grad  von 
[jRi,  i?2?  ^3]  ^^^  endlich  2n^n2n^  als  Grad  von  [B^,  i?o,  B^].  Sind 
Schnittpunkte  der  Leitkurven  vorhanden,  so  löst  sich  der  Kegel,  der 
aus  einem  solchen  Punkte  die  dritte  Kurve  projiziert,  eventueU  viel- 
fach gerechnet,  ab.  Jede  der  Leitkurven  ist  so  vielfach  auf  der  Regel- 
fläche, als  von  einem  Punkte  auf  ihi*  Geraden  ausgehen,  welche  die 
andern  in  getrennten  Punkten  treffen. 

Ein  ebener  Schnitt  von  p^,  mit  einem  doppelten  Punkte  von  d 
und  einem  einfachen  auf  e,  führt  mit  ic  und  v  als  anderen  Leitkurven 
zu  einer  Regelfläche  4.  Grades,  weil,  wegen  der  Punkte,  in  denen 
er  u,  V  trifft,  Ebenen  sich  ablösen.  Für  sie  sind  u,  v  doppelte  Leit- 
geraden, d  eine  doppelte,  e  eine  einfache  Erzeugende. 

Daher  ist  das  Bild  eines  ebenen  Schnitts  eine  Kurve 
4.  Ordnung,  welche  durch  D",  U",  V"  zweimal,  durch  E" 
einmal  geht;  ihre  Tangenten  in  D"  sind  gepaarte  Strahlen 
von  (D"). 

Fügen  wir  wiederum  eine  quadratische  Verwandtschaft 
hinzu,  für  welche  D'\  ü'\  V"  Hauptpunkte  sind  und  d',  E'  den 
D"j  E"  korrespondieren,  so  gehen  die  Bilder  der  Erzeugenden 
in  die  Strahlen  des  Büschels  E'  über,  die  Involution  im 
Kegelschnitt-Büschel  wird  eine  in  diesem  Strahlenbüschel: 
gepaarte  Strahlen  sind  Bilder  von  Erzeugenden  aus  dem- 
selben Punkte  von  d.  Der  Involution  (i)")  entspricht  eine 
zu  dieser  Involution  {E')  Perspektive  auf  d',  deren  gepaarte 
Punkte  je  denselben  Punkt  von  d  darstellen. 

Bilder  der  ebenen  Schnitte  werden  Kegelschnitte  durch  E'j  welche 
durch  die  Paare  von  (ß)  gehen  und  Geradenpaare  werden,  wenn  die 
Ebene  die  Fläche  berührt.  Es  ergibt  sich  in  X'  genau  dieselbe 
Abbildung  wie  oben. 
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Dem  Punkte  2B  entspricht  nun  in  X'  nur  ein  Punkt,  der  Haupt- 
punkt, welcher  der  Gerade  zugehört,  die  früher  korrespondierte  und 
Hauptgerade  der  quadratischen  Transformation  geworden  ist.^) 

Einem  Kegelschnitt  K'^  in  Z'  entspricht  auf  p^  eine 
Raumkurve  4.  Ordnung  K^  vom  Greschlechte  0,  welche  einer 
beliehigen  Erzeugenden  zweimal  begegnet,  weil  K'^  die  Bildkurve  eines 
ebenen  Schnitts  und  einer  Erzeugenden  in  vier  bzw.  zwei  Punkten 
trifft.  Diejenigen  beiden  Erzeugenden  aber,  deren  Bilder  die  d'  in 
den  Punkten  schneiden,  welche  in  (c?')  den  Schnitten  von  K'^  gepaart 
sind,  treffen  d  in  dem  nämlichen  Punkte  wie  K^,  also  diese  Kurve 
dreimal.  Daraus  folgt,  daß  K^  zweiter  Art  ist  und  die  beiden  Er- 
zeugenden den  Restschnitt,  mit  p^,  der  einzigen  durch  K^  gehenden 
Fläche  2.  Grades  bilden.     Der  d  begegnet  K^  zweimal. 

In  einem  Punkte  X  von  p^  begegnen  sich  eine  Erzeugende  g  und 
der  Kegelschnitt  K^j  in  welchem  seine  Berührungsebene  die  p^  noch 
schneidet;  ihr  zweiter  Schnitt  liegt  auf  d\  im  entsprechenden  Punkte 
X'  begegnen  sich  also  die  beiden  Bildgeraden  g  und  F  von  g  und 
JK"^,  welche  durch  gepaarte  Punkte  von  (d')  gehen. 

Diese  Involution  (d')  und  die  zu  ihr  Perspektive  (E')  be- 
stimmen eine  Büschel-Schar  sich  doppelt  berührender  Kegel- 
schnitte, zu  deren  Berührungssehne  und  Berührungspol  sie  gehören. 

£'^  sei  der  durch  X'  gehende  Kegelschnitt  aus  dieser  Büschel- 
Schar,  so  ist  der  Schnitt  seiner  Tangente  in  X'  mit  d'  der  Pol  von 
E'X.'==g',  also  gehen  sie  und  g  durch  gepaarte  Punkte  von  {d')'^  die 
Tangente  ist  die  h'.  Die  Tangente  in  X  an  K^  ist  die  zweite  Haupt- 
tangente von  p^  in  X,  neben  g.  Ist  X^  der  Nachbarpunkt  von  X  auf 
K^y  so  sind  sie  es  auch  auf  der  Tangente  und  der  ihr  entsprechenden 
Haupttangenten- Kurve  h  durch  X;  die  entsprechenden  Punkte  X',  X^' 
liegen  auf  li  und  ^'^.  Es  liegt  also  X/  auf  der  durch  X'  gehenden 
einzigen  Kurve  der  Büschel- Schar,  und  Xg',  der  dem  nächstfolgenden 
Punkte  Xg  auf  h  entsprechende,  auf  der  einzigen  durch  X^'  gehenden, 
d.  h.  auf  derselben  Kurve,  usw.;  ^'^  ist  das  Bild  dieser  Haupttangenten- 
Kurve. 

In  die  Kegelschnitte  der  genannten  Büschel-Schar  bilden 
sich  die  (nicht  geradlinigen)  Haupttangenten-Kurven  der  Regel- 
fläche p^  ab.  Dieselben  sind  also  Raumkurven  4.  Ordnung 
zweiter  Art. 

Die  ^'^  gehen  durch  die  Doppelpunkte  der  {d'),  welche  die 
Kuspidalp unkte  auf  d  darstellen;  sie  haben  sich  je  mit  den  gepaarten 
vereinigt,  und  die  von  E'  nach  ihnen  gehenden  Geraden,  die  Bilder 
der  Kuspidal- Erzeugenden,  berühren  ^'^  in   ihnen.     Also   sind   die 


1)  Bemerkenswert  ist    auch    die    Abbildung,    zu    welcher    die    Wahl    von 
I>",  E'\   V"  als  Hauptpunkten  der  quadratischen  Transformation  führt. 
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beiden  Erzeugenden,  welche  von  einer  Haupttangenten- 
Kurve  dreimal  getroffen  werden,  die  Kuspidal-Erzeugenden 
und  die  drei  Treffpunkte  haben  sich  im  Kuspidalpunkte 
vereinigt. 

Die  Haupttangenten -Kurven  weisen  somit  den  interessanten 
Spezialfall  der  Raumkurve  i.  Ordnung  zweiter  Art  auf,  in  dem  sie 
zwei  Wendetangenten  hat.-^) 

Es  mag  auch  hervorgehoben  werden,  daß  die  Bilder  h'  der 
Kegelschnitte  in  den  Tangentialebenen  von  p^  die  Taugenten 
der  Kegelschnitte  dieser  Büschel-Schar  sind;  zu  demselben 
Kegelschnitte  gehören  diejenigen,  welche  von  den  Schmiegungsebenen 
der  nämlichen  Haupttangenten-Kurve  herrühren. 

Greht  eine  Kurve  n^^"^  Ordnung  auf  der  kubischen  Regel- 
fläche p^  s-mal  über  die  doppelte  Leitgerade,  so  trifft  sie 
jede  Erzeugende  in  w  —  5  Punkten,  die  Kegelschnitte  also  in 
s  Punkten  und  die  einfache  Leitgerade  in  2s  —  n  Punkten; 
so  daß  2s^n  sein  muß.  Ihr  Bild  in  X'  ist  eine  Kurve  s^^^ 
Ordnung,  weil  sie  die  geraden  Bilder  der  Kegelschnitte  und  d'  so 
oft  trifft,  und  geht  durch  E'  {2s  —  n)-m?i\. 


§  129.   Die  Regelflächen  vom  Gresclileclit  0  und  zwei  Regelflächen 
4.  Grades  von  diesem  Geschlechte. 

Wenn  eine  Regelfläche  eindeutig  abbildbar  ist,  so  müssen  sich  916 
die  Erzeugenden  in  Kurven  abbilden,  die  einen  Büschel  bilden,  weil 
durch  jeden  Punkt  der  Bildebene  eine  geht,  wie  durch  jeden  Punkt 
der  Fläche  eine  Erzeugende.  Für  die  kubische  Regelfläche  haben  dies 
die  vorangehenden  Betrachtungen  gezeigt.  Unter  den  Grundpunkten 
dieses  Büschels  können  sich  vielfache  befinden;  ein  r-facher  bedeutet, 
daß  er  einer  Kurve  auf  der  Regelfläche  korrespondiert,  welche  über 
jede  Erzeugende  r-mal  geht.  Aber  eine  einzelne  Kurve  des  Büschels 
kann  nicht  einen  vielfachen  Punkt  haben,  der  ihr  allein  zukommt, 
weil  die  Erzeugende,  der  sie  entspricht,  keinen  hat.  Folglich  ist  der 
Büschel  ein  solcher  aus  unikursalen  Kurven,  bei  denen  das  Geschlecht 
0  schon  durch  die  gemeinsamen  Punkte  bewirkt  wird.  Ein  derartiger 
Büschel  kann  aber  durch  wiederholte  quadratische  Transformationen 
in  einen  Strahlenbüschel  übergeführt  werden  (Nr.  794).  Ist  also 
eine  Regelfläche  eindeutig  abbildbar,  so  ist  es  möglich,  sie 
so  abzubilden,  daß  die  Erzeugenden  die  Strahlen  eines 
Büschels  zu  Bildern  haben. 

Wie  ein  ebener  Schnitt  der  Fläche  jede  Erzeugende  einmal  trifft, 


1)  Cremona,  Rendiconti  delF  Istituto  Lombardo  Ser.  11  Bd.  I  S.  109,  199. 
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so  muß  sein  Bild  jeden  Strahl  dieses  Büschels,  außerhalb  des  Scheitels, 
nur  einmal  treffen. 

Damit  ist  ausgesprochen,  daß  diese  Bildkurve  eindeutig  auf  den 
Büschel  bezogen  ist,  also  vom  Geschlechte  0  ist;  und  folglich  gilt 
das  nämliche  auch  für  den  ebenen  Schnitt  selbst. 

Keine    anderen    Regelflächen    sind    eindeutig    auf    eine 
Ebene     abbildbar,    als    solche,    deren    ebene    Schnitte    vom 
Geschlecht  0    sind    und    die    deshalb    selbst   dies   Geschlecht 
haben.^) 
917  Die  Regelfläche  4.  Grades  p^  ^)  mit  einer  doppelten  ku- 

bischen Raumkurve  d^^  welcher  jede  Erzeugende  zweimal  begegnet, 
ist  vom  Geschlechte  0.  Die  Erzeugenden  rufen  auf  d^  eine  involuto- 
rische  Korrespondenz  [2]  hervor-,  die  vier  Verzweigungspunkte  sind 
die  Kuspid alpunkte. 

Wir  können  diese  Regelfläche  mit  Hilfe  der  Strahlen 
abbilden,  welche  d^  und  eine  feste  Erzeugende  u  treffen  und 
von  denen  durch  jeden  Punkt  einer  geht,  weil  ii  der  d^  zweimal  be- 
gegnet. 

Es  seien  Ä\  B"j  G"  die  Schnitte  von  d^  mit  der  Bildebene  Y." 
und  U"  der  von  u.  Die  zu  einer  Erzeugenden  g  gehörenden  Pro- 
jektionsstrahlen erfüllen,  weil  u  und  g  Doppelsekanten  von  d^  sind, 
eine  Regelschar,  und  das  Bild  von  g  ist  ein  durch  A\  B'\  C" 
und  TJ"  gehender  Kegelschnitt;  es  ist  also  ein  Büschel  ent- 
standen. Auch  der  u  entspricht  im  Kontinuum  ein  Kegelschnitt 
dieses  Büschels;  die  betreffende  Regelschar  berührt  längs  u. 

Ein  ebener  Schnitt  hat  auf  d^  drei  Doppelpunkte  und  auf  u 
einen  einfachen  Punkt;  die  Projektionsstrahlen,  welche  ihn  treffen, 
erzeugen  eine  Regelfläche  7.  Grades,^)  auf  welcher  d^  dreifach  und  u 
vierfach  ist,  und  zwar  letzteres  deshalb,  weil  die  beiden  Kegel  3.  und 
4.  Ordnung,  welche  d^  und  den  ebenen  Schnitt  aus  einem  Punkte  auf 
u  projizieren,  außer  den  Strahlen  nach  den  gemeinsamen  Punkten  der 
beiden  Kurven,  die  auf  der  einen  doppelt  sind,  auch  w,  doppelt  auf 
dem  Kegel  3.  Ordnung,  gemeinsam  haben,  also  noch  vier  weitere  ge- 
meinsame Strahlen  bleiben;  daher  bildet  sich  ein  ebener  Schnitt 
in  eine  Kurve  7.  Ordnung  mit  einem  vierfachen  Punkte  U" 
und  drei  dreifachen  A'\  B'\  C"  ab. 

Von  jedem  der  Stützpunkte  von  xi  auf  d^  geht  noch  eine  zweite 
Erzeugende  v,  w  aus;   sie  ist  für  jeden  Punkt   auf  ihr  Projektions- 


1)  Cremona,  Annali  d.  Matematica  Ser.  II  Bd.  1  S.  248. 

2)  Bezüglich  der  beiden  im  folgenden  behandelten  Regelflächen  4.  Grades 
vgl.  Cremona,  Memorie  deir  Istituto  di  Bologna  Ser.  II  Bd.  8  S.  15  und:  Linien- 
geometrie I  Nr.  41,  43. 

3)  Der  Grad  2  •  4  •  3  •  1  =  24  (Nr.  915)  wird  reduziert  auf  7  durch  drei 
doppelte  Ebenen,  einen  Kegel  3.  Ordnung  und  zwei  Kegel  4.  Ordnung. 
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strahl  (und  zwar  wegen  ihres  nicht  auf  u  gelegenen  Schnitts);  also 
projiziren  sich  diese  beiden  Geraden  nur  in  die  Punkte  V" 
W",  ihre  Spuren,  in  Z",  und  diese  beiden  Punkte  sind  allen 
Bildkurven  7.  Ordnung  der  ebenen  Schnitte  gemeinsam,  so 
daß  zwei  von  ihnen,  wie  notwendig,  nur  noch  vier  (veränderliche) 
Punkte  gemeinsam  haben.  Mit  den  Bildern  der  Erzeugenden  haben 
sie  einen  veränderlichen  Schnitt  gemein. 

Die  drei  Geraden  U" {A",  B'\  C")  haben  vierte  Schnitte 
mit  der  Fläche  51,  S3,  (E,  denen  in  der  Bildebene  je  die  ganze 
Gerade  korrespondiert. 

Die  durch  diese  Punkte  gehenden  Erzeugenden  bilden  sich  daher 
in  Geraden  JB"C",  C"Ä\  A" B"  ab,  welche  mit  jenen  Geraden  die 
Geradenpaare  des  Büschels  zusammensetzen. 

Wir  führen  jetzt  eine  quadratische  Transformation  von  Z" 
nach  Z'  ein,  welche  Ä',  B" ,  C"  zu  Hauptpunkten  hat;  diejenigen  in 
Z'  seien  W,  33',  (^';  den  ü",  F",  W"  seien  ü\  T,  W  entsprechend. 
Sie  führt  die  Bilder  2.  Ordnung  der  Erzeugenden  in  die 
Strahlen  des  Büschels  TJ'  über,  die  Bilder  7.  Ordnung  der 
ebenen  Schnitte  in  Kurven  5.  Ordnung,  für  welche  IJ'  vierfach 
und  F',  W,  W,  33',  d'  einfach  sind.  Die  durch  §1,  S3,  (2^  gehenden 
Erzeugenden  haben  nun  nur  die  Punkte  51',  33',  S'  zu  Bildern,  wes- 
halb auch  die  Bilder  aller  ebenen  Schnitte  durch  diese  Punkte  gehen- 

Einer  Gerade  x  von  Z'  entspricht  in  Z"  ein  Kegelschnitt, 
der  durch  J.",  B'\  0"  geht.  Dieser  führt  zu  einer  Regelfläche 
5.  Grades  der  Geraden,  welche  ihn,  d^  und  ii  treffen;  u  ist  dreifach, 
d^  doppelt  auf  ibr.  Ihr  Restschnitt  5.  Ordnung  bildet  sich 
in  X  ab;  er  überschreitet  d^  sechsmal,  jede  Erzeugende  einmal  und 
geht  durch  51,  ^,  e. 

Jetzt  handelt  es  sich  darum,  die  Bildkurve  der  Doppelkurve 
d^,  zunächst  in  Z",  zu  ermitteln.  Projizierende  Strahlen  für  einen 
Punkt  derselben  sind  die  beiden  in  ihm  die  Regelfläche  berührenden 
Tangenten,  welche  u  treffen,  in  jeder  der  beiden  Tangentialebenen 
eine.  Diese  auf  d^  berührenden  Tangenten  erzeugen  eine  Kongruenz, 
deren  Klasse  6  unmittelbar  zu  erkennen  ist.  Ihre  Ordnung  ist  identisch 
mit  der  Klasse  der  abwickelbaren  Fläche,  welche  von  den  Paaren  der 
Berührungsebenen  der  Punkte  von  d^  einorebüllt  wird.  Die  erste 
Polarfläche  eines  Punktes  0  schneidet  die  Reorelfläche  4.  Grades,  außer 
in  der  Doppelkurve,  in  einer  Raumkurve  6.  Ordnung,  welche,  wie  eine 
durch  d^  und  zwei  Erzeugenden  gelegte  Fläche  2.  Grades  zeigt,  der 
d^  in  zehn  Punkten  begegnet;  das  sind  die  beiden  Punkte,  in  denen 
d^  von  ihrer  aus  0  kommenden  Doppelsekante  getroffen  wird,  die 
vier  Kuspidalpunkte  und  vier  andere.  In  diesen  berühren  die  durch 
0  gehenden  Tangentialebenen,  und  die  Ordnung  der  Kongi'uenz  ist  4. 
Die  vier  durch  einen  Punkt  von  d^  selbst  gehenden  Tangentialebenen 
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des  Torsus  sind  die  beiden  in  ihm  berührenden  und  diejenigen,  welche 
die  von  ihm  ausgehenden  Erzeugenden  je  mit  der  Tangente  von  d^ 
im  andern  Schnittpunkte  verbinden. 

Wegen  dieser  Gradzahlen  4,  6  der  Kongruenz  erzeugen  diejenigen 
auf  d^  berührenden  Geraden,  welche  eine  Gerade  treffen,  eine  Regel- 
fläche 10.  Grades;  bei  u  aber,  welche  sich  zweimal  auf  d^  stützt,  lösen 
sich  die  Strahlenbüschel  in  den  vier  Berührungsebenen  der  Stützpunkte 
ab,  es  bleibt  eine  Regelfläche  6.  Grades,  auf  welcher  u  vierfach  und 
d^  doppelt  ist.  Sie  hat  in  jedem  Punkte  von  d^  dieselben  Berührungs- 
ebenen wie  p*. 

Ihr  Schnitt  mit  Z"  ist  die  Bildkurve  von  d^,  eine  Kurve 
6.  Ordnung,  welche  durch  U"  viermal,  durch  Ä' ,  B",  C" 
zweimal  und  durch  V",  W"  einmal  geht.  Den  Kegelschnitten, 
in  welche  die  Erzeugenden  sich  abbilden,  begegnet  sie,  außer  in  den 
Grundpunkten  des  Büschels,  in  zwei  Punkten,  den  Bildern  der  Stütz- 
punkte der  betreffenden  Erzeugenden  auf  d^. 

Die  quadratische  Transformation,  mit  den  Hauptpunkten  Ä',  B'\ 
C"y  bewirkt  an  dieser  Kurve  keine  wesentliche  Änderung.  Sie  führt 
sie  in  eine  Kurve  ebenfalls  6.  Ordnung  d'^  über,  auf  welcher  U' 
vierfach,  die  neuen  Hauptpunkte  %\  33',  S'  doppelt,  F',  W  ein- 
fach sind. 

Diese  Bildkurve  6.  Ordnung  von  d^  steht  zu  d^  in  einer 
Korrespondenz  [2,  1];  jedem  Punkte  von  d^  entsprechen  zwei 
Punkte  auf  d'^,  jedem  von  d'^  einer  auf  d^-^  während  d^  unikursal  ist, 
hat  d'^  das  Geschlecht  1. 

Einfachere  Verhältnisse  ergeben  sich  nach  Nr.  794,  wenn  wir 
nun  mit  der  Figur  in  X'  eine  Jonquieressche  Transformation  vom 
5.  Grade  vornehmen,  für  welche  ü'  vierfacher,  F',  W'y  W,  33',  ^'  und 
drei  andere  Punkte  @',  %\  (^'  auf  d'^  einfache  Hauptpunkte  sind. 
Wenn  den  Hauptgeraden  U' {V,  W,  ©',  g',  %')  in  der  neuen  Ebene 
Zj  die  Punkte  F^,  TFj,  @i,  5i?  ®i  zugehören  und  der  Hauptkurve 
4.  Ordnung,  welche  dreimal  durch  TJ'  und  einmal  durch  die  acht  ein- 
fachen Hauptpunkte  geht,  der  Punkt  C/j,  so  geht  d'^  über  in  eine 
Kurve  3.  Ordnung,  welche  durch  Ü^,  F^,  IFi,  @i,  g^,  ©^  geht, 
die  durch  IJ'  gehenden  Bildgeraden  der  Erzeugenden  in  die 
Geraden  durch  U^,  die  Bilder  5.  Ordnung  der  ebenen  Schnitte 
verwandeln  sich  in  Kurven  4.  Ordnung,  für  welche  U^  drei- 
fach und  (^1,  5i,  ®i  einfach  sind.  Den  Kurven  3.  Ordnung 
in  den  Tangentialebenen  von  p*  korrespondieren  Kurven 
3.  Ordnung,  die  je  mit  einem  Strahle  durch  TJ-^  das  Bild  eines  vollen 
Schnitts  zusammensetzen,  also  zweimal  durch  ü^  und  einmal 
durch  @i,  gl,  @i  gehen. 

Auf  dieser  so  vereinfachten  Bildkurve  von  d\  von  d^  (wie 
natürlich  auch  schon  auf  den  früheren)  bestehen  zwei  Involutionen. 
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In  der   einen  sind  gepaart  die  Bilder  der  beiden  Punkte,    in 
denen  eine  Erzeugende  die  d^  trifft. 

Die  auf  d^  befindliche  involutorische  Korrespondenz  [2]  hat  sich 
verwandelt  in  eine  involutorische  eindeutige  Beziehung;  jedem  Punkte 
von  d\  korrespondiert  ein  Punkt  von  d^  mit  einer  bestimmten  von 
den  beiden  Berührungsebenen,  und  die  durch  ihn  gehende  Erzeugende 
in  dieser  Ebene  liefert  im  Bilde  ihres  zweiten  Stützpunktes  auf  d^ 
den  entsprechenden  Punkt  jenes  Punktes  auf  d\. 

Diese  Involution  lg  wird  in  d\  durch  den  Strahlen- 
büschel um  den  Punkt  JJ^  eingeschnitten;  sie  ist  die  uns 
bekannte  zentrale  Involution  auf  d\  mit  dem  Zentrum  TJ^. 
Ihre  vier  Doppelpunkte  entsprechen  den  vier  Koinzidenzpunkten  der 
[2],  in  denen  d^  von  Erzeugenden  berührt  wird. 

Eine  zweite  Involution  lu  auf  d\  wird  durch  die  Paare 
der  Punkte  gebildet,  in  welche  die  einzelnen  Punkte  von  d^ 
sich  abbilden.  Auch  sie  hat  vier  Doppelpunkte,  die  Bilder  der 
Kuspidalpunkte,  der  Verzweigungspunkte  von  [2].  Das  Bild  eines 
ebenen  Schnitts  muß  f^  in  drei  Paaren  dieser  Involution  schneiden, 
aber  das  sind  nicht  drei,  sondern  nur  zwei  Bedingungen,  weil  für 
diese  oo^  Kurven  4.  Ordnung  schon  neun  Bedingungen  gegeben  sind. 
Die  Bilder  3.  Ordnung  der  Kurven  3.  Ordnung  in  den  Tangential- 
ebenen durch  eine  feste  Erzeugende  g^  müssen  daher  durch  die  beiden 
Punkte  9J^i,  9^1  von  d\  gehen,  welche  in  dieser  Involution  I^  den 
beiden  Schnitten  J/^,  ^^  des  Bildes  g^.^  mit  d\  gepaart  sind;  ilij,  3)Zi; 
iVi,  9li  sind  die  Bilderpaare  der  Stützpunkte  M^  N  von  g^  auf  d^. 

Dadurch  erweisen  sich  diese  Kurven  als  die  eines  Büschels.  Jede 
hat  noch  zwei  veränderliche  Schnittpunkte  mit  df,  die  Bilder  des  vom 
dritten  Schnitte  der  Ebene  mit  d^  herrührenden  Doppelpunktes  der 
Kurve  3.  Ordnung  auf  p*. 

Die  Id  wird  demnach  durch  diesen  Kurvenbüschel  3.  Ord- 
nung in  dl  eingeschnitten. 

Da  die  Involution  In  Doppelpunkte  besitzt,  so  muß  sie  eben- 
falls zentral  sein;  denn  von  den  eindeutigen  Verwandtschaften  auf 
einer  allgemeinen  Kurve  3.  Ordnung  besitzen  nur  die  zentralen  In- 
volutionen sich  selbst  entsprechende  Punkte  (Nr.  845,  846).  Jede 
von  den  einschneidenden  Kurven  konstituiert  mit  d^  einen  Büschel, 
dessen  Kurven  sich  in  U^  berühren.  In  steUt  sich  also,  wenn  U^  der 
Nachbarpunkt  neben  L\  auf  d^  ist,  als  diejenige  Involution  heraus, 
welche  bei  dem  Netze  mit  den  Grundpunkten  Z/j,  U^,  @i,  g^,  ©j, 
SD^i,  9^^,  zu  welchem  dl  gehört,  durch  die  Geis  ersehe  Verwandtschaft 
auf  dieser  Kurve  entsteht;  und  diese  haben  wir  als  zentral  erkannt 
(Nr.  826). 

Ziehen  wir  die  Geraden  aus  U^  nach  zwei  gepaarten  Punkten 
il/j,  Tli  dieser  Involution  Jd,  so  sind  dies  Bilder  von  zwei  sich  schnei- 
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denden  Erzeugenden;  der  Kegelschnitt  auf  p*  in  ihrer  Ebene  muß 
sich  also  in  einen  Kegelschnitt  abbilden^  welcher  durch  t^i ,  @i ,  5i ,  ^i 
geht^  so  wie  die  beiden  Punkte,  welche  den  weiteren  Schnitten  jener 
Geraden  gepaart  sind.  Der  Kegelschnitt-Büschel  (ü^j  @j,  g^,  @^)  in 
der  Bildebene  lehrt,  daß  jeder  Punkt  der  p*  nur  auf  einem  derartigen 
Kegelschnitte  liegt;  die  Erzeugende  durch  ihn  wird  von  zwei  andern 
geschnitten;  daher  gehen  durch  ihn  drei  Ebenen  von  Kegelschnitten 
der  p*,  in  einer  liegt  er  auf  dem  Kegelschnitte,  in  den  andern  auf 
einer  Erzeugenden.  In  der  Tat  umhüllen  diese  doppelten  Berührangs- 
ebenen  einen  Torsus  3.  Klasse.^) 

Die  Bilder  der  Haupttangenten -Kurven  auf  p*  müssen  je  cx)^ 
dieser  Bildkurven  3.  Ordnung  der  Kurven  3.  Ordnung  in  den  Tan- 
gentialebenen berühren. 

918  Die    Regelfläche    4.  Grades    mit    zwei    doppelten    Leit- 

geraden a,  b  ist  vom  Geschlechte  1;  sie  muß  eine  doppelte  Er- 
zeugende u  haben,  um  das  Geschlecht  0  zu  erhalten  und  eindeutig 
abbildbar  zu  werden. 

Die  Erzeugenden  rufen  zwischen  den  Punktreihen  der  a  und  h 
eine  Korrespondenz  [2,  2]  hervor  und  die  vier  Verzweigungspunkte 
auf  jeder  der  beiden  Geraden  sind  ihre  Kuspidalpunkte  (Nr.  176). 
Hier  absorbiert  jeder  der  Punkte  au,  hu  zwei  von  ihnen,  und  es 
bleiben  nur  zwei  Kuspidalpunkte. 

Zur  Abbildung  benutzen  wir  das  Strahlennetz  [u,  v],  dessen  zweite 
Leitgerade  eine  beliebige  Erzeugende  ist.  Zu  ihm  gehören  a,  h  und 
bilden  sich  in  ihre  Spuren  Ä'\  B"  in  X"  ab.  Sind  C/",  V"  diejenigen 
von  u,  V,  so  sind  die  Kegelschnitte  des  Büschels  (J.",  J5",  TJ",  V") 
die  Bilder  der  Erzeugenden,  und  zu  u  gehören  zwei,  zu  v  einer. 
Umgekehrt,  jeder  von  diesen  Kegelschnitten  führt  zu  einer  projizieren- 
den Regelschar,  welche  als  Restschnitt  mit  der  Fläche  eine  Erzeugende 
hat.  Dem  vierten  Schnitt  Sß  der  Fläche  mit  U"  V"  entspricht  diese 
Gerade  in  Z",  die  A"B",  welche  das  Geradenpaar  vervollständigt,  ist 
das  Bild  der  durch  2Ö  gehenden  Erzeugenden.  Ebenso  sind  V"A", 
V" B"  die  Bilder  der  in  den  Ebenen  va,  vh  befindlichen  zweiten  Er- 
zeugenden, während  TJ'B",  VA'  deren  Punkten  vh,  va  korre- 
spondieren. 

Ein  ebener  Schnitt  der  p*  führt  zu  einer  Regelfläche  5.  Grades 
von  projizierenden  Strahlen,  indem  eine  doppelte  und  eine  einfache 
Ebene  sich  ablösen;  auf  ihr  sind  u  dreifach,  a,  6,  v  doppelt.  So  er- 
geben sich  als  Bilder  der  ebenen  Schnitte  Kurven  5.  Ordnung 
mit  ü"  als  dreifachem,  A',  B",  V"  als  doppelten  Punkten; 
von  den  Durchgängen  durch  V  rührt  keiner  von  dem  auf  v  gelegenen 
Punkte  des  Schnitts  her. 


1)  Liniengeometrie  Bd.  I  Nr.  41. 
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Für  die  quadratische  Verwandtschaft  sind  U",  Ä'\  B" 
als  Hauptpunkte  vorzuziehen,  weil  sich  dann  gleichartige  Bilder 
für  die  Leitgeraden  ergeben.  Sind  li,  a\  V  die  diesen  Hauptpunkten 
korrespondierenden  Geraden  in  X',  so  werden  a,  V  die  Bilder  der 
Leitgeraden.  Die  Erzeugenden  haben  die  Strahlen  des  Büschels 
um  y\  den  Punkt,  welcher  dem  Y"  entspricht,  zu  Bildern.  SB 
bleibt  ausgezeichneter  Punkt  auf  der  Fläche;  ihm  entspricht  die  Ge- 
rade von  y  nach  dV ,  welcher  Punkt  der  Erzeugenden  durch  SB  ent- 
spricht, so  daß  durch  ihn  die  Bilder  aller  ebenen  Schnitte  gehen. 

Die  beiden  Erzeugenden  g  und  g^  aus  demselben  Punkte  von  a 
bilden  sich  in  Strahlen  g ,  g^  ab  aus  V  nach  zwei  Punkten  auf  d . 
So  entsteht  auf  d  eine  Involution  (a'j,  in  welcher  gepaarte 
Punkte  denselben  Punkt  auf  a  darstellen,  und  über  ihr 
steht  die  Involution  (F')^,  in  welcher  die  Bilder  der  Er- 
zeugenden je  aus  demselben  Punkte  von  a  gepaart  sind;  die 
Doppelstrahlen  sind  die  Bilder  der  Kuspidal- Erzeugenden  aus  den 
Kuspidalpunkten  von  a,  denen  die  Doppelpunkte  von  {d)  entsprechen. 
In  gleicher  Weise  entstehen  die  Involutionen  (&')  und  {V'\. 
Das  gemeinsame  Paar  von  (F')^  und  (y'\  besteht  aus  den  beiden 
Bildern  von  u. 

Die  Bilder  der  ebenen  Schnitte  sind  3.  Ordnung,  welche 
zweimal  durch  F',  einmal  durch  dV  gehen  und  außerdem  a', 
y  in  gepaarten  Punkten  von  (a')  und  (6')  schneiden. 

Einer  Gerade  ic'inZ'  korrespondiert  in  Z"  ein  durch  A' ,  B\  JJ" 
gehender  Kegelschnitt;  die  ihn  projizierende  Regelfläche  ist  3.  Grades, 
hat  li  zur  doppelten,  v  zur  einfachen  Leitgerade,  a  und  h  zu  Erzeu- 
genden und  schneidet  in  einer  kubischen  Raumkurve,  deren 
Bild  X  ist.  Diese  kubische  Raumkurve  trifft  a,  h  und  eine  beliebige 
Erzeugende  einmal,  dagegen  zweimal  die  u,  aber  auch  die  beiden  Er- 
zeugenden, deren  Bilder  nach  den  Punkten  gehen,  die  zu  den  Schnitten 
xd,  xV  gepaart  sind,  das  zweite  Mal  auf  a,  bzw.  6;  sie  enthält  ferner 
den  Punkt  2B,  wegen  des  Schnitts  von  x    mit  der  Bildgerade  von  SS. 

Einer  Kurve  w*®""  Ordnung  in  X'  entspricht  eine  Kurve 
3^ter  Ordnung  auf  p^,  welche  a,  h  und  eine  beliebige  Erzeu- 
gende ?^-mal,  2n  Erzeugenden  (w  -f  l)-mal,  der  u  2w-mal  be- 
gegnet und  durch  SB  ?^-mal  geht. 

Eine  Kurve  ^i*^"^  Ordnung  i?"  auf  p^,  welche  einer  beliebigen 
Erzeugenden  s-mal  begegnet,  hat  mit  jeder  der  beiden  Leitgeraden 
yi  —  2s  Punkte  gemein.  Die  Bildkurve  geht  daher  durch  dV  s-mal 
und  trifft  d  und  h'  je  in  n  —  2s  Paukten.  R"  schneidet  die  obige 
kubische  Regelfläche  in  2(n  —  2  s)  Punkten  auf  a,  h,  in  s  Punkten  auf 
V  und  2  s  doppelt  zu  rechnenden  Punkten  auf  w,  also  in  n  —  s  Punkten 
auf  der  kubischen  Raumkurve,  ihr  Bild  demnach  in  ebenso  vielen 
Punkten    die  x.     Die   Schnitte    dieser  Bildkurve  (w  —  s)*®"^  Ord- 
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nung  mit  a\  V  beweisen,  daß  es  ^{n  —  ^s)  Erzeugenden  gibt,  welche 
mit  jR"  noch  einen  (5  +  1)*®^  Begegnungspunkt  haben,  auf  a,  bzw.  &. 
Für  die  Bildkurve  ist  V  ein  s-facher  Punkt,  da  jeder  Strahl  durch 
ihn,  als  Bild  einer  Erzeugenden,  sie  noch  (n  —  2s)-mal  trifft.  Hieraus 
folgt,  wegen  der  Verbindungslinie  der  beiden  5-fachen  Punkte  Y'  und 
a'y ,  daß  2  s  ^n  —  s  sein  muß,  also  ?>s^n. 

Raumkurven  6.  Ordnung  auf  p^,  welche  den  beiden  Leitgeraden 
in  den  Kuspidalpunkten  begegnen,  bilden  sich  daher  ab  in  Kurven 
4.  Ordnung  mit  V  und  aV  als  Doppelpunkten,  welche  durch  die  vier 
Doppelpunkte  der  (a'),  (6')  gehen.  Unter  den  Kurven  4.  Ordnung, 
die  so  beschaffen  sind,  mögen  diejenigen  hervorgehoben  werden,  welche 
in  den  Doppelpunkten  von  («'),  (5')  die  von  V  kommenden  Geraden 
berühren.  Es  gibt  zwei  zerfallende  Kurven,  welche  diese  Bedingungen 
erfüllen;  sie  bestehen  aus  a  oder  V  doppelt  und  dem  Geradenpaar 
von  y  nach  den  Doppelpunkten  auf  V  oder  d .  Daraus  folgt,  daß 
aUe  derartigen  Kurven  einen  Büschel  bilden.  Sei  nun  £'*  eine  Kurve 
dieses  Büschels,  X'  ein  Punkt  auf  ihr,  X  der  korrespondierende  auf 
p^  so  besteht  die  Bildkurve  3.  Ordnung  des  zerfallenden  Schnitts  der 
Berührungsebene  von  X  aus  der  Gerade  g  =  F'X'  und  dem  Kegel- 
schnitte, welcher  durch  V\  ah',  X'  und  die  beiden  Punkte  geht,  die 
in  (a)y  (h')  den  Punkten  ga\  gh'  gepaart  sind.  Läßt  sich  dartun^ 
was  mir  noch  nicht  gelungen,  daß  dieser  Kegelschnitt  in  X'  die  Ä'* 
tangiert,  so  ist  bewiesen,  daß  die  Kurven  Ä'*  die  Bilder  der  Haupt- 
tangenten-Kurven auf  p*,  diese  also  Raumkurven  6.  Ordnung  sind, 
welche  durch  die  Kuspidalp unkte  gehen  und  dort  die  Kuspidal-Erzeu- 
genden  dreipunktig  berühren^). 


§  130.   Die  Fläclie  4.  Ordnung  mit  einem  doppelten  Kegelschnitte  und 
die  Fläche  5.  Ordnung  mit  einer  doppelten  kubischen  Raumkurve. 

919  Einige  bekannte  Flächen  4.  und  5.  Ordnung  mit  vielfachen  Kurven^) 

lassen  sich  auch  eindeutig  abbilden.  Die  bekannteste  und  am  meisten 
behandelte  ist  die  Fläche  4.  Ordnung  F^^  mit  einem  doppelten 
Kegelschnitt  d'^.  Jede  Gerade,  welche  diese  Kurve  und  drei  ebene 
Schnitte  der  Iläche  in  getrennten  Punkten  trifft,  muß  ganz  auf  ihr 
liegen,  weil  sie  mit  ihr  fünf  Punkte  gemeinsam  hat.  Daraus  läßt  sich 
die  Existenz  von  16  Geraden  auf  der  Fläche  ableiten.  Aber  lassen 
wir  diese  Anzahl  noch  unbestimmt;  es  genügt,  zu  wissen,  daß  solche 

1)  Das  analoge  Resultat  bei  der  kubischen  Regelfläche  und  Cremonas 
analytisch  gefundenes  Ergebnis  für  die  Regelflächen  (w  -j-  w)**""  Grades  mit 
einer  m-fachen  und  einer  n- fachen  Leitgerade,  vom  Geschlechte  0  (Annali  di 
Matern.  Ser.  II  Bd.  1  S.  248),  machen  die  obige  Behauptung  wahrscheinlich. 

2)  Zuerst  hat  C  leb  seh  diese  Flächen  in  bezug  auf  ihre  Abbildung  unter- 
sucht: Math.  Annalen  Bd.  1  S.  253;  vgl.  auch  Math.  Annalen  Bd.  4  S.  249. 
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Geraden  vorhanden  sind;  und  eine  von  ihnen,  u,  liefert  uns 
die  Herstellung  einer  eindeutigen  Abbildung,  die  uns  dann 
auch  zur  Anzahl  der  Geraden  führen  soll.  Als  projizierende  Strahlen 
nehmen  wir  diejenigen  Strahlen,  welche  cP  und  u  in  getrennten  Punk- 
ten treffen:  sie  bilden,  wegen  des  Schnittpunktes  von  d^  und  Uy  eine 
Kongruenz  1.  Ordnung  2.  Klasse,  und  aus  der  ersten  Ordnung  folgt 
die  Eindeutigkeit  der  Abbildung  in  beiderlei  Sinne. 

Die  projizierenden  Strahlen,  welche  einen  ebenen  Schnitt  treffen, 
erzeugen  eine  Regelfläche  6.  Grades,  auf  welcher  cP  und  u  dreifach 
sind,  und  zwar  letzteres  deshalb,  weil  die  beiden  Kegel,  welche  aus 
einem  Punkte  von  u  diesen  Schnitt  und  d^  projizieren,  auch  ii  ge- 
meinsam haben.  So  sind  die  Bilder  der  ebenen  Schnitte  Kurven 
6.  Ordnung,  welche  die  Spuren  D^",  Dg",  C7"  von  d^  und  u  zu 
dreifachen  Punkten  haben;  in  der  Tat  entspricht  jedem  der  Punkte 
D/',  Dg"  die  Kurve  3.  Ordnung  auf  i^g*  in  der  Ebene  von  ihm  nach 
u,  und  dem  Punkte  V  die  kubische  Raumkurve,  welche  vom  Kegel 
ü"  d^  außer  d"^  und  u  ausgeschnitten  wird.  Dadurch  werden  sie 
Hauptpunkte. 

Zwei  solche  Bildkurven  haben  daher  noch  neun  Punkte  gemein, 
vier  von  ihnen  sind  die  Bilder  der  gemeinsamen  Punkte  der  beiden 
ebenen  Schnitte;  die  projizierenden  Strahlen  nach  den  andern  treffen 
die  beiden  Schnitte  in  verschiedenen  Punkten  und  liegen,  weil  sie 
auch  u  und  d^  schneiden,  auf  der  Fläche.  Damit  erhalten  wir:  Jede 
Gerade  der  Fläche  wird  von  fünf  andern,  die  auch  auf  d^  sich 
stützen,  getroffen.  Bei  u  seien  diese  Z^,  %,  -  -  -  l^  und  L^'\  .  .  .  L^' 
ihre  Spuren  in  I"  und  zugleich  ihre  Bilder.  Diese  fünf 
Punkte  sind  weitere  gemeinsame  Punkte  der  Bilder  der 
ebenen  Schnitte. 

Die  zehn  Kegelschnitte,  welche  durch  D^",  D<^\  JJ"  und  zwei 
der  Punkte  i/'  gehen,  sind  Bilder  von  zehn  weiteren  Geraden  der 
Fläche;  denn  die  projizierenden  Strahlen  bilden  eine  Regelschar,  deren 
Trägerfläche  durch  diesen  Kegelschnitt,  den  d^  und  u  geht  und  aus 
F^  noch  eine  Gerade  ausschneidet,  die  auch  auf  d^  sich  stützt  und 
wie  u  zur  Leitschar  gehört.  So  sind  die  16  Geraden  gefunden. 
Jede  von  diesen  zehn  trifft  diejenigen  beiden  Z^  und  Z^,  durch  deren 
Bildpunkte  ihr  Bild-Kegelschnitt  geht:  sie  heiße  deshalb  m,.^.  Zwei 
Geraden  m  ohne  gemeinsamen  Zeiger  schneiden  sich,  weil  die  Bilder 
ihren  vierten  Schnitt  nicht  in  einem  der  Hauptpunkte  L!'  haben. 
Daher  wird  l^  von  u,  m^^j  m^g,  rn^^y  w^g  und  m^^  ^^^  ^i>  hy  ^s*?  ^ss? 
^^45  getroffen,  und  die  Konfiguration  der   16  Geraden    ist  klar. 

Das  Bild  des  ebenen  Schnitts  in  Z"  besteht  aus  ihm 
selbst  und  den  beiden  Geraden  D^' JJ'\  D^"ü"y  welche  ihren 
vierten  Schnitten  mit  F^^  korrespondieren  und  diese  zu 
Hauptpunkten  der  Abbildung  machen. 
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Die  projizierenden  Strahlen  der  Punkte  von  ^  und  u  müssen  in 
ihnen  berühren.  In  jedem  Punkte  von  d^  haben  wir  zwei  Büschel 
von  Tangenten;  diese  Tangenten  in  den  Punkten  von  d^  erzeugen 
eine  Kongruenz  4.  Ordnung  4.  Klasse;  die  Klasse  ist  unmittel- 
bar klar.  Die  Ordnung  folgt  daraus,  daß  der  Kegel  aus  einem  be- 
liebigen Punkte  0  nach  d^  aus  der  Fläche  noch  eine  Kurve  4.  Ordnung 
schneidet;  in  den  vier  Begegnungspunkten  derselben  mit  d'^  wird  die 
Fläche  von  den  zugehörigen  Berührungsebenen  des  Kegels  tangiert, 
und  in  jeder  dieser  Ebenen  existiert  eine  durch  0  gehende  Tangente. 

Die  Regelfläche  8.  Grades  der  eine  Gerade  tre£Fenden  Tangenten 
von  F^j  die  auf  d^  berühren,  hat  d^  zur  Doppelkurve  und  in  jedem 
ihrer  Punkte  dieselben  Berührungsebenen  wie  F<^\  also  hat  w,  in  einer 
solchen  Berührungsebene  gelegen,  im  Stützpunkte  auf  d^  drei  ver- 
einigte Schnitte  mit  dieser  Regelfläche.  Aus  den  fünf  weiteren 
Schnitten  folgt,  daß  die  Regelfläche  der  auf  d^  berührenden  Tangenten 
der  F^^  welche  n  treffen,  5.  Grades  ist.  Auf  ihr  ist  d'^  doppelt 
(ebenfalls  in  jedem  Punkte  mit  denselben  Berührungsebenen  wie  ^^2^); 
u  aber  dreifach;  denn  für  einen  Punkt  auf  u  spaltet  sich  von  der 
obigen  Raumkurve  4.  Ordnung  diese  Gerade  u  ab.  Sie  enthält 
\,  .  .  .\  als  Erzeugenden, 

Daher  bilden  sich  die  Punkte  von  d^"  in  die  Punktepaare 
einer  Involution  auf  einer  Kurve  5.  Ordnung  vom  Geschlechte  1 
ab,  welche  durch  JJ"  dreimal,  durch  D/',  D^'  zweimal  und 
durch  L^\  .  .  .  L^'  einmal  geht.  Die  Verbindungslinien  der 
gepaarten  Punkte  laufen  in  den  dreifachen  Punkt  TJ"  zu- 
sammen. Jede  Bildkurve  eines  ebenen  Schnitts  schneidet 
sie  noch  in  vier  Punkten,  welche  zwei  Paare  bilden. 

Jede  Ebene  durch  u  berührt  F^  in  den  beiden  weiteren  Begeg- 
nungspunkten der  u  mit  der  ausgeschnittenen  Kurve  3.  Ordnung, 
außer  t?^w,  und  diese  Punktepaare  bilden  eine  Involution.  Die  Kon- 
gruenz der  auf  u  berührenden  Tangenten  ist  2.  Ordnung  1.  Klasse. 
Diejenigen,  welche  eine  Gerade  schneiden,  erzeugen  eine  Regelfläche 
3.  Grades,  für  welche  u  die  einfache  Leitgerade  ist.  Wegen  der  von 
d?u  ausgehenden  Erzeugenden  hat  diese  Regelfläche  in  d^u  diejenige 
Berührungsebene  von  F^^  welche  u  enthält,  auch  zur  Tangentialebene; 
also  berührt  d^  dort  die  Regelfläche  und  schneidet  sie  noch  viermal. 
Daher  ist  die  Regelfläche  der  auf  u  berührenden  Tangenten  von  F^, 
welche  d^  treffen,  4.  Grades;  auf  ihr  ist  ^  doppelt,  aber  auch  w, 
jedoch  so,  daß  sie  einfache  Leitgerade  und  zugleich  einfache  Erzeugende 
ist,  nämlich  als  Verbindungslinie  von  d?u  mit  dem  zweiten  Berüh- 
rungspunkte jener  Tangentialebene^).  Die  Geraden  \^ .  .  .\  sind 
wiederum  Erzeugenden. 

1)  Wir  erhalten  so  ein  interessantes  Beispiel  einer  der  beiden  Arten  der 
Regelflächen   4.  Grades,   welche  Cayley   entgangen   waren   und   von  Cremona 
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Bild  der  Gerade  u  ist  demnach  eine  Kurve  4.  Ordnung, 
welche  durch  ü'\  D/',  Dg"  zweimal,  durch  i/',  .  .  .  X5"  einmal 
geht,  also  vom  Geschlecht  0,  wie  notwendig. 

Wir  vereinfachen  die  Bilder  durch  Anwendung  einer  quadra- 
tischen Verwandtschaft,  welche  ü'\  D^" ,  D^"  zu  Hauptpunkten 
hat  und  L^",  .  .  .  L-^"  in  i^', .  .  .  L-J  überführt.  Der  ü"  homologe 
Hauptpunkt  sei  U\ 

Die  Geraden  /j,  .  .  •  ?5  haben  diese  Punkte  i/,  .  .  .  L/  zu 
Bildern,  u  den  Kegelschnitt  durch  sie  und  die  Geraden  m 
die  zehn  Verbindungslinien.  Die  ebenen  Schnitte  bilden 
sich  ab  in  Kurven  3.  Ordnung,  welche  durch  Z/, .  .  .  gehen. 
Das  Bild  von  d^  ist  ebenfalls  eine  durch  diese  Punkte  gehende 
Kurve  3.  Ordnung  d'^-^  sie  geht  durch  den  Hauptpunkt  ü\ 

Sie  trägt  die  zentrale  Involution  In,  mit  dem  Zentrum 
U\  der  Bilder  der  Punkte  der  Doppelkurve  d-.  Das  Bild 
eines  ebenen  Schnitts  muß  durch  zwei  Paare  derselben  gehen. 
Solcher  Kurven  sind  cx?^,  während  die  Punkte  L^  .  .  .  ein  System 
4.  Stufe  bestimmen;  also  muß  jede  Kurve  3.  Ordnung  durch  sie, 
welche  ein  Paar  von  Id  enthält,  noch  durch  ein  zweites  gehen.  In 
der  Tat,  es  sei  X',  Y'  jenes  Paar,  so  haben  wir  das  Netz  3.  Ordnung 
mit  den  Grundpunkten  L^',  .  .  .  L-^,  X\  Y\  zu  welchem  auch  d'^  ge- 
hört, und  infolgedessen  eine  Geiser  sehe  Verwandtschaft.  Die  zen- 
trale Involution,  welche  auf  d'^  durch  sie  entsteht,  hat  den  dritten 
Schnitt  U'  von  X'Y'  zum  Zentrum,  und  die  beiden  letzten  Schnitte 
irgend  einer  Kurve  des  Netzes  mit  d'^  Liegen  in  gerader  Linie  mit  U' 
und  bilden  ein  Paar  von  Ib. 

Beliebige  zwei  Paare  von  Id  bilden  mit  L^j  -  -  L-^  eine 
Gruppe  von  assoziierten  Punkten,  und  so  ergibt  sich  die  drei- 
fache Unendlichkeit. 

Die  vier  Doppelpunkte  von  In  sind  die  Bilder  der  Kus- 
pidalpunkte  auf  d^. 

Wenn  einem  ebenen  Schnitte  von  F^^  in  Z'  eine  Kurve  3.  Ord- 
nung korrespondiert,  so  entspricht  einer  Gerade  in  Z'  eine 
kubische  Raumkurve  auf  der  Fläche;  sie  trifft,  wie  notwendig, 
die  d"^  dreimal,  n  zweimal,  die  Geraden  m  einmal,  aber  die  l 
nicht;  weil  die  Gerade  sich  ebenso  zu  den  Bildern  verhält.  Lassen 
wir  diese  aber  durch  einen  der  fünf  Hauptpunkte,  etwa  Z/  gehen,  so 
sondert  sich  l^  ab,  und  es  bleibt  ein  sie  treffender  Kegelschnitt, 
welcher  d^  zweimal,  u  einmal,  die  mgg, .  . .  m^^  ebenfalls  einmal,  da- 
gegen die  m^^j .  .  .  m^j  und  die  l^y  -  -  -  ^  nicht  trifft. 

Ferner   einem    beliebigen   Kegelschnitte   in  Z'  korrespondiert  auf 


hinzugefügt  wurden;  vgl.  meine  Liniengeometrie,  Bd.  I  Nr.  42,  wo  sie  mit  VI  be- 
zeichnet ist. 
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F^  eine  Raumkurve  6.  Ordnung,  welche  d^  sechsmal,  u  viermal,  den 
m  zweimal,  den  l  nicht  begegnet.  Lassen  wir  den  Kegelschnitt  durch 
Xg',  ig',  LI,  L^  gehen,  so  reduziert  sich  die  Kurve  auf  F^^  ebenfalls 
auf  einen  Kegelschnitt,  welcher  l^j  .  .  .1-^  trifft,  aber  nicht  \,  Er 
schneidet  die  m^^,  .  .  .  m^g  noch  einmal,  dagegen  nicht  die  u  und  die 
^23, ...  ^45*,  er  verhält  sich  also  gegen  die  Geraden  der  Fläche 
gerade  entgegengesetzt  wie  ein  Kegelschnitt  der  vorigen 
Art.  Je  zwei  Kegelschnitte  der  einen  und  der  andern  Art  treffen 
sich  zweimal,  weil  die  Bilder  es  tun.  Wir  können  solche  Reihen  von 
Kegelschnitten  verbunden  nennen.  Sind  weiter  X',  Y'  die  Schnitte 
der  Gerade  durch  Z/  mit  der  Bildkurve  d'^  von  d^  und  X^',  Y^  ihnen 
in  der  Involution  Id  gepaart,  so  entsprechen  der  Gerade  und  dem 
Kegelschnitte  (L.2  .  .  .  Xg'X/)  zwei  Kegelschnitte  auf  F^^  die  außer 
den  beiden  erwähnten  Punkten  noch  den  Punkt  auf  d^  gemeinsam 
haben,  dessen  Bilder  X.'  und  X^'  sind,  also  fallen  sie  in  eine  Ebene 
und  bilden  einen  ebenen  Schnitt;  der  zweite  Doppelpunkt  auf  d^  lehrt, 
daß  {L^  .  .  .  Xg'X/)  durch  Y^  gehen  muß.  Wir  erhalten  so  ein 
einfach  unendliches  System  von  doppelten  Berührungsebenen 
der  Fläche.  Durch  jeden  Punkt  der  Fläche  gehen  zwei  solche 
Ebenen;  bei  der  einen  geht  durch  den  Bildpunkt  die  Gerade  aus  X^', 
bei  der  andern  der  Kegelschnitt  durch  {L^\  .  .  .  Lr^').  Folglich  um- 
hüllen diese  Ebenen  einen  Kegel  2.  Grades.  Solcher  Paare 
von  verbundenen  Kegelschnitt-Reihen  und  zugehörige  Kegel 
2.  Grades  von  doppelten  Berührungsebenen,  welche  zwei 
Kegelschnitte  aus  verschiedenen  Reihen  ausschneiden,  gibt 
es  fünf. 

Unter  diesen  Kegelschnitten  befinden  sich  die-J- 16-5  =  40 
Geradenpaare. 

Wir  erwähnten  schon  andere  doppelte  Berührungsebenen, 
die  Ebenen  durch  eine  Gerade  der  Fläche,  mit  Berührungs- 
punkten, die  auf  derselben  liegen  und  eine  Involution 
bilden. 

Betrachten  wir  zunächst  die  Gerade  u.  Weil  sie  sich  in  einen 
Kegelschnitt  u'^  abbildet,  so  haben  die  ergänzenden  Kurven  3.  Ord- 
nung, welche  alle  einen  Doppelpunkt,  auf  d^,  besitzen.  Geraden  zu 
Bildern,  welche  durch  den  zweiten  Bildpunkt  des  Punktes  d^u  gehen. 
Dieser  Büschel  schneidet  in  u^  die  Involution  ein,  welche  derjenigen 
auf  II  entspricht;  er  schneidet  aber  auch,  wegen  des  veränderlichen 
Doppelpunktes  der  Kurven  3.  Ordnung,  in  d'^  die  Involution  Iß  ein. 
Also  ist  ü'  der  zweite  Bildpunkt  von  d^u.  In  der  Tat,  für  ihn,  als 
Punkt  von  d^  mit  der  nicht  ^^  enthaltenden  Tangentialebene,  ist  in 
der  ursprünglichen  Abbildung  projizierender  Strahl  jeder  Strahl  des 
Büschels  um  ihn  in  der  Ebene  von  J^,  der  ganz  zu  jener  Kongruenz 
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1.  Ordnung  2.  Klasse  gehört^),  folglich  entspricht  dem  Punkte  in  Z" 
jeder  Punkt  von  D/'D/'  und  in  T'  der  Punkt  W. 

Die  Kurven  3.  Ordnung  in  den  Ebenen  durch  m^^  bilden  sich  in 
einen  Kegelschnitt-Büschel  ab,  dessen  Grundpunkte  Xg',  L^,  L/  und 
der  nicht  auf  7n^^  gelegene  Bildpunkt  von  d^m^^  sind,  diejenigen  in 
den  Ebenen  durch  l^  in  einen  Büschel  3.  Ordnung,  der  zu  Grund- 
punkten ip'i  •  •  •  -^5  7  ^®^  ^^^  ^1  verschiedenen  Bildpunkt  von  d^l^ 
und  den  Doppelpunkt  Z/  hat.  Auch  diese  Büschel  2.  oder  3.  Ord- 
nung schneiden  in  rf'^  die  Involution  Iß  ein. 

Dreifache  Berührungsebenen  sind  die  40  Ebenen,  welche 
ein  Geradenpaar  und  einen  Kegelschnitt  ausschneiden;  sie 
gehören  zu  den  einen  und  den  andern  doppelten  Tangentialebenen. 

Die  Bilder  3.  Ordnung  der  Schnitte  in  den  Ebenen  eines  Büschels 
bilden  einen  Büschel,  dessen  Grundpunkte  Z^',  .  .  .  L^'  und  die  Bilder 
der  vier  Punkte  auf  der  Axe  sind.  Er  hat  zwölf  Doppelpunkte 
(Nr.  685)5  ^^^  Büschel  enthält  also  zwölf  Berührungsebenen  und  die 
Fläche  ist  12.  Klasse^). 

Wir  betrachten  nun   die   Fläche   5.  Ordnung   F^^   mit   einer  920 
Doppelkurve  3.  Ordnung  d'^. 

Projizierende  Strahlen,  welche  zu  einer  eindeutigen  Ab- 
bildung führen,  sind  die  Doppelsekanten  dieser  Kurve.  Die- 
jenigen, welche  einen  ebenen  Schnitt  treffen,  erzeugen  eine  Regelfläche 
8.  Grades;  weil  die  Regelfläche  4.  Grades  der  Doppelsekanten,  welche 
eine  Gerade  treffen,  mit  dem  ebenen  Schnitte,  außerhalb  fZ^,  die  auch 
auf   ihr    doppelt    ist,    noch    acht    Punkte    gemein    hat.      Der    Kegel 

2.  Grades,  welcher  d^  aus  einem  Punkte  auf  ihr  projiziert,  begegnet 
dem  ebenen  Schnitt  noch  viermal,  wodurch  d^  auf  der  Regelfläche 
8.  Grades  vierfach  wird. 

Die  Bilder  der  ebenen  Schnitte  der  F^^  sind  Kurven 
8.  Ordnung  mit  den  drei  Spuren  D/',  D^'j  B^'  von  d^  in  Z" 
als  vierfachen  Punkten. 

Der  sich  selbst  entsprechende  ebene  Schnitt  in  Z"  wird  durch 
die  drei  in  Z"  gelegeneu  Doppelsekanten  D^' D^\  .  .  .  vervollständigt, 
welche  ihren  fünften  Schnitten  ^j,  ^g?  ^s  entsprechen,  wodurch 
diese  drei  Punkte  2)  Hauptpunkte  auf  F^  werden. 

Die  Kegel,  welche  d^  aus  D/',  . . .  projizieren,  schneiden  Kurven 
4.  Ordnung  aus,  welche  bzw.  D/',  ...  zu  Doppelpunkten 
haben  und  sich  in  diese  Punkte  abbilden,  woraus  nochmals 
hervorgeht,  daß  D^' ,  .  .  .  auf  den  Bildern  der  ebenen  Schnitte  vier- 
fach sind. 

Außer  ihnen  haben  diese  Kurven  zu  je  zweien  noch  16  Punkte 


1)  Liniengeometrie,  Bd.  11,  Nr.  310. 

2)  Math.  Annalen,  Bd.  4,  S.  251  oder  Liniengeometrie,  Bd.  11,  Nr.  420. 
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gemeinsam-,  fünf  von  ihnen  kommen  von  den  gemeinsamen  Punkten 
der  beiden  Schnitte  her,  die  elf  andern  dagegen  von  Doppelsekanten^ 
welche  F^  noch  in  zwei  Punkten  auf  dem  einen  und  dem  andern 
Schnitte  treffen  und  daher  ganz  auf  ihr  liegen. 

Es  ergeben  sich  elf  Doppelsekanten  \,  ...,  Zj^,  die  ganz 
der  Fläche  angehören.  Ihre  Spuren  L^'y  .  .  .  sind  auch  den 
Bildern  aller  ebenen  Schnitte  gemeinsam,  wodurch  die  drei- 
fache Unendlichkeit  erreicht  wird. 

Projizierender  Strahl  für  einen  Punkt  der  Doppelkurve  ist  die 
Doppelsekante,  welche  in  ihm  die  F^  berührt;  die  Regelfläche  dieser 
Doppelsekanten  haben  wir  zu  ermitteln.  Eine  durch  d^  gelegte  Fläche 
2.  Grades  schneidet  eine  Raumkurve  4.  Ordnung  2.  Art  aus,  denn  die 
Geraden  auf  ihr,  welche  d^  zwei-  bzw.  einmal  treffen,  begegnen  dem 
Restschnitte  ein-  bzw.  dreimal;  daraus  folgt,  daß  beide  Kurven  sich 
in  2-3  +  l-l  =  7  Punkten  schneiden  (Nr.  906).  Ist  diese  Fläche 
ein  Kegel,  so  ist  die  auf  d^  gelegene  Spitze  X-^  Doppelpunkt  des  Rest- 
schnitts und  repräsentiert  zwei  von  den  sieben  Begegnungspunkten.  Für 
jeden  der  fünf  übrigen  X  ist  der  fünfte  Schnitt  der  Doppelsekante  XX^ 
in  den  Punkt  X  gerückt;  sie  berührt  dort  die  Fläche.  Andererseits 
enthält  jede  der  beiden  Berührungsebenen  in  einem  Punkte  X  der  d^ 
eine  Tangente,  welche  d^  nochmals  trifft,  in  X^^.  Dadurch  entsteht 
auf  d^  eine  Korrespondenz  [5,  2]  zwischen  den  Punkten  X 
und  Xj,  in  denen  d^  von  solchen  Doppelsekanten  getroffen 
wird,  welche  in  X  die  Fläche  tangieren.  Die  2(2  — 1)-5 
Verzweigungspunkte  der  Punktreihe  der  X  (Nr.  172)  sind  die  zehn 
Kuspid alpunkte  der  Doppelkurve,  deren  Berührungsebenen  sich  ver- 
einigt haben.  ^) 

In  einem  Ebenenbüschel  ruft  jene  Korrespondenz  [5,  2]  eine 
Korrespondenz  [3-5,  3-2]  hervor;  von  deren  21  Koinzidenzen  gehen 
sieben  nach  den  Konzidenzen  von  [5,  2];  die  14  andern  beweisen,  daß 
14  Verbindungslinien  XXj,  d.  h.  14  Doppelsekanten  von  d^,  welche 
in  X  die  F^^  tangieren,  die  Axe  des  Büschels  treffen.  Folglich  ist 
die  Regelfläche  der  Doppelsekanten  von  d^,  die  in  dem  einen 
Schnittpunkte  die  Fläche  F^^  berühren,  vom  Grade  14,  und 
auf  ihr  die  Kurve  d^  siebenfach.  Von  den  sieben  Erzeugenden 
durch  einen  Punkt  von  d^  berühren  zwei  in  ihm,  die  fünf 
anderen  im  zweiten  Schnittpunkte.  Doppelte  Erzeugenden 
sind  die  elf  Geraden,  weil  sie  in  jedem  der  beiden  Stützpunkte 
die  Fläche  tangieren,  einfache  die  Tangenten  in  den  sieben  Koinzi- 
denzen von  [5,  2],  von  denen  die  eine  Berührungsebene  Schmiegungs- 
ebene  von  d^  geworden  ist. 

Die   Bildkurve   der   doppelten    kubischen   Raumkurve  d^ 


1)  Math.  Annalen  Bd.  4  S.  251. 
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ist  also  eine  Kurve  14.  Ordnung,  welche  durch  die  drei 
Punkte  D^\  D,^\  D^'  siebenmal,  durch  Z/',  ...,  Z/^  zweimal 
geht.  Auf  ihr  haben  wir  wieder  die  Involution  der  Bilder 
der  Punkte  von  d^.  Bemerkenswert  ist,  daß  jede  von  den  obigen 
Kurven  8.  Ordnung  mit  D/',  ...  als  dreifachen  und  L/',  ...  als  ein- 
fachen Punkten  diese  Bildkurve  in  drei  Punktepaaren  der  Involution 
schneidet. 

Die  quadratische  Transformation,  mit  den  Hauptpunkten 
jy"j  ^2  \  ^3";  bringt  eine  wesentliche  Vereinfachung  hervor.  Die 
Bildkurven  der  ebenen  Schnitte  werden  die  Kurven  4.  Ord- 
nung durch  die  11  Punkte  Z/,  .  .  .,  L[^,  in  welche  die  L^\  .  .  . 
durch  die  Transformation  übergehen. 

Da  die  Geraden  D^'D^",  .  .  .,  welche  den  Punkten  ^^,  ...  ent- 
sprechen, Hauptgeraden  dieser  Transformation  sind,  so  sind  diese 
Punkte  ^1,  2)2,  ^3  für  die  nunmehrige  Abbildung  nicht  mehr 
Hauptpunkte. 

Weil  nun  der  Büschel  von  Kurven  4.  Ordnung,  welche  den 
Schnitten  der  Ebenen  eines  Büschels  korrespondieren,  3(4  —  1)^=27 
Doppelpunkte  hat  (Nr.  685),  so  folgt,  daß  die  Fläche  F^^  von  der 
27.  Klasse  ist.^) 

Die  Bildkurve  der  kubischen  Doppelkurve  d^  ist  jetzt 
eine  Kurve  7.  Ordnung,  welche  durch  die  Punkte  L^\  .. .,  L^^ 
zweimal  geht,  also  vom  Geschlechte  4.  In  die  von  ihr  ge- 
tragene Involution  der  Bilder  der  Punkte  von  d^  schneiden  alle  Kurven 
4.  Ordnung  durch  jene  elf  Punkte  drei  Punktepaare  ein.  Die  Bilder 
der  zehn  Kuspidalp unkte  sind  die  Doppelpunkte  dieser  Involution. 

Von  den  oo^  Kurven  4.  Ordnung  durch  elf  feste  Punkte  haben 
620  drei  Doppelpunkte.  ^) 

Folglich  hat  die  Fläche  F^^  620  solche  dreifache  Be- 
rührungsebenen, deren  Schnittkurven  nicht  zerfallen  und 
neben  den  drei  von  d^  herrührenden  Doppelpunkten  noch 
drei  andere  haben. 

Dreifache  Berührungsebenen  können  sich  aber  auch  durch  Zer- 
fallen ergeben. 

In  jeder  Ebene  durch  eine  der  elf  Geraden  der  Fläche,  etwa  Z^, 
geht  der  fernere  Schnitt  4.  Ordnung  durch  die  beiden  Stützpunkte 
der  l^y  auf  d^y  schneidet  die  l^  in  zwei  weiteren  Punkten,  in  denen 
die  Ebene  die  Fläche  berührt,   und  besitzt  im   dritten  Schnittpunkt 

1)  A.  a.  0. 

2)  Zeuthen,  Almindelige  Egenskaber  ved  Systemer  af  plane  Kurver  (Schrift-en 
der  dänischen  Akademie  der  Wissenschaften.  Math,  naturw.  Abt.  1873)  Nr.  63, 
Tabelle  10  P^^.  Ygl.  auch  Schubert,  Kalkül  der  abzählenden  Geometrie  S.  186 
und  W.  Ja  ekel,  Über  die  Fläche  5.  Ordnung  mit  einer  doppelten  kubischen 
Raumkurve  (Diseert.  von  Breslau  1904)  S.  52. 
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der  Ebene  mit  d^  einen  Doppelpunkt.  Kommt  zu  diesem  ein  zweiter, 
so  haben  wir  eine  dreifache  Berührungsebene  der  Fläche. 

Die  Bilder  dieser  Kurven  4.  Ordnung  in  Z'  sind,  weil  \  sich  in 
L^  abbildet,  noch  Kurven  4.  Ordnung,  welche  durch  L^,  in  den  die 
Bilder  der  beiden  auf  l^  befindlichen  Berührungspunkte  faUen,  zweimal, 
durch  die  zweiten  Bilder  jener  Stützpunkte,  die  beiden  dem  L^  in 
der  Involution  gepaarten  Punkte,  und  durch  L^'j  .  .  .,  L[^^  einmal 
gehen.  Es  ist  ein  Büschel  entstanden.  Von  seinen  27  Doppelpunkten 
absorbiert  der  gemeinsame  Doppelpunkt  Xj'  7^),  es  bleiben  20.^) 
Der  Ebenenbüschel  um  jede  Gerade  der  Fläche  enthält 
20  dreifache  Berührungsebenen,  so  daß  es  deren  im  ganzen 
20-11  =  220  gibt. 

Die  Kurven  dieses  Büschels  4.  Ordnung  haben  mit  der  Bildkurve 
der  d^  nur  zwei  veränderliche  Schnittpunkte,  die  Bilder  des  von  d^ 
herrührenden  Doppelpunktes  der  entsprechenden  Kurve  4.  Ordnung  auf 
der  Fläche.  So  hat  sich  ein  Kurvenbüschel  ergeben,  der  in  die 
Bildkurve  von  d^  die  Involution  der  Bilderpaare  einschneidet. 

Weil  den  ebenen  Schnitten  von  F^  in  J!  Kurven  4.  Ordnung 
entsprechen  und  der  d^  eine  Kurve  7.  Ordnung,  so  korrespondiert 
einer  Gerade  in  Y!  eine  Raumkurve  4.  Ordnung,  welche  der 
Doppelkurve  d^  siebenmal  begegnet  und  keine  der  Geraden 
l^y  ...  schneidet.  Es  sind  das  die  schon  erwähnten  Raumkurven 
4.  Ordnung  2.  Art,  welche  von  den  durch  d^  gehenden  Flächen 
2.  Grades  ausgeschnitten  werden.  In  der  Tat,  die  zugehörigen  proji- 
zierenden Strahlen  erzeugen  gerade  diese  Flächen,  und  die  Kegel- 
schnitte,   in  denen  sie  X"  schneiden,    gehen  in  Geraden  von  J!  über. 

Der  Verbindungslinie  zweier  Punkte  L\  etwa  L^  L^,  entspricht 
ein  Kegelschnitt  K^^  auf  F^,  welcher  d^  dreimal,  die  l^,  l^  einmal, 
die  übrigen  l  gar  nicht  trifft  und  offenbar  durch  die  Fläche  2.  Grades 
ausgeschnitten  wird,  die  durch  d^,  hjh  S^^^'i  ^®^  Kurve  3.  Ordnung 
durch  die  neun  übrigen  L'  entspricht  eine  Kurve  3.  Ordnung,  welche 
(^^  in  3-7  —  2-9  =  3  Punkten  schneidet,  l^,  .  .  .,  Z^,  aber  nicht  Z^,  l^ 
trifft  und  mit  jenem  Kegelschnitte  drei  Punkte  gemein  hat,  die  ihn 
zum  voUen  Schnitte  ergänzende  ebene  Kurve.  Wir  erhalten  so  55 
weitere  dreifache  Berührungsebenen,  welche  F^^  in  einem 
Kegelschnitte  und  einer  kubischen  Kurve  schneiden,  im  ganzen 
also  895  dreifache  Tangentialebenen. 


1)  Cremona,  Einleitung  in  eine  geometrische  Theorie  der  ebenen  Kurven 
S.  261. 

2)  Die  analoge  Untersuchung,  in  Z"  vorgenommen,  führt  zu  23  Doppel- 
punkten. Aber  die  drei  Ebenen  von  l^  nach  den  Hauptpunkten  2)i ,  %2->  ®8  ^^^ 
F^^  führen  zu  zerfallenden  Kurven  und  dadurch  sich  ergebenden  Doppelpunkten 
in  der  Bildfigur,  denen  nicht  zerfallende  Kurven  auf  der  Oberfläche  entsprechen. 
Vgl.  Jäckel  S.  49. 
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Jeder  von  den  55  Kegelschnitten  trifft,  wie  die  Abbildung 
zeigt,  die  2  •  9  =  18,  welche  mit  ihm  in  einer  Stützgerade 
übereinstimmen,  gar  nicht,  die  36  übrigen  einmal. 

Interessant  sind  sechsgliedrige  geschlossene  Kegelschnitts- 
Ketten,  in  denen  jeder  Kegelschnitt  die  beiden  Nachbarn  trifft,  die 
übrigen  nicht,  z.  B.: 

-^12  -^84  ^51  -^23  ^41  ^53  *7 

in  der  Bildebene  Z'  haben  wir  die  fünf  Punkte  L^,  L^,  L^,  L^,  L^ 
und  die  beiden  Geradentripel  von  Z/,  L^  nach  L.{^  LI,  L5';  ihnen 
entsprechen  zwei  Kegelschnitts-Tripel.  Jeder  der  sechs  Kegelschnitte 
bekommt  in  der  Kette  zu  Nachbarn  die  beiden  aus  dem  andern  Tripel, 
die  er  schneidet. 

Es  gibt  also  11-  •  53  =  462  •  10  =  4620  Ketten  und  jeder  Kegel- 
schnitt K  nimmt  an  Og  •  2  •  3  =  84  •  6  =  504  Ketten  teil.^) 


§  131.   Die  Flächen  w^^'"  Ordnung  mit  einer  (w  — 2) -fachen  Gerade, 
insbesondere  diejenige  4.  Ordnung. 

Die  Fläche  4.  Ordnung  mit  einer    doppelten   Gerade    subsumiert  921 
sich  dem  allgemeineren  Falle  der  Flächen  5"-2  '^^^^  Ordnung  mit 
einer    (w  — 2)- fachen    Gerade    d,    dem    auch   die   kubische  Fläche 
angehört.     Wir  woUen   deshalb    diesen   allgemeinen  Fall  hinsichtlich 
seiner  Abbildbarkeit  untersuchen. 

Als  bekannt  setzen  wir  voraus  die  Zahl: 

-^ W  =  \{n  +  1)  {n  -t-  2)  (n  -j-  3)  -  1 
der  Bedingungen,  denen  eine  Fläche  9^*®'^  Ordnung  unterworfen  werden 
kann,    insbesondere,    daß  sie  durch  soviel  gegebene  Punkte  eindeutig- 
bestimmt    ist,    während  iV(w)  —  1   Punkte    einen    Büschel,    'N(n)  —  2 
Punkte  ein  Netz  von  Flächen  bestimmen. 

Eine  wichtige  Erkenntnis  ist,  mit  wie  vielen  gegebenen 
Punkten  die  Bedingung  äquivalent  ist,  daß  eine  gegebene 
Gerade  d  für  die  zu  bestimmende  Fläche  r-fach  sei.  Wir  be- 
zeichnen diese  Anzahl  mit  'N^  und  wollen  zunächst  die  Differenz 
iV/  —  iV/_^  ermitteln. 

Durch  Erfüllung  der  iV/_i  Bedingungen  sei  erreicht,  daß  die 
Fläche  n^^^  Ordnung  die  Gerade  d  zur  (r—1)- fachen  hat.  Durch 
einen  Punkt  D^  von  d  ziehen  wir  r  Geraden,  welche  in  der  nämlichen 
Ebene  liegen,  und  legen  die  Fläche  weiter  durch  die  Nachbarpunkte 
von  Dj  auf  diesen  Geraden;  dadurch  wird  D^  ein  r-facher  Punkt; 
denn  für  einen  (r—  1) -fachen  Punkt  gibt  es  in  einer  Ebene  durch  ihn 
nur  r  —  1  Geraden,    welche    in    ihm   r   vereinigte    Schnitte    mit    der 

1)  Vgl.  Jäckel  S.  27. 
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Fläche  haben.  Dies  tun  wir  insgesamt  für  w  —  r  +  2  Punkte  JD^yB^,  ... 
auf  d.  Dann  begegnet  der  Restscbnitt  einer  beliebigen  Ebene  durch  d 
mit  der  Fläche  von  der  Ordnung  n  —  r  -{-  \  der  Gerade  d  in  den 
n  —  r  -\-  2  Punkten  D^,  .  .  .,  d.  h.  d  gehört  zu  diesem  Schnitte.  Jede 
Ebene  durch  d  schneidet  also,  außer  in  d,  noch  in  einer  Kurve 
(w  — r)*^^  Ordnung,  d  ist  r-fach  auf  der  Fläche.  Weil  derselben 
r{n  —  r-\-2)  weitere  (lineare)  Bedingungen  auferlegt  worden  sind,  so 
haben  wir: 

also  auch: 

N-_,  =  JV/_2  4-  (r- 1)  (^  -  (r- 1)  +  2), 


endlich,  wie  bekannt: 

was    auch   der  Wert   von   r{n  —  r-\-2)    für   r  ==  1    ist.     Daher   durch 
Addition: 

r  r  r 

1  11 

=  (^  +  2)  .  ir(r+l)  -  ir(r  +  l)(2r+l) 
=  -^r(r+l)(3w-2r  +  5).i) 

Daß  eine  gegebene  Gerade  d  für  eine  Fläche  n^^^  Ord- 
nung r-fach  sei,  ist  äquivalent  mit  so  vielen  linearen  Be- 
dingungen oder  so  vielen  gegebenen  einfachen  Punkten. 

In  den  beiden  Fällen  r  =  n  —  l  und  r  =  n  —  2  ergibt  sich: 

in(n—l)(n-\-l) 
und 

i(n-l)(n-2)in  +  9), 

so  daß  noch  übrig  bleiben  3n  bzw.  6n  —  3  Bedingungen. 

Die  Flächen  n*®'^  Ordnung  mit  einer  (w—1) -fachen  Gerade  sind 
Regelflächen.  Für  eine  kubische  Regelfläche  ist  daher  die  doppelte 
Leitgerade,  wenn  sie  gegeben  ist,  mit  zehn  Bedingungen  äquivalent, 
und  bleiben  noch  neun  zur  Verfügung;  geben  wir  weiter  die  einfache 
Leitgerade,  so  sind  das  vier  Bedingungen,  und  wir  können  noch  fünf 
Punkte  geben,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  durch  sie  gehenden  Er- 
zeugenden, also  so  viele  Paare  entsprechender  Punkte  für  die  Korre- 
spondenz [1,  2],  welche  die  Erzeugenden  auf  den  Leitgeraden  hervor- 
rufen; wir  wissen,  daß  eine  solche  Korrespondenz  durch  so  viele 
Paare  eindeutig  bestimmt  ist  (Nr.  156).  Oder  allgemeiner,  wenn  eine 
r-fache   und   eine  (^^  — r)-fache  Leitgerade  gegeben  sind,    so  bleiben 


1)  Nöther,  Math.  Annalen  Bd.  3,  S.  177. 
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r{n  —  r)  -\-  r-\-  n  —  r   Bedingungen    übrig,    durch    welche    die   Korre- 
spondenz [}i  —  r,  r]   zwischen  den  beiden  Punktreihen  bestimmt  wird. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zu  den  Flächen  5„"_2?  um  zunächst  922 
einige  auf  die  vielfache  Gerade  d  bezüglichen  Eigenschaften  ab- 
zuleiten. Jeder  Punkt  von  d  hat  n  —  2  (durch  d  gehende)  Berührungs- 
ebenen, und  jede  Ebene  durch  d  schneidet  noch  in  einem  Kegel- 
schnitte K  und  berührt  in  den  beiden  Punkten,  in  denen  dieser  die 
d  trifft. 

Ordnen  wir  die  Punkte  von  d  einander  zu,  in  denen  die- 
selbe Ebene  durch  d  tangiert,  so  ergibt  sich  eine  involu- 
torische  Korrespondenz  [>i  — 2];  denn  jede  der  n  —  2  Berührungs- 
ebenen eines  Punktes  von  d  hat  noch  einen  zweiten  Berührungspunkt. 
Die  2(w  — 2)  Koinzidenzen  dieser  Korrespondenz  führen  uns  zu  Ebenen 
durch  dj  deren  beide  Berührungspunkte  sich  vereinigt  haben:  der 
Kegelschnitt  ^tangiert  die  Gerade  d.  Das  sind  2 (n  —  2)  stationäre 
Berührungsebenen  durch  d. 

Ordnen  wir  andererseits  zwei  Ebenen  durch  d  einander 
zu,  welche  in  demselben  Punkte  tangieren,  so  ergibt  sich 
eine  involutorische  Korrespondenz  [2(w  — 3)];  denn  in  jedem 
der  beiden  Berührungspunkte  einer  Ebene  durch  d  tangieren  n  —  3 
andere.  Die  Koinzidenzen  dieser  Korrespondenz  führen  zu  den  4(w  —  3) 
Kuspidalpunkten  auf  d,  von  deren  n  —  2  Berührungsebenen 
sich  zwei  vereinigt  haben. 

Die  erstere  Korrespondenz  [w  — 2]  hat  2(n  —  2)(n  —  o)  Ver- 
zweigungspunkte (Nr.  172),  Punkte,  von  deren  entsprechenden  sich 
zwei  vereinigen.  Das  sind  zunächst  die  4(w  — 3)  Kuspidalpunkte  und 
dann  2(w  — 3)(n  — 4)  andere,  welche  (w  — 3)(w  — 4)  Paare  bilden, 
derartig,  daß  in  zwei  Punkten  eines  solchen  Paares  nicht 
bloß  eine,  sondern  zwei  Ebenen  berühren. 

Die  andere  Korrespondenz  [2^  —  6]  hat  2{2n  —  ß)(2n  —  l)  Yer- 
zweigungsebenen.  Das  sind  erstens  jene  2  (n  —  2)  stationären  Be- 
rührungsebenen und  zwar  jede  (n  —  3) -fach  gerechnet;  denn  bei  einer 
beliebigen  Ebene  durch  d  haben  wir  w  —  3  weitere  Tangentialebenen 
in  dem  einen  und  n  —  o  weitere  in  dem  andern  Berührungspunkte;  bei 
einer  stationären  Berührungsebene  hat  sich  jede  von  jenen  mit  einer 
von  diesen  vereinigt,  und  dadurch  ist  die  stationäre  Ebene  (n  —  3)-fache 
Verzweigungsebene  geworden.  Zweitens  befinden  sich  unter  den  Ver- 
zweigungsebenen die  Ebenen  der  (n  —  3)(w  — 4)  Paare,  die  zu  den 
oben  beschriebenen  Punktepaaren  gehören,  also  Ebenen  von  der  Be- 
schaffenheit, daß  sie  je  mit  einer  zweiten  Ebene  dieselben  Be- 
rührungspunkte haben.  Endlich  sind  noch  Verzweigungsebenen  die 
4(w  — 3)(n  — 4)  weiteren  Ebenen,  welche  in  den  Kuspidal- 
punkten tangieren. 
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Unter  den  Kegelschnitten  K  auf  gj*_2  in  den  Ebenen 
durch  d  befinden  sich  ?>n  —  4:  Greradenpaare,  deren  Ebenen 
also  noch  einen  dritten  Berührungspunkt  haben.  Dies  lehrt  die 
Charakteristiken -Formel  (Nr.  186  Anm.):  b  =  2p  —  v  für  das  System 
der  Kegelschnitte  K,  wo  b  die  Anzahl  der  Geradenpaare  ist,  während  v,  p 
die  Anzahlen  der  K  sind,  welche  eine  Gerade  treffen,  bzw.  eine  Ebene 
berühren.  Ersichtlich  ist  v  =  n  und  p  ist  gleich  der  Anzahl  der 
Tangenten,  die  an  den  Schnitt  der  Ebene  mit  %^^2  ^^^  ^®^  ^^^  ^ 
gelegenen  (l^  — 2) -fachen  Punkte  kommen,  also 

7i{n  —  l)  —  (n  —  2)(n-^)  —  2(n-2)  =  2n-2 

(infolge  der  Plücker sehen  Formeln). 

Oder  wir  beweisen,  daß  es  6^  —  8  Geraden  gibt,  welche  d  und 
drei  ebene  Schnitte  6\,  Cg?  ^'s  ^®^'  Fläche  in  getrennten  Punkten 
treffen  und  infolgedessen  auf  ihr  liegen.  Die  Regelfläche  (<?,  0^,  Og) 
ist  vom  Grade  dn  und  auf  ihr  ist  d  (3w  — 4)-fach,  C^,  C^  doppelt 
(Nr.  915);  also  wird  sie  von  C^  außerhalb  der  Leitlinien  in  6^  —  8 
Punkten  geschnitten;  die  durch  diese  gehenden  Erzeugenden  der 
Regelfläche  sind  die  fraglichen  Geraden;  in  der  Ebene,  welche  eine 
von  ihnen  mit  d  verbindet,  liegt  stets  eine  zweite. 

Enthält  5JL2?  außerhalb  d^  einen  Doppelpunkt  D,  so  liefert  die 
Ebene  dB  ein  Geradenpaar,  ist  aber  nicht  dreifache  Berührungsebene. 
Dies  Paar  zählt  für  zwei,  ist  binär.  In  der  Tat,  seine  Geraden  sind 
Erzeugenden  der  Regelfläche  (d,  C^,  C^  und  D  ist  Doppelpunkt  auf 
ihr;  legen  wir  C3,  was  erlaubt  ist,  durch  D,  so  absorbiert  dieser  Punkt 
vier  von  den  obigen  Schnitten  und  die  6^  —  12  übrigen  geben  so  viele 
nicht  durch  B  gehende  Geraden  von  ^^-^  ^^^  3w  — 6  Geradenpaare. 

Sind  ^Doppelpunkte  außerhalb  d  vorhanden,  so  bestehen 
t  binäre  und  3n  —  4^  —  2t  unäre  Geradenpaare. 

Es  soU  jetzt  gezeigt  werden,  daß,  wenn  aus  3n  —  b  —  2t  von 
diesen  unären  Ger  adenpaaren  je  eine  Gerade  herausgenommen 
wird,  welche  Geraden  dann  aUe  die  d  schneiden  und  windschief 
gegeneinander  sind,  eine  Kurve  (n  —  2y^^  Ordnung  vorhanden 
ist,  welche  d  in  n  — 3  Punkten,  jede  der  Geraden  in  einem 
Punkte  trifft  und  durch  die  t  Doppelpunkte  geht. 

Nehmen  wir  an,  es  handle  sich  um  die  Gerade  ^,  um  q  sie 
treffende  gegeneinander  windschiefe  Geraden  und  um  t  Punkte,  und 
es  soll  eine  Fläche  p^^"^  Ordnung  gerade  dadurch  bestimmt  sein,  daß 
sie  die  d  zur  (p  —  1) -fachen  Gerade  hat  —  wodurch  sie  Regelfläche 
wird  — ,  durch  q—  1  von  den  g  Geraden  geht,  d.  h.  noch  durch  je 
zwei  Punkte  auf  jeder  von  ihnen,  und  endlich  die  t  Punkte  enthält. 
Dann  muß  nach  dem  obigen  Ergebnis  sein: 

3^  =  ^+2^-2. 

Wir  nehmen  aas  den  q  Geraden  eine  zweite  Gruppe  von  q  —  1  Ge- 
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raden  und  konstruieren  die  entsprechende  Fläche  p^^""  Ordnuug;  die 
beiden  Flächen  haben  dann,  außer  d  und  den  q  —  2  gemeinsamen 
Geraden  der  beiden  Gruppen,  eine  Schnittkurve  von  der  Ordnung 

r  =  p'  -  (p-iy-  -  iq-2)  =  2p  -  q  +  1, 

welche  durch  die  t  Punkte  geht. 

Weil  eine  Ebene  durch  d  aus  jeder  der  beiden  Flächen  eine  Er- 
zeugende ausschneidet,  so  ist  der  Schnittpunkt  derselben  der  einzige 
Punkt  der  Kurve  r^""  Ordnung  in  der  Ebene  außerhalb  d.  Daraus 
folgt  erstens,  daß  diese  Kurve  r^^^  Ordnung  über  die  Gerade  d  (r  — l)-mal 
geht,  zweitens,  daß  sie  aUenj.Erzeugenden  der  beiden  Flächen  einmal  be- 
gegnet, also  auch  den  q  Geraden.  Und  umgekehrt,  jede  Kurve  r^^"^  Ord- 
nung, welche  d  (r—  l)-mal,  jede  der  q  Geraden  einmal  trifft  und  durch 
die  t  Punkte  geht,  hat  mit  jeder  der  beiden  Flächen 

(r-l)ip-l)  +  q-l+t 

Punkte  gemein,  d.  i.,  wegen  der  beiden  Gleichungen,  rp  -\-  1  Punkte, 
liegt  also  auf  ihr.  Daher  ist  unser  Restschnitt  die  einzige  der- 
artige Kurve. 

Wir  woUen  haben,  daß  r  =  n  —  2  sei;  dann  folgt  aus  den  beiden 
Gleichungen: 

Sp  =  t+2q-2, 

n  —  2  =  2p-q+l, 
daß 

p  =  2n  —  4-t,      q  =  ^n  —  b  -2t 

Damit  ist  die  obige  Behauptung  bewiesen:  Die  Kurve  (?^  — 2)**^ 
Ordnung  ist  der  Restschnitt  zweier  Flächen  f  von  der  Ordnung 
2n  —  4:  —  t,  welche  d  zur  (2n —  5  —  ^) -fachen  Gerade  haben,  je 
3w  —  6  —  2^  von  den  3^  —  5—2^  Geraden  enthalten,  und  durch  die 
t  Punkte  gehen,  wodurch  sie  eindeutig  bestimmt  sind.  Es  gibt  nur 
eine  solche  Kurve  (n  — 2)*®"^  Ordnung. 

Unsere  Kurve  (w  — 2)*^^  Ordnung  hat  nun,  wenn  d  die  (w  — 2) -fache 
Gerade  von  5j-2  ist,  die  ^n  —  b  —  2t  zu  den  3n  —  A  —  2t  unären 
Geradenpaaren  derselben  gehören  und  die  t  Punkte  Doppelpunkte  auf 
%^_2  sind,  mit  dieser  gemeinsam 

(n-2)(n-3)  +  3w  -  5  -  2t  +  2t  =  n(n-2)  +  1 

Punkte,  liegt  also  ganz  auf  ihr.  Sie  trifft  jeden  Kegelschnitt  K 
einmal  und  also  aus  dem  letzten  unären  Geradenpaare  auch  eine  Ge- 
rade, und  somit  im  ganzen  3w  —  4  —  2  t  unäre  Geraden.  Sie  begegnet 
allen  binären  Geraden,  nämlich  in  den  Doppelpunkten. 

Es  ergeben  sich  also  2^"~^~-^  solcher  ganz  auf  der 
Fläche  gjL2  gelegenen  Raumkurven  S  (n  —  2)^^''  Ordnung, 
welche    die    vielfache    Gerade    d  (w  —  3)-mal    überschreiten, 
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Sn  —  4  —  2t  unäre  Geraden  der  Fläche  treffen  und  durch  die 
t  Doppelpunkte  gehen.^) 

Gehen  wir  zunächst  von  3w  —  6  —  2  t  unären  Geraden  (aus  ver- 
schiedenen Paaren)  aus,  so  bestimmen  diese  eine  der  obigen  Flächen 
(2n  —  4  —  ty^^  Ordnung;  auf  ihr  liegen  die  beiden  Kurven  S,  welche 
diese  Geraden  und  aus  dem  vorletzten  Paare  bzw.  die  eine  und  andere 
Gerade  treffen  und  dies  dann  beim  letzten  Paare  auch  tun.  Also 
sind  die  zwei  Kurven  S^  welche  dieselben  3n—  6  — 2t  Geraden 
treffen,  durch  eine  Fläche  f  von  der  Ordnung  2n  —  4  —  t^  auf 
welcher  d  (2w  —  5  — ^)-fach  ist,  verbunden;  sie  bilden  den  Rest- 
schnitt derselben  mit  5^-2- 

Und  hat  man  eine  Gruppe  von  3n  —  4  —  2t  windschiefen 
unären  Geraden,  auf  welche  eine  S  sich  stützt,  so  führt  eine 
gerade  Anzahl  von  Vertauschungen  von  ihnen  mit  den  ge- 
paarten wiederum  zu  einer  solchen  Gruppe. 

Die  Kurven  >S  sind  unikursal,  wegen  der  n  —  3  Schnitte 
mit  d]  also  gilt  für  sie  der  Satz,  daß  man  eine  Fläche  m*®'"  Ordnung 
durch  m(n  —  2)  -{-  1  Punkte  einer  von  diesen  Kurven  legen  muß, 
damit  sie  ganz  auf  ihr  liege  ^). 

923  Wir  wollen   eine   neue  Abbildungsmethode   besprechen,    die 

zur  Ordnung  n  der  Bilder  der  ebenen  Schnitte  führt.  Sie  benutzt 
ebenfalls  eine  bestimmte  Sq  von  den  Kurven  S. 

Wir  legen,  wenn  n  =  2m  -\-  1  oder  n  =  2m  ist,  durch  d 
als  (m  —  l)-fache  Gerade  eine  Fläche  cp  m^^^  Ordnung,  welche 
auch  Sq  enthält.  Sie  hat  mit  ihr  schon  (n  —  3)(w  —  1)  Punkte 
auf  d  gemeinsam;  wir  haben  noch  3m  Punkte  zur  Verfügung.  Nehmen 
wir  von  ihnen  3m  --  1  oder  3m  —  2,  je  nachdem  n  =  2m  -\-  1  oder 
=  2m  ist,  auf  Sq,  so  hat  die  Fläche  mit  Sq  (n  —  2)m  -{-  1  Punkte 
gemein  und  enthält  sie.  Folglich  ergibt  sich  bei  ungeradem 
n  ein  Büschel  JB((p)  von  Flächen  qp,  bei  geradem  n  erhalten 
wir  einen  Büschel,  wenn  wir  die  Flächen  noch  durch  eine 
auf  Sq  sich  stützende  unäre  Gerade  ^g*  ^®^  Fläche  führen. 
Und  jede  Fläche  dieses  Büschels  schneidet  aus  %^-i7  ^^ 
beiden  Fällen,  eine  unikursale  Kurve  (n  —  1)**'"  Ordnung  aus, 
welche  über  d   (w  — 2)-mal  geht;  denn  eine  Ebene  von  d  schneidet 


1)  Diese  Ableitung  rührt  von  Nöther  her:  Math.  Annalen  Bd.  3,  S.  161  §4. 
—  Meine  Behauptung:  Math.  Annalen  Bd.  4,  S.  281,  daß  es  auf  ^3^  keine  Kurven 
3.  Ordnung  gebe,  ist  daher  nicht  richtig. 

2)  Die  Koordinaten  der  Punkte  einer  unikursalen  Kurve  q^^""  Ordnung  lassen 
sich  als  rationale  Funktionen  q^^"^  Ordnung  eines  Parameters  \  darstellen;  setzt 
man  diese  in  die  Gleichung  einer  Fläche  m^*''"  Ordnung  ein,  so  ergibt  sich  eine 
G-leichung  vom  Grade  mq  in  A,,  welche  die  mq  Schnitte  liefert.  Wenn,  und 
nur  wenn  mg-j-l  Schnitte  vorhanden  sind,  wird  diese  Gleichung  eine  Identität; 
die  Kurve  liegt  ganz  auf  der  Fläche. 
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die  beiden  Flächen   in    einem  Kegelschnitte   und   einer  Gerade,  deren 
beide  Schnitte  bzw.  auf  Sq  und  auf  unserer  Kurve  liegen. 

Im  Falle  n  =  2m  gibt  es   eine  Fläche  (m  —  l)*®'"  Ordnung, 
welche    d   zur    (m  — 2)-facben   Gerade   hat   und  durch  eine  S 
geht;   sie   schneidet   noch   eine  Kurve  S  aus;   weil  dieser  Rest- 
schnitt ebenfalls  d  (n  —  3) -mal  trifft  und  den  unären  Geraden  begegnet, 
welche  zu  den  von  der  ersteren  S  getroffenen  gepaart  sind.    Und  so 
ist  jede   der  Kurven  S  mit   einer  andern  gepaart.     Bei  n  =  4, 
wo  die  S  Kegelschnitte  sind,  ist  die  verbindende  Fläche  eine  Ebene. 
Jeder  Punkt  von   5^-2   bestimmt,  in  beiden  Fällen,  eine 
Ebene  von  d  und  eine  Fläche  von  -B((p),  die  ihn  enthalten,  und 
umgekehrt,  jede  Ebene  von  d  und  jede  Fläche  cp  von  J5(cp)  be- 
stimmen   eindeutig    einen  Punkt  auf  5^'-2?   nämlich  den  Punkt, 
in  dem   die  von  qp  in  3« -2  eii^ geschnittene  Kurve  {n  —  1)^^  Ordnung 
der  Ebene   außerhalb  d  begegnet,   oder  auch  den  Punkt,  in  welchem 
die  Gerade,  in  der  sich  die  Ebene  und  die  cp,  außer  in  d,  schneiden 
und  die  sich  auf  d  und  Sq  stützt,  der  %"^^  zum  letzten  Male  begegnet. 
Kehmen   wir   daher   in    der  Bildebene   X'  zwei  Strahlen- 
büschel 0',  0/  an,    welche    bzw.   projektiv    auf   den   Ebenen- 
büschel  d  und    den    Flächenbüschel    5(cp)    bezogen    sind,    so 
können  wir  den   Schnittpunkt    der   beiden   Strahlen,   welche 
der  Ebene  und  der  Fläche  entsprechen,  die  zu  einem  Punkte 
von  %^_2  gehören,  diesem  Punkte  zuordnen  und  haben  eine 
eindeutige  Abbildung.     Um  zur  Ordnung  n  der  Bilder  der  ebenen 
Schnitte  zu  gelangen,  ist  noch  eine  Vereinfachung  notwendig.    Es  sei 
g{^    eine    unäre    Gerade    der    5^-2?    ^^^    ^^^^   ^^^  ^0   stützt  (im  Falle 
n  =  2m  verschieden  von  ^2*)^)-     ^^®    wird    sowohl   von   einer  Ebene 
durch  d,  als  von  einer  Fläche  von  B((p)  aufgenommen,  und  dies  Paar 
gehört    daher    zu    allen    Punkten    von   g{^.      Analoges    gilt    für    alle 
weiteren    unären    Geraden   der  Fläche  3//_2;   die  sich  auf  Sq  stützen: 
ffsj  94.1 '-  -y   ^zw.  g^,  ^3,   g^y . .  ..    Wir    erhalten   für   sie  nur    Punkte 
als  Bilder.    Jenem  Paare,  dessen  Elemente  g^  enthalten,  ordnen 
wir   in    beiden    Projektivitäten    den    gemeinsamen    Strahl    0 
von  0\  0/  zu. 

Wenn  nun  C  ein  ebener  Schnitt  von  5"- 2  ^^^y  ^^  ^^^  j®^®  Ebene 
von  d  oder  der  Kegelschnitt  K  in  ihr  zwei  Punkte,  jede  Fläche  qp 
von  -B(qp)  oder  die  ausgeschnittene  Kurve  {n  —  1)*®''  Ordnung  n  —  \ 
Punkte  mit  ihm  gemein;  dadurch  kommen  die  beiden  Büschel  d  und 
jB(qp),  sowie  die  beiden  Strahlenbüschel  0\  O^'  in  eine  Korrespondenz 
\n  —  1,  2],  und  in  der  zwischen  0',  0^  ist,  wegen  des  Punktes  Cg^^j 
o'  sich  selbst  entsprechend.     Erzeugnis  dieser  Korrespondenz  ist  eine 

1)  Wegen  dieser  Geraden  ^^*,  bzw.  g^^  g*  ist  es  notwendig,  die  Zahl  t 
der  Doppelpunkte  nicht  zu  hoch  anzunehmen,  damit  solche  Geraden  noch  vor- 
handen sind.     Uns  wird  später  besonders  der  Fall  t=l  interessieren. 
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Kurve  n^^  Ordnung,  für  welche  0'  {n  —  2)- fach  und  0-^  einfach  ist, 
Sie  ist  die  Bildkurve  von  C,  und  wegen  der  Punkte  G{g^y  g^, . . .) 
geht  sie  durch  die  Bildpunkte  g^,  g^,  .  .  .,  bzw.  g^, .... 

Die  Kegelschnitte  K  haben  die  Strahlen  durch  0'  zu 
Bildern,  und  bei  den  unären  Geradenpaaren  g^g^,  94.9^  •  •  •  bildet 
sich  die  eine  Gerade  g^^y  g4^j .  .  .  in  den  Punkt  G^\  G^, ...  ab,  die 
andere  in  die  Gerade  O'iG^,  6r/, .  .  .);  bei  ungeradem  n  gilt  dies  auch 
für  ^2  i  92*'  -^^^  geradem  n  liegt  die  der  g^*  gepaarte  Gerade  g^  eben- 
falls, wegen  ihres  Schnitts  mit  g^^^  auf  einer  Fläche  von  ^(qp);  also 
entspricht  ihr  auch  ein  Punkt  G^,  und  der  ^2*  daher  die  Gerade  0'  G^ . 

Dem  Strahle  0  als  Strahl  von  0'  entsprechen  in  der  obigen 
durch  C  veranlaßten  Korrespondenz  in  0/  der  Strahl  0  und  ein 
anderer.  Jener  kommt  her  von  dem  Schnitte  von  C  mit  g^,  dieser 
von  dem  mit  der  gepaarten  Gerade  g^-^  er  trifft  0'  ständig  in  0^'; 
daraus  folgt,  daß  auf  der  Bildkurve  eines  jeden  ebenen  Schnitts  G 
dem  Punkt  Cg^  der  Punkt  0^  entspricht,  oder  daß  0^'  Bild  von  g^ 
ist  und  daher  besser  G-^  genannt  wird. 

Zwei  zu  einem  Paare  zusammengehörige  binäre  Geraden  treffen 
Sq  in  einem  Doppelpunkte  und  liegen  deshalb  auch  je  auf  einer  Fläche 
von  .B((p).  Daher  bilden  beide  sich  in  Punkte  ab,  gelegen  auf  der- 
selben Gerade  durch  0';  das  Geradenpaar  bildet  sich  in  der  Weise  in 
diese  Gerade  ab,  daß  die  übrigen  Punkte  nur  vom  Doppelpunkte  her- 
rühren, und  die  Gerade  Bild  desselben  ist. 

Demnach  liefert  jedes  der  unären  Geradenpaare  einen 
Bildpunkt,  jedes  der  binären  zwei;  so  daß  im  ganzen  3w  — 4 
Hauptpunkte  vorhanden  sind,  in  welche  sich  Geraden  ab- 
bilden. 

Die  Bildkurven  der  ebenen  Schnitte  sind  also  Kurven 
n^^""  Ordnung  mit  einem  (m  — 2)-fachen  Punkte  in  0'  und  3>^  — 4 
einfachen  festen  Punkten^).  Dadurch  entsteht  ein  dreifach  unend- 
liches System,  und  je  zwei  Kurven  desselben  haben,  wie  notwendig, 
noch  n  Punkte  gemein. 
924  Der  (w  —  2)-fache  Hauptpunkt  0'  ist  Bild  von  n  —  2  Punkten 

auf  jedem  ebenen  Schnitte;  also  entspricht  ihm  eine  Kurve  (*^  — 2)*®' 
Ordnung  auf  g^_2,  welche  jeden  K  einmal  trifft,  daher  über  d 
(i^_  3) -mal  läuft,  durch  jeden  Doppelpunkt  geht  und  diejenigen  unären 
Geraden  einmal  trifft,  die  sich  in  Geraden  abbilden;  weil  0'  auf  allen 
den  zugehörigen  Bildern  liegt.  Diese  Geraden  g{^,  5^2*  ••  •  geiien  aus 
denen,  auf  welche  Sq  sich  stützt,  nämlich  ^1*,  ^2;  •  •  •?  ^^w-  ^1*^  ^2*  9%^--'i 
durch  3n  —  C)  —  2tj  3n  —  ß  —  2t  also  eine  gerade  Anzahl  von  Ver- 
tauschungen mit  gepaarten  hervor;  daher  ist  diese  Kurve  eine  S*^ 
nennen  wir  sie  S^^.     Weil  S^    dem  0'  korrespondiert,   so  muß  der  zu 


1)  Nöther,  a.  a.  0.  §  4,  5. 
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jedem  Punkte  von  S^  gehörigen  Fläche  9  immer  der  Strahl  0'  aus 
Oi'=  G^'  entsprechen;  sie  ist  diejenige,  welche  g{^  enthält.  S^  ist  der 
Restschnitt  dieser  Fläche  mit  3^-2»  außer  Sq,  d^  g{^,  bzw.  ^2* 

Jeder  der  Kegelschnitte  K  setzt  mit  d  einen  ebenen  Schnitt  zu- 
sammen; da  jener  sich  in  eine  Gerade  durch  0'  abbildet,  so  ergibt 
sich  als  Bildkurve  von  d  eine  Kurve  (n—  1)^^  Ordnung,  welche 
durch  0'  (w  — 3)-mal  und  durch  die  3w  — 4  einfachen  Haupt- 
punkte einmal  geht  und  dadurch  gerade  bestimmt  ist:  d'"~^. 
In  der  Involution,  welche  auf  ihr  durch  die  Strahlen  von  0' 
entsteht,  sind  die  Bilder  je  der  beiden  Berührungspunkte 
einer  Ebene  durch  d  gepaart.  Andererseits  liegt  auf  ihr  die 
Involution  (w  — 2)*®°  Grades  je  der  w  — 2  Bilder  desselben 
Punktes  von  d.  Jede  Kurve  des  obigen  dreifach  unendlichen  Systems 
schneidet,  außer  festen  Punkten,  eine  Gruppe  dieser  Involution  ein; 
irgend  ein  Büschel  dieses  Systems,  entsprechend  den  Schnitten  eines 
Ebenenbüschels,  schneidet  sie  ein. 

Wir  können  die  Ordnung  der  Bildkurve  von  d  auch  dadurch 
erhalten,  daß  wir  eine  Ebene  von  d  und  eine  Fläche  von  5(qp)  ein- 
ander zuordnen,  welche  5"- 2  ^  demselben  Punkte  von  d  tangieren. 
Die  Fläche  g"_2  und  eine  Fläche  qp  m*"  Ordnung  mit  (m— l)-facher 
Gerade  d  berühren  sich  auf  d  in  2m  -\-  n  —  4:  Punkten;  denn  die 
Punkte  von  d^  in  denen  eine  Ebene  durch  d  die  eine  und  die  andere 
Fläche  tangiert,  befinden  sich  in  einer  Korrespondenz  [2(m  — 1),  n  —  2']. 
Zu  jenen  Punkten  gehören  die  n  —  3  Punkte  5o^  und,  im  Falle  w  =  2m, 
der  Punkt  <?^2*- 

Es  bleiben  n  —  2  weitere.  Aus  diesen  folgt,  daß  die  erwähnte 
Zuordnung  eine  Korrespondenz  [n  —  2,  2]  ist;  ihr  entspricht  eine  eben- 
solche Korrespondenz  zwischen  den  Büscheln  0'  und  ö^^';  in  dieser 
ist  0'  sich  selbst  entsprechend,  weil  die  Ebene  dg^*  und  die  Fläche 
aus  J5((p),  welche  ^j*  enthält,  beide  g^_2  in  dg{^  berühren.  Erzeugnis 
und  Bildkurve  von  d  ist  daher  eine  Kurve  (n  —  1)*®^  Ordnung,  auf 
welcher  0'  (n  — 3) -fach,  G^'  einfach  ist. 

Jetzt  untersuchen  wir  die  Kurve  auf  5,"_2;  welche  eine  Ge- 
rade in  Z'  zum  Bilde  hat.  Das  Verhalten  der  Gerade  zu  den 
Bildern  der  ebenen  Schnitte,  der  Gerade  d,  der  Doppelpunkte,  der 
Kegelschnitte  und  der  sich  in  Geraden  abbildenden  unären  Geraden 
g*  (derjenigen,  welche  S^  treffen)  lehrt,  daß  jene  Kurve  eine  uni- 
kursale  Raumkurve  n^^^  Ordnung  ist,  welche  d  (w  — l)-mal, 
die  Geraden  ^1*,  ^2*  •  •  •  einmal  trifft  und  durch  die  Doppel- 
punkte geht. 

Wenn  n  =  2m,  so  ist  gerade  eine  Fläche  Sr-i  inöglich, 
welche  diese  Kurve  enthält;  denn  wird  sie  durch  3m  weitere 
Punkte  derselben  gelegt,  so  hat  sie  m  -  n  -\-  1  Punkte  mit  ihr 
gemein.     Diese   Fläche   g,^_^   schneidet   aus  %"_^  weiter  eine 
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Kurve  (n  —  2y^^  Ordnung,  welche  ebenfalls  alle  K  einmal  trifft, 
also  über  d  (>^— 3)-mal  geht,  die  Knotenpunkte  enthält  und  gegen 
die  unären  Geraden  sich  umgekehrt  verhält,  wie  die  Kurve  /^*®'■  Ord- 
nung (und  wie  S^)-^  denn  jede  von  ihnen  trifft  ^m-i  ^^^  einmal  außer- 
halb dj  entweder  auf  der  einen  oder  der  andern  Kurve.  Folglich 
ist  die  Kurve  eine  S  und  liegt  mit  S^  auf  einer  Fläche  %2-2 
(Nr.  923);  sie  heiße  S*. 

Umgekehrt  durch  Sj*  gehen  oo^  Flächen  ^m'-i?  ^i^im  ii^^  reichen 
3m  — 2   Punkte   auf  S^*  hin,   um   eine   5»?-!  ^^^^^    diese  Kurve  zu 
bringen.     Dies  Flächennetz   schneidet  in  5^_2   die  Kurven  >^*®'* 
Ordnung,  welche  sich  in  die  Geraden  von  Z'  abbilden^). 
925  Bei    der    kubischen    Fläche    3i^    (ohne    Doppelpunkt)    ist 

diese  Abbildung  genau  die  frühere,  bei  welcher  zwei  wind- 
schiefe Geraden  m,  v  der  Fläche  benutzt  wurden.  Die  2*  Kurven 
S  sind  die  gegen  die  (einfache)  Gerade  d^u  windschiefen  Geraden ; 
sei  Sq^  V  eine  von  ihnen.  Die  3n  —  4  =  6  (u  treffenden)  Geraden 
der  Fläche,  welche  sich  auf  v  stützen,  seien  g{^,  O^j-  •  -Oh  (^i®  früheren 
Zj, .  .  .  Z5).  Die  Flächen  cp  sind  die  durch  v  gehenden  Ebenen.  Dem 
Punkte  X  der  Fläche  gehört  in  den  Büscheln  u  und  v  je  eine  Ebene 
zu;  für  ihre  Schnittlinie  x,  welche  u  und  v  trifft,  ist  X.  der  dritte 
Schnitt.  Ist  dann  X."  ihre  Spur  in  Z'',  das  erste  Bild  von  X  (Nr.  911), 
so  schneiden  sich  in  ihr  die  Spuren  dieser  Ebenen,  zwei  Strahlen 
durch  ?7",  Y".  Mit  den  Ebenenbüscheln  u,  v  werden  auch  die  Strahlen- 
büschel ü"y  V"  projektiv  bzw.  zu  0',  0/  in  Z',  und  im  (jetzigen) 
Bilde  X'  schneiden  sich  die  entsprechenden  Strahlen  zu  jenen.  Diese 
beiden  Projektivitäten  zwischen  ü"  und  0\  V"  und  0^  bewirken  eine 
quadratische  Transformation  (Nr.  797)  zwischen  Z''  und  Z';  in  ihr 
sind  ü'\  V"  Hauptpunkte  in  Y."  und  0',  0^  die  ihnen  homologen 
in  Z'.  Indem  wir  den  Strahlen  aus  ü'',  V"  nach  der  Spur  von  g^ 
in  beiden  Projektivitäten  den  gemeinsamen  Strahl  0  =  O'O^'  zuordnen, 
machen  wir  jene  Spur  zum  dritten  Hauptpunkte  in  Z".  Wir  haben 
wie  früher:  zunächst  windschiefe  Projektion  auf  J!'  vermittelst  u,  v 
und  dann  quadratische  TransfoiTuation. 

Bei  der  Fläche  gg*  4.  Ordnung  mit  Doppelgerade  d  ohne 
Doppelpunkt  haben  wir  acht  Geradenpaare  g^g^,.'-  und  2^  =  128 
Kegelschnitte  Sy  welche  sich  auf  d  einmal  stützen,  je  zwei 
in  einer  Ebene;  jeder  trifft  acht  Geraden  g^),  aus  jedem  Paare  eins, 
der  gepaarte  die  acht  andern.  Wir  haben  128  Hauptoktupel  von  Ge- 
raden g  und  128  Nebenoktupel:  für  jene  gibt  es  je  einen  S,  der  aUe 


1)  Für  den  andern  Fall :  n  =  2  m  -|-  1  scheint  eine  solche  einfache  Konstruk- 
tion nicht  möglich - 

2)  Es  sind  die  Kegelschnitte,  welche  sich  auf  d  und  sieben  windschiefe 
Geraden  aus  sieben  Paaren  stützen;  vgl.  das  in  Nr.  910  erwähnte  Problem  von 
C 1  e  b  s  c  h. 
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acht  Geraden  trifft,  für  diese  nicht.  Die  Vertauschung  einer  geraden 
oder  ungeraden  Zahl  von  Geraden  eines  Oktupels  mit  den  gepaarten 
führt  es  in  ein  gleichartiges  oder  ungleichartiges  über.  Für  die  Ab- 
bildung werde  Sq  benutzt  und  die  acht  treffenden  Geraden  seien  g^^^ 

Die  Flächen  des  Büschels  JB((p)  sind  2.  Grades  und  gehen  durch 
^0?  ^?  ^2*-  ^i®  ^^  einem  Punkte  X  der  Fläche  gg*  gehörigen  Ele- 
mente des  Büschels  d  und  dieses  Büschels  schneiden  sich  in  dem 
projizierenden  Strahle  x  aus  X,  der  sich  auf  d  und  Sq  stützt;  und  in 
Z"  schneiden  sie  die  Elemente  des  Strahlenbüschels  D"  und  des  Kegel- 
schnitt-Büschels (D" S^' S^" G^')  ein,  die  sich  in  X"  schneiden;  wo 
B",  S^',  S^',  G^',  X"  die  Spuren  von  B,  Sq,  g^^,  x  sind. 

Diese  Büschel  in  J."  werden  also  projektiv  zu  den  Strahlen- 
büscheln 0',  0/  in  Y\  und  den  in  X"  sich  schneidenden  Elementen 
jener  korrespondieren  die  in  X'  sich  schneidenden  von  diesen;  X'  ist 
das  jetzige  Bild  von  X. 

Der  Übergang  von  Z"  in  Y!  ist  keine  quadratische,  sondern  eine 
kubische  Transformation,  für  welche,  in  Y.",  B"  doppelter  Haupt- 
punkt und  S^\  S^'f  G2'  und  G^",  die  Spur  von  (yr^*,  einfache  Haupt- 
punkte sind. 

Bilder  der  Geraden  g^,  g^  in  T'  sind  B"{G^',  G^')-^  diese  gehen, 
als  Hauptgeraden  der  kubischen  Transformation,  in  Punkte  über,  die 
Bilder  von  g^,  g^,  während  g^,  g^,  welche  in  Z"  die  Hauptpunkte 
G^\  G^'  zu  Bildern  haben,  in  Geraden  übergehen.  Dagegen  g^y.g^ 
haben  in  Z"  und  Z'  Punkte,  ^3*,  .  .  .  ^g*  Geraden  zu  Bildern. 

Der  Strahl  x,  welcher  X  in  X"  projiziert,  beschreibt,  wenn  X 
einen  ebenen  Schnitt  C  durchläuft,  eine  Regelfläche  6.  Grades,  auf  welcher 
d  vierfach,  Sq  doppelt  ist  und  von  der  gf,  g^,  9^y  •  -  •  9^.  Erzeugenden 
sind.  Sie  schneidet  in  Z"  eine  Kurve  6.  Ordnung  ein,  welche  durch 
die  Spuren  in  der  entsprechenden  Vielfachheit  geht.  Die  kubische 
Transformation  verwandelt  sie  in  eine  Kurve  4.  Ordnung,  welche  durch 
0'  zweimal  und  die  acht  Bildpunkte  der  g  einmal  geht;  wie  das 
unsere  allgemeine  Betrachtung  erfordert. 

Einfacher  aber  ist  es,  nachdem  zunächst  vermittelst  der  Strahlen 
Xj  die  sich  auf  d  und  Sq  stützen,  in  die  Ebene  Z"  projiziert  worden 
ist,  eine  quadratische  Transformation  mit  Z"  vorzunehmen, 
für  welche  B",  S^\  S^'  Hauptpunkte  sind.  Sie  führt  ebenfalls  die 
Kurve  6.  Ordnung  in  eine  der  vierten  über,  welche  durch  B',  den  zu 
B"  homologen  Hauptpunkt,  zweimal  und  durch  die  Funkte,  in  welche 
die  Z''- Spuren  der  den  Sq  treffenden  Geraden  g  transformiert  werden, 
einmal  geht.     Diesmal  haben  also  g^,  g^  Bildpunkte,  vorhin  g^,  g^. 

1)  F.  Zimmermann,  Die  Fläche  4.  Ordnung  mit  einer  doppelten  Geraden. 
DisB.  von  Breslau,  1904.  —  In  Nr.  258  ergab  sich  ein  Spezialfall  dieser  Fläche, 
in  dem  sie  noch  vier  gegen  die  Doppelgerade  windschiefe  Geraden  besitzt. 
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Zu  ebenso  beschaffenen  Bildkurven  der  ebenen  Schnitte 
kann  man  noch  auf  eine  andere  Weise  gelangen.  Den  Pro- 
jektionsstrahl X  des  Flächenpunktes  X  projiziert  man  aus  einem 
festen  Punkte  P  von  Sq  auf  eine  Ebene  und  erhält  so  zunächst  eine 
Gerade  als  Bild  von  X,  die  man  dann  durch  Korrelation  in 
einen  Punkt  verwandeln  kann.  Zu  den  Punkten  X  eines  ebenen 
Schnitts  gehören  x^  vrelche  eine  Regelfläche  6.  Grades  bilden,  auf  der 
d  vierfach,  Sq  doppelt  ist;  daraus  folgt,  daß  alle  Ebenen  durch  d 
doppelte  Berührungsebenen  derselben  sind.  Die  projizierenden  Ebenen 
der  X  bilden  den  Tangentialkegel  aus  P  an  diese  Fläche;  er  ist,  durch 
Abscheidung  der  Büschel  um  die  beiden  durch  P  gehenden  Erzeugen- 
den, von  der  6.  auf  die  4.  Klasse  erniedrigt,  hat  Pd  zur  doppelten 
Berührungsebene  und  die  Ebenen  von  P  nach  ^j*,  g^^y  ^g,. ..,  welche 
ja  Erzeugenden  der  Regelfläche  sind,  zu  einfachen.  Bild  des  ebenen 
Schnitts  ist  daher  zunächst  eine  Kurve  4.  Klasse  mit  einer 
festen  doppelten  und  acht  festen  einfachen  Tangenten,  welche 
durch  die  Korrelation  eine  Kurve  4.  Ordnung  usw.  wird^). 
926  Wie    man    diese  Abbildung    der   Fläche  4.  Ordnung  gg*  mit 

einer  doppelten  Gerade  d  auch  hergestellt  haben  mag,  die  Haupt- 
ergebnisse sind  (mit  etwas  veränderter  Bezeichnung)  folgende: 

Bilder  der  ebenen  Schnitte  sind  die  Kurven  4.  Ordnung 
mit  einem  festen  Doppelpunkte  0'  und  acht  festen  einfachen 
Punkten  G^', .  .  .  G^.  Jener  doppelte  Hauptpunkt  0'  ist  Bild 
eines  Kegelschnitts  /S, ,  dessen  gepaarter  (in  derselben  Ebene 
gelegener)  S^^  sei.  Die  auf  diesen  letzteren  sich  stützenden 
Geraden  ^j,  ...  ^g  bilden  sich  in  die  einfachen  Hauptpunkte 
G^j...G^  ab,  die  ihnen  gepaarten  ^i*, ...  ^s*,  die  sich  auf /S^  stützen, 
in  die  Geraden  0' G^.  Die  Strahlen  durch  0'  sind  die  Bilder 
der  Kegelschnitte  K  in  den  Ebenen  durch  d,  unter  denen  sich 
die  acht  Geradenpaare  befinden. 

Die  Bildkurve  d'^  der  Doppelgerade  d  ist  die  Kurve 
3.  Ordnung  durch  die  neun  Hauptpunkte.  Sie  trägt  erstens 
die  zentrale  Involution,  mit  dem  Zentrum  0\  der  Bilder  der 
Berührungspunkte  der  Ebenen  durch  d\  Doppelpunkte  sind  die 
Bilder  der  Berührungspunkte  der  stationären  Tangentialebenen. 

Sie  trägt  zweitens  die  Involution  Id  der  Bilder  der 
Punkte  der  Doppelgerade;  weil  die  der  Kuspidalpunkte  ihre  Doppel- 
punkte sind,  so  ist  sie  ebenfalls  zentral;  wir  werden  ihr  Zentrum  bald 
ermitteln.  Jede  Kurve  4.  Ordnung  (0'^,  G^',...  G^),  Bild  eines  ebenen 
Schnitts,  schneidet  ein  Paar  ein,  und  jedes  Paar  wird  von  oo^  solchen 
Kurven  eingeschnitten. 

Einer  Gerade  x'  in  Z'  entspricht   auf  ^2*  eine  Raumkurve 


1)  Clebsch,  Math.  Annalen  Bd.  1,  S.  264. 
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4.  Ordnung  2.  Art,  welche  dreimal  über  d  geht,  die  Geraden 
9*j'-'9^  je  einmal  trifft,  dem  in  0'  sich  abbildenden  S^ 
nicht  begegnet,  also  dem  gepaarten  S^  viermal.  Man  erkennt 
diese  Kurven  als  fernere  Schnitte  der  durch  d  und  5^*  gelegten 
Flächen  2.  Grades.  Denn  die  vier  Koinzidenzen  der  Korrespondenz 
[2,  2]  der  Punkte  von  d,  in  welchen  die  gg^  ^^^  ®i^®  solche  Fläche 
von  der  nämlichen  Ebene  berührt  werden,  sind  ihre  Berührungspunkte 
auf  d'^  davon  ist  einer  der  dS^,  die  drei  andern  sind  die  Schnitte 
der  Restkurve  mit  d]  und  die  g^j .  .  .,  welche  S^^  nicht  treffen,  treffen 
diese  Kurve  nochmals. 

Die  Raumkurven  4.  Ordnung,  welche  den  Strahlen  von  0'  kor- 
respondieren, zerfallen  und  rühren  von  den  Ebenenpaaren  aus  der 
festen  Ebene  von  S^  und  S^  und  einer  beweglichen  Ebene  durch  d 
her.  Diejenigen,  welche  den  Strahlen  des  Büschels  um  das  Zentrum 
von  Id  entsprechen,  begegnen  der  d  in  einem  festen  Punkte,  der  sich 
in  das  Zentrum  abbildet,  und  zwei  in  einem  Doppelpunkte^)  vereinigten 
Punkten;  sie  werden  durch  die  Kegel  2.  Grades  eingeschnitten,  welche 
aus  den  Punkten  von  d  den  S^  projizieren.  In  der  Ebene  durch  d^ 
welche  in  dS-^^  diesen  Kegelschnitt  tangiert  und  daher  längs  d  jeden 
der  Kegel,  liegt  der  vierte  Schnitt  der  Raumkurve  unendlich  nahe 
neben  dem  von  dS^  verschiedenen  Schnitte  ihres  K  mit  f?;  dieser 
Punkt  ist  also  jener  feste  Punkt. 

Das  Zentrum  der  Involution  Ii,  ist  das  eine  Bild  des 
Punktes,  in  welchem  in  der  Ebene  ö"  durch  d,  die  den  S^ 
berührt,  der  Kegelschnitt  JE",  außer  in  dS^^  die  d  schneidet, 
und  zwar  dasjenige,  das  er  als  Punkt  mit  der  Tangential- 
ebene (T  hat. 

Der  Gerade  G^  G^  entspricht  ein  Kegelschnitt,  welcher  d  einmal, 
femer  ^3*,  .  .  .  g^  und  die  beiden  sich  ablösenden  Geraden  g^^  g^  trifft. 
Das  gibt  28  Kegelschnitte  S.  Die  Ergänzung  des  eben  be- 
sprochenen hat  zum  Bilde  die  Kurve  3-  Ordnung  {O'^^G^' . .  .G^). 

Die  Kegelschnitte  (0' G,' G,' G,' G^')  und  {0' G^  G^ G,' G^)  sind 
Bilder  von  zwei  gepaarten  Kegelschnitten  >S,  von  denen  der  erste  das 
Hauptoktupel  g^  .  .  .  .  g^g^^  .  .  .  g^,  der  andere  das  ergänzende  trifft. 
Dies  führt  zu  35  Paaren.  Es  bleibt  noch  S^  mit  dem  Bilde  0'  und 
/Si*    dessen  Bild  die  Kurve  4.  Ordnung  {O'^G^  . .  .  G^')  ist. 

Das  Bild  von  S^  zeigt  am  einfachsten,  daß  jeder  S  von  28, 
70,  28  andern  zweimal,  einmal,  gar  nicht  getroffen  wird 
und  mit  dem  betreffenden  S  zwei,  vier,  sechs  Stützgeraden 
gemein  hat. 

Ein  Oktupel  von  acht  zueinander  windschiefen  S  liefern  0'  und 
die  Geraden  G-^'{G<^,  .  .  .  G^):  jeder  S  gehört  zu  acht  solchen  Oktupeln. 

1)  Nunmehr  ist  die  Kurve  erster  Art,  Büschel -Grundkurve. 
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Die  Fläche  besitzt  8 -f- 64  +  16  •  12  =  264  dreifache  Be- 
rührungsebenen,  nämlich  die  acht  Geradenpaar-Ebenen  durch 
d,  die  64  Ebenen  mit  zwei  Kegelschnitten  S  und  durch  jede 
der  16  Geraden  12.  Jede  Ebene  durch  eine  Gerade  g  berührt  in 
den  beiden  Punkten,  in  denen  g^  außerhalb  d,  dem  Restschnitt  3.  Ord- 
nung, begegnet.  Die  Bilder  der  Restkurven  in  den  Ebenen  durch  g^^ 
bilden  einen  Büschel  3.  Ordnung  {0' G^ .  .  .  Gg)-^  der  neunte  Grund- 
punkt ist  der  zweite  Bildpunkt  von  dg{^.  Dieser  Büschel  hat  12 
Doppelpunkte. 

Die  Bilder  der  Schnitte  eines  beliebigen  Ebenenbüschels  bilden 
einen  Büschel  4.  Ordnung.  Der  gemeinsame  Doppelpunkt  0'  absor- 
biert sieben  von  den  21  Doppelpunkten;  die  20  übrigen  lehren,  daß 
die  Fläche  20.  Klasse  ist  (Nr.  920). 

Auf  die  Modifikationen,  welche  durch  außerhalb  d  gelegene  Doppel- 
punkte bewirkt  werden,  kommen  wir  im  folgenden  zu  sprechen. 


§  132.  Die  Nöthersche  Fläche  4.  Ordnung  und  die  Fläche 
5.  Ordnung  mit  einer  doppelten  Eaumkurve  4.  Ordnung  erster  Art. 

927  Mit  Hilfe    der  Flächen  %l-2    wollen    wir    uns    eindeutige 

Abbildungen  für  einige  andere  Flächen  verschaffen,  indem 
wir  zunächst  auf  eine  solche  Fläche  5"_2  eindeutig  abbilden. 

Wir  wählen  zuerst  die  interessante  Fläche  4.  Ordnung  <t> 
ohne  vielfache  Kurve,  aber  mit  einem  besonders  singulären 
Punkte,  welche  von  Nöther  gefanden  wurde  und  mit  der  auch 
Cremona  sich  beschäftigt  hat.^)  Dieser  erzeugt  sie  durch  zwei  pro- 
jektive Flächenbüschel  2.  Ordnung,  deren  sämtliche  Flächen  in  einem 
festen  Punkte  D  eine  feste  Ebene  b  berühren.  Daß  D  ein  Doppel- 
punkt der  erzeugten  Fläche  ist,  folgt  aus  Nr.  171. 

Die  Geradenpaare,  welche  b  aus  allen  Flächen  der  beiden  Büschel 
ausschneidet,  bilden  zwei  projektive  Involutionen;  viermal  haben  zwei 
entsprechende  Paare  eine  Gerade  gemein;  diese  4  Geraden  liegen 
auf  cj)  und  bilden  ihren  Schnitt  mit  b;  daraus  folgt,  daß  jeder 
andere  Strahl  von  (D^h)  vier  in  D  vereinigte  Schnitte  mit  der 
Fläche  O  gemeinsam  hat;  und  darin  besteht  die  Singularität  dieses 
Doppelpunktes  D;  er  ist  uniplan  ar,  weil  der  Kegel  2.  Grades  der  Ge- 
raden, die  in  einem  Doppelpunkte  drei  vereinigte  Schnitte  mit  der  Fläche 
gemeinsam  haben,  hier  in  zwei  vereinigte  Ebenen  ausgeartet  ist;  alle 
„Kegelkanten"  haben  sogar  vier  vereinigte  Schnitte. 

Die  Kurven,  welche  0  erzeugen,  sind  Raumkurven 
4.  Ordnung  1.  Art  mit  D  als  Doppelpunkt,  also  unikursal. 

1)  Nöther,  Göttinger  Nachr.  Mai  1871;  Cremona,  Memorie  dell'  Istituto 
di  Bologna  Sei.  III  Bd.  1  S.  395  und  Collectanea  in  memoriam  Chelini,   1881. 
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Wir  wollen  einen  der  beiden  Büschel  bevorzugen,  und  die  er- 
zeugenden Kurven  durcb  ihn  in  die  Fläche  eingeschnitten  annehmen. 
Zu  diesem  Büschel  B  konstruieren  wir  einen  projektiven  Ebenen- 
büschel mit  der  Axe  d  und  projizieren  nunmehr  jede  von  den  er- 
zeugenden Kurven  aus  7)  auf  die  Ebene,  welche  der  einschneidenden 
Fläche  entspricht,  also  in  einen  Kegelschnitt  K.'^)  Durch  jeden  Punkt 
von  d  gehen  2  von  diesen  Kegelschnitten,  weil  der  Strahl  aus  D 
nach  ihm  2  erzeugende  Kurven  trilfft,  in  seinen  weiteren  Schnitten 
mit  0.  Es  ist  also  eine  ^2*  entstanden,  und  0  ist  eindeutig 
auf  sie  abgebildet:  denn  auch  jeder  Punkt  von  gg*  gehört  zu  einem 
Kegelschnitte  dieser  Fläche  (in  einer  Ebene  durch  d),  und  dieser  ist 
Projektion  der  erzeugenden  Kurve,  welche  in  der  seiner  Ebene  ent- 
sprechenden Fläche  von  B  liegt;  und  der  Punkt  ist  Projektion  nur 
eines  Punktes  dieser  Kurve. 

Jeder  Strahl  durch  D  trifft  O  nur  noch  zweimal,  also  auch  ^s^i 
daher  ist  D  auch  Doppelpunkt  auf  gg*.  Diese  Fläche  hat  dem- 
zufolge ein  binäres  Geradenpaar,  gelegen  in  der  Ebene  dB,  und  6 
unäre.  Jenes  kommt  von  der  erzeugenden  Kurve  auf  der  entsprechen- 
den Fläche  des  Büschels  her,  welche  nicht  zerfällt;  die  Projektions- 
strahlen ergeben  im  allgemeinen  den  Punkt  B,  zwei  aber  fallen  in 
die  Ebene  Bd  und  geben  das  binäre  Paar.  Die  6  unären  Paare  aber 
weisen  auf  6  erzeugende  Kurven  hin,  welche  je  in  zwei  Kegelschnitte 
zerfallen,  von  denen  ein  Schnittpunkt  in  B  liegt.  In  diesen  12  Kegel- 
schnitten und  ihren  Ergänzungen  zu  vollen  Schnitten  haben  sich 
24  Kegelschnitte  der  Fläche  O  ergeben;  womit  wir  aber  noch 
nicht  alle  auf  derselben  befindlichen  haben. 

Die  4  Geraden  von  O  in  (D,  b)  sind  je  zwei  entsprechenden 
Flächen  der  beiden  Büschel  gemeinsam;  die  erzeugende  Kurve  zer- 
fällt je  in  die  Gerade  und  eine  kubische  Raumkurve  (mit  B  als  dem 
einen  Schnittpunkte);  diese  wird  in  den  Kegelschnitt  auf  ^^^  pro- 
jiziert und  die  Gerade  in  einen  Punkt  desselben. 

Bilden  wir  nun,  nach  der  vorangehenden  Methode,  JJa*  ^^^  ^^ 
Ebene  Y.'  eindeutig  ab,  so  ist  auch  O  eindeutig  auf  Z'  abgebildet. 
Den  4  Geraden  von  O  entsprechen  Punkte  in  Z',  durch 
welche  die  Bilder  aller  ebenen  Schnitte  von  O  einmal 
gehen. 

Weil  ein  ebener  Schnitt  jeder  erzeugenden  Kurve  viermal  be- 
gegnet und  der  ihn  aus  B  projizierende  Kegel  die  d  viermal  trifft, 
so  geht  sein  Bild  auf  ^s*  viermal  über  jeden  K  und  über  d,  ist  also  eine 
Raumkurve  8.  Ordnung  R^,  welche  auch  durch  B  viermal 
geht,  da  sie  aus  ihm  durch  einen  Kegel  4.  Ordnung  projiziert  wird. 
Die  vier  in  B  gelegenen  Punkte  entsprechen  den  Begegnungspunkten 


1)  Vgl.  Nöther,  Math.  Annalen  Bd.  3  S.  171. 
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des  ebenen  Schnittes  mit  derjenigen  erzeugenden  Kurve,  welche  dem 
binären  Paare  korrespondiert. 

Aus  der  Entstehung  von  R^  folgt,  daß  sie  sich  zu  den  gleich- 
artigen Geraden  gleichartig  verhält;  die  binären  trifft  sie  in  D,  jedes 
Paar  aus  zwei  unären  viermal,  also  jede  unäre  Gerade  zweimal.  Wir 
haben  ferner  hier,  wegen  des  Doppelpunktes  D,  auf  gg*  ^^^  ^^  =  ^^ 
Kegelschnitte  S]  alle  gehen  durch  D  und  treffen  dort  die  binären 
Geraden,  ferner  wird  jeder  von  6  unären  Geraden  getroffen  (Nr.  922). 
Wegen  dieses  gleichartigen  Verhaltens  der  S  zu  gleichartigen  Ge- 
raden, wird  auch  R^  alle  S  in  gleich  vielen  Punkten  (außer  in  D) 
begegnen;  der  Ebene  zweier  S  begegnet  sie  noch  viermal,  also  jedem 
der  beiden  S  zweimal. 

Nun  ergab  sich,  daß  jede  Eaumkurve  4.  Ordnung,  welche  in  eine 
Gerade  in  X'  sich  abbildet,  mit  einem  gewissen  S{^  und  der  d  auf 
einer  Fläche  2.  Grades  liegt  (Nr.  926).  Die  R^  trifft  diese  Fläche 
mit  ihrem  vierfachen  Punkte  D,  dann  noch  zweimal  auf  S{^,  viermal 
auf  dj  also  sechsmal  auf  jener  Raumkurve  4.  Ordnung.  Demnach 
hat  R^  und  der  ebene  Schnitt  von  O  in  X'  eine  Bildkurve 
G.Ordnung.  Diese  geht,  wie  schon  gesagt,  einmal  durch  die 
Bildpunkte  der  4  Geraden  von  O,  ferner  durch  die  6  Bildpunkte 
der  unären  Geraden  von  gg*?  welche  solche  haben,  und  zwar 
doppelt,  wegen  der  zweimaligen  Begegnung  der  R^  mit  diesen 
Geraden. 

Dem  Punkte  0'  korrespondiert  ein  Kegelschnitt  S^  (die  Er- 
gänzung von  /Sj*)  auf  ^g^;  weil  R^  über  ihn  (außer  in  D)  zweimal 
geht,  so  entspricht  dem  0'  auf  O  eine  Kurve,  die  zweimal  über 
jeden  ebenen  Schnitt  geht.  Dem  Hauptpunkte  0'  in  Z'  kor- 
respondiert auf  0  ein  Kegelschnitt,  und  das  Bild  jedes 
ebenen  Schnitts  von  0  geht  zweimal  durch  0\ 

Die  Abbildung  von  ^g*  1^  ^  ^^^  ^^^1^  2;wei  weitere  Haupt- 
punkte, die  Bilder  der  beiden  binären  Geraden;  aber  wir  fanden,  daß 
diese  nur  von  Punkten  der  O  herrühren;  folglich  entsprechen  jene 
Punkte  diesen  Punkten  und  sind  nicht  Hauptpunkte  der  Abbildung 
von  0  in  Z'. 

Demnach  ist  eine  eindeutige  Abbildung  der  Nöther- 
schen  Fläche  0  auf  eine  Ebene  gewonnen,  bei  welcher  die 
ebenen  Schnitte  übergehen  in  Kurven  6.  Ordnung  mit  sieben 
festen  Doppelpunkten  und  vier  festen  einfachen;  dieselbe, 
welche  Cremona  gefunden  hat. 
928  Daß   dem  0'   ein  Kegelschnitt  auf  O  korrespondiert,  haben  wir 

eben  gefunden.  Die  unären  Geraden  von  g2^  welche  sich  in  die  übrigen 
doppelten  Hauptpunkte  0/, .  .  .  0^'  abbilden,  sind  aus  Kegelschnitten 
auf  0  entstanden,  welche  durch  D  gehen  und  zu  zerfallenden  er- 
zeugenden Kurven  gehören;   den  andern  Kegelschnitten,  welche  diese 
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Kurven  vervollständigen,  entsprechen  auf  gg^  ^^^  Paargenossinnen 
jener   Geraden,   deren   Bilder  in   Z'  die  Geraden   O'iO^j  .  .  .  Og')  sind. 

Den  sämtlichen  sieben  doppelten  Hauptpunkten  in  Z' 
entsprechen  daher  Kegelschnitte  auf  O,  den  vier  einfachen 
L^j  .  .  .  L^  die  vier  Geraden  von  O  in  (D,  b). 

Alle  erzeugenden  Kurven  berühren  in  D  (mit  beiden  Asten)  die 
Ebene  b;  jeder  Strahl  von  (D,  b)  berührt  zwei  von  ihnen  und  der 
Punkt  J),  als  Punkt  der  einen  und  der  andern  Kurve,  oder  die  ihm 
unendlich  nahen  auf  ihnen  bilden  sich  in  die  beiden  ferneren  Schnitte 
des  Strahls  mit  ^2*  ^^5  folglich  entspricht  dem  Doppelpunkte  D  von 
0  die  ganze  Schnittkurve  von  b  mit  ggS  welche  zwei  Doppelpunkte 
hat:  auf  d  und  in  D,  Diesem  ebenen  Schnitte  von  ^2*  entspricht, 
indem  sich  die  dem  Doppelpunkte  D  korrespondierende  Gerade  durch 
0'  (auf  welcher  die  Bildpunkte  der  binären  Geraden  liegen,  die  für 
die  Abbildung  von  O  in  X'  nicht  Hauptpunkte  werden)  abspaltet, 
eine  Kurve  3.  Ordnung,  welche  durch  alle  elf  Hauptpunkte 
0',  O^y  .  .  .  0/,  Zj',  .  .  .  L^  einfach  geht.  Dadurch  kommen 
diese  Punkte  in  abhängige  Lage  und  wird  erklärlich,  daß  durch 
sie  oü^  Kurven  6.  Ordnung  möglich  sind,  mit  den  ö'  als  doppelten 
und  den  X'  als  einfachen  Punkten,  was  zuerst  auffällig  ist. 

Diese  Kurve  3.  Ordnung  d"^  ist  also  die  Bildkurve  des 
Punktes  D. 

Vom  Bilde  eines  ebenen  Schnittes  der  O,  der  durch  D  geht, 
löst  sich  diese  Kurve  3.  Ordnung  ab,  und  es  bleibt  als  eigentliches 
Bild  eine  Kurve  3.  Ordnung  durch  die  sieben  Punkte  0,  in  doppelt 
unendlicher  Mannigfaltigkeit.  Jener  ebene  Schnitt  ist  also  vom  Ge- 
schlecht 1;  der  Punkt  B  repräsentiert  zwei  nebeneinander  liegende 
Doppelpunkte,  ist  ein  Selbstberührungspunkt  der  Kurve  und 
in  Z),  mit  der  Berührungsebene  b,  berühren  sich  zwei  Schalen 
von  0. 

Weil  d'^  auch  durch  0'  geht,  so  geht  auch  der  diesem  Punkte 
entsprechende  Kegelschnitt  durch  D;  für  0^',  .  .  •  Og'  wissen  wir  es  schon. 

Einer  Gerade  in  Z'  korrespondiert,  weil  sie  das  Bild  eines 
ebenen  Schnitts  sechsmal  und  das  von  D  dreimal  schneidet,  eine 
Kurve  6.  Ordnung  auf  O,  welche  durch  D  dreimal  geht. 

Einer  Gerade,  welche  2  Punkte  0'  verbindet,  entspricht  daher, 
nach  Absonderung  von  zweien,  ein  dritter  Kegelschnitt,  der  auch  noch 
durch  D  gehen  muß.  Unter  den  21  Kegelschnitten  von  O,  die  sich 
so  ergeben,  sind  diejenigen,  welche  sich  in  0\0^,  .  .  .  Og')  abbüden, 
schon  erwälmt  worden. 

Einem  beliebigen  Kegelschnitte  in  Z'  korrespondiert  auf  0  eine 
Kurve  12.  Ordnung,  welche  sechsmal  durch  D  geht. 

Ein  Kegelschnitt  durch  fünf  Punkte  0'  ist  daher  Bild  eines 
ebenfalls   durch  D  gehenden  Kegelschnitts.     Damit   ergeben  sich  von 
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neuem  21  Kegelschnitte  auf  0;  sie  ergänzen  jene  zu  vollen  Sclinitten. 
Z.  B.  die  Kegelsclinitte,  welche  die  Gerade  0'  0^  und  den  Kegel- 
schnitt (O2', .  .  .  Oq)  zu  Bildern  haben,  begegnen  sich,  außer  in  D, 
noch  in  zwei  Punkten,  denen  die  Schnitte  der  Bilder  entsprechen. 
Sie  berühren  in  D  denselben  Strahl  von  (D,  b). 

Die  Ergänzungen  der  Kegelschnitte,  welche  sich  in  die  Punkte  0' 
abbilden,  müssen  zu  Bildern  die  volle  Kurve  3.  Ordnung  haben, 
welche  das  Bild  des  durch  D  gehenden  ebenen  Schnitts  ist,  und 
wegen  des  zweimaligen  Treffens  mit  der  Ergänzung  (außer  in  D) 
muß  der  dieser  entsprechende  Hauptpunkt  doppelt  auf  der  kubischen 
Kurve  sein.  Also  handelt  es  sich  um  die  sieben  Kurven  3.  Ordnung, 
welche  einen  der  0'  zum  Doppelpunkte,  die  sechs  andern  zu  ein- 
fachen Punkten  haben. 

Damit  haben  wir  auf  O,  zu  den  unmittelbar  gefundenen 
zwölf  Paaren,   noch    28  Paare   von   Kegelschnitten    erhalten. 

Wir  erkannten  schon,  daß  den  32  Kegelschnitten  S  auf  gg^ 
Kegelschnitte  auf  O  korrespondieren,  sowie  auch,  daß  der  dem  ^S'^ 
korrespondierende  sich  unter  den  56  Kegelschnitten  befindet.  Die- 
jenigen 15  Kegelschnitte  S  von  gg^,  welche  dem  S^  nur  in  D 
begegnen,  haben  die  Verbindungslinien  der  Punkte  0^,  .  .  .  Og'  zu 
Bildern,  ihre  15  Ergänzungen,  welche  S^  noch  ein  zweites  Mal  treffen, 
die  Kegelschnitte  durch  0'  und  vier  dieser  Punkte,  die  Ergänzung 
von  S^  endlich,  welche  ^S^^  außer  auf  d  und  in  D  noch  zweimal  trifft, 
die  Kurve  3.  Ordnung,  welche  durch  0'  zweimal,  durch  0^',  .  . .  Oq 
einmal  geht.  Also  besitzen  die  ihnen  auf  O  entsprechenden  Kegel- 
schnitte dieselben  Bilder  und  gehören  zu  den  56  aufgezählten  Kegel- 
schnitten dieser  Fläche. 
929  Wir  wenden  uns  zu  einem  zweiten  Beispiel,   das  nach  derselben 

Methode  behandelt  werden  kann:  der  Fläche  i^/  5.  Ordnung  mit 
einer  doppelten  Raumkurve  4.  Ordnung  1.  Art  d^.  Die 
Flächen   2.  Grades   durch  d^  schneiden  Kegelschnitte  ^  aus. 

Diesen  Büschel  machen  wir  projektiv  zu  einem  Ebenen- 
büschel d  und  projizieren  jeden  5?  auf  die  Ebene,  welche 
der  einschneidenden  Fläche  entspricht. 

Das  Projektionszentrum  D  legen  wir,  um  die  niedrigste 
Ordnung  der  Hilfsfläche  zu  bekommen,  in  einen  Punkt  von  #; 
der  Strahl  aus  ihm  nach  einem  Punkte  von  d  trifft  i^/  noch  dreimal, 
also  hat  die  Fläche,  welche  durch  die  Projektionen  K  der  ^  entsteht, 
die  d  zur  dreifachen  Gerade  und  ist  eine  J^s^-  Weil  ein  beliebiger 
Strahl  durch  D  die  F^^  und  sie  noch  dreimal  trifft,  so  ist  D  ein 
Doppelpunkt  auf  gg^ 

Auf  dieser  Fläche  gg^  haben  wir  (Nr.  922)  ein  binäres  und  neun 
unäre  Geradenpaare;  jenes  ist  in  der  Ebene  dD  gelegen  und  so  ent- 
standen, daß   seine  Geraden  aus  D  die  Spuren,  in  dieser  Ebene,  des 


Abbildung  vermittelst  einer  ^5^.     Sieben  Geradenpaare.  333 

entsprechenden  Kegelschnitts  ^q  projizieren.  Durch  D  gehen  femer 
auf  i^/  zwei  Kegelschnitte  ^^,  ^g?  eingeschnitten  durch  die  Flächen 
des  Büschels  (d^),  welche  in  D  die  eine  und  die  andere  Tangential- 
ebene von  D  berühren.  Projektion  von  Äj  ist  ein  Geradenpaar  ?i?i''', 
von  welchem  Z^  die  eigentliche  Projektion  von  ^j  ist^  während  ?j*  durch 
die  von  ^j  berührte  Tangentialebene  des  D  in  die  dem  ^^  entspre- 
chende Ebene  von  d  eingeschnitten  wird,  weil  als  projizierender  Strahl 
von  D  jede  Tangente  in  dieser  Ebene  angesehen  werden  kann.  Bei 
Ä\  ergebe  sich  ^2^2*-  ^^®  sieben  übrigen  unären  Geradenpaare  von 
%s^'  9if  9i*i  '  •  '  9iy  9-^  kommen  von  sieben  Geradenpaaren  g^  g^*; 
.  .  .  g-,  g-*  her,  die  sich  unter  den  Kegelschnitten  ^  der  F^ 
befinden. 

Diese  14  Geraden  der  Fläche  F^  findet  man  auch  als  die- 
jenigen, welche  sich  zweimal  auf  d^  und  zwei  ebene  Schnitte  C-^y  C^ 
stützen.     Aus  Nr.  922  ff.  entnehmen  wir: 

Auf  ^3^  sind  die  2^  Kurven  S,  welche  durch  D  gehen  und  neun 
windschiefe  unären  Geraden  treffen,  3.  Ordnung.  Für  die  Abbildung 
der  gg^  auf  Z'  sei  die  Kurve  Sq  benutzt^  welche  sich  auf  l{^,  Zg*, 
9i*j  9i  '  '  ■  96  stützt  und  aus  dem  neunten  Paare  auf  g~j  und  dann 
noch  die  g^^.  Dann  haben  g^,  g^,  .  .  .  g-,  l{^,  /g*  Bildpunkte:  G^\  G^y 
,  .  .  G^'J  L^\  -^2*  •  Dem  Punkte  0'  korrespondiert  die  Kurve  S^, 
welche  sich  auf  g^,  g^',  .  . .  g-j^y  Zj,  I^  stützt.  Die  Kurve  S^,  welche 
sich  auf  ^1*,  g^,  g^y  ^4*,  •  •  •  ^7*,  ?i,  ?2  stützt,  liegt  mit  S^  auf  einer  Regel- 
fläche 5.  Grades  p,  auf  welcher  d  vierfach  ist  und  welche  die  sieben 
diesen  beiden  Gruppen  von  neun  Geraden  gemeinsamen  Geraden  ent- 
hält (Nr.  922). 

Ein  ebener  Schnitt  von  F^  triffst  jeden  ^  zweimal  und  fünf 
Kanten  des  projizierenden  Kegels  treffen  d]  also  entspricht  ihm  auf 
Jg''  eine  Kurve  7.  Ordnung  i?',  welche  fünfmal  über  d  geht;  wegen 
des  projizierenden  Kegels  5.  Ordnung  ist  D  auf  ihr  doppelt,  in  ihn 
fallen  ja  auch  die  Projektionen  der  beiden  auf  ^^  gelegenen  Punkte 
des  ebenen  Schnittes. 

Die  Geradenpaare  l-J^^,  ?2?2*  trifft  B'^  so  zweimal,  daß  sie  \y  l^ 
zweimal,  1{^,  J^^  nicht  schneidet;  gegen  die  Geraden  g  aber  verhält  sie 
sich  gleichartig  und  trifft  alle  einmal,  wie  dies  ja  auch  der  ebene  Schnitt 
mit  den  Geraden  g  von  jP/  tut.  Ebenso  verhält  sich  R'^  gleichartig 
zu  S^  und  >Si,  welche  gleichartig  aus  den  g  und  l  hergestellt  sind. 
Der  Fläche  f'^  begegnet  i^'  mit  ihrem  Doppelpunkte,  der  auf  f^  ein- 
fach ist,  ferner  in  5-4  Punkten  auf  d,  in  5  +  2  •  2  Punkten  auf  den 
sieben  Geraden  g,  7,  die  auf  f"  liegen,  folglich  jeder  der  beiden  Kurven 
S^  und  Äj,  außer  in  D,  noch  in  zwei  Punkten;  denn  damit  ist  der 
Schnitt  von  f^  mit  ^3^  erschöpft. 

Wenn  R"^  aber  der  S^  zweimal  begegnet,  so  hat  ihre  Bildkurve 
in  Z'  den  0'  zum  zweifachen  Punkte;  durch  die  Bildpunkte  G^^  G^y 
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...  G^  geht  sie  einmal,  X^*',  Jj^'  enthält  sie  nicht.  Mit  der  Bild- 
kurve eines  ebenen  Schnitts  von  gg^,  einer  Kurve  5.  Ordnung,  welche 
durch  0'  dreimal  und  durch  die  andern  Hauptpunkt  einmal  geht 
(Nr.  923),  muß  sie,  wegen  der  Begegnungspunkte  von  W  mit  dem- 
selben, außer  3  •  2  Punkten  in  0',  sieben  in  G^,  .  .  .  G^/,  noch  sieben 
Punkte  gemeinsam  haben;  also  ist  ihre  Ordnung  |^(3  •  2  +  7  +  T)  =4. 

Diese  Bildkurve  von  B^  auf  'Q^^  ist  die  Bildkurve  des  ebenen 
Schnitts  auf  jP/.  Die  gewonnene  eindeutige  Abbildung  der 
Fläche  F^^  ist  also  derartig,  daß  den  ebenen  Schnitten  Kur- 
ven 4.  Ordnung  mit  einem  festen  doppelten  Punkte  0'  und 
sieben  festen  einfachen  Punkten  G^j  . . .  Gr^'  korrespondieren^), 
demnach  vom  Geschlechte  2,  wie  notwendig;  und  damit  ist  die  nied- 
rigste Abbildung  erreicht. 

Die  einfachen  Hauptpunkte  G^,  .  .  .  sind  Bilder  der  7  Ge- 
raden Qi, .  . .  07  auf  F^.  Dem  doppelten  0'  muß  auf  dieser  Fläche 
ein  Kegelschnitt  entsprechen;  auf  ^3^  entspricht  ihm  die  kubische 
Raumkurve  S-^.  Von  den  2^  Kurven  S  auf  ^3^  korrespondieren  den- 
jenigen 2^,  welche  sich  auf  ?^,  \  und  6  Geraden  g  stützen  und  des- 
halb noch  auf  eine  siebente,  Kegelschnitte  auf  F^-^  diese  Fläche  ent- 
hält also  64  Kegelschnitte  (S,  welche  sich  auf  je  7  windschiefe 
Geraden  g  stützen,  von  denen  6  beliebig  gewählt  werden 
können,  unter  ihnen  (S^,  welchem  auf  §3^  die  S^  und  auf  Z 
der  Punkt  0'  entspricht. 

Alle  kubischen  Raumkurven  S  auf  ^3^  treffen  d  zweimal,  mithin 
jeden  der  Kegelschnitte  K  einmal;  daher  trifft  jeder  der  Kegelschnitte 
©  auf  jP/  jeden  ^  einmal;  also  liegen  die  drei  weiteren  Schnitte  mit 
der  den  ^  einschneidenden  Fläche  (d^W)  auf  d^. 

Diese  64  Kegelschnitte  (S  auf  F^  treffen  die  Doppel- 
kurve d^  dreimal. 

Weil  das  auch  für  ©^  gilt,  so  geht  die  Bildkurve  von  d^  dreimal 
durch  0';  die  ^,  welche  von  ä^  viermal  getroffen  werden,  bilden  sich, 
wie  die  K  auf  gg*,  in  die  Geraden  durch  0'  ab;  folglich  wird  jeder 
Strahl  durch  0'  von  jener  Bildkurve  noch  viermal  geschnitten.  Da 
endlich  d^  jeder  g  zweimal  begegnet,  so  haben  wir: 

Die  Bildkurve  der  Doppelkurve  d^  ist  eine  Kurve  7.  Ord- 
nung d"^  mit  0'  als  dreifachem  und  den  (r/,  .  .  .  Gr/  als  dop- 
pelten Punkten,  also  vom  Geschlechte  5. 

Auf  ihr  haben  wir  die  Involution  Iß  je  der  beiden  Bilder 
der  Punkte  von  c?*;  und  die  Bildkurve  jedes  ebenen  Schnitts 
schneidet  4  Paare  ein. 

In  der  Ebene  k  eines  ^  befindet  sich  auf  F^  eine  Kurve  3.  Ord- 
nung £^,  welche   dem  ^,  außerhalb  d^y  noch  zweimal   begegnet.     So 


1)  Vgl.  Nöther,  a.  a.  0.  S.  202. 
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wird  die  Ebene  eine  Doppel-Berührungsebene  der  Fläche.  Die 
Bildkurve  zerspaltet  sich  in  eine  Gerade  durch  0'  und  eine  Kurve 
3.  Ordnung  durch  0'  und  die  G^ ,  .  .  .  Es  entsteht  ein  Büschel  von 
Kurven  3.  Ordnung;  also  geht  durch  jeden  Punkt  von  i^/  eine  ^^, 
wie  auch  ein  ^,  und  demnach  zwei  Ebenen  k;  in.  der  einen  liegt  er 
auf  ü,  in  der  andern  auf  Ä^;  daher  umhüllen  die  Ebenen  k 
einen  Kegel  2.  Grades.  Seine  Spitze  liegt  auf  F^  in  dem 
Punkte  V,  der  sich  in  den  neunten  Grundpunkt  V  jenes  Büschels 
abbildet.!) 

Den  Restschnitt  4.  Ordnung  in  einer  Ebene  durch  eine  Gerade  g 
der  Fläche  schneidet  diese,  außerhalb  d^,  noch  zweimal,  wodurch  die 
Ebene  eine  doppelte  Berührungsebene  wird.  Die  Bilder  sind 
verschiedenartig,  je  nachdem  g  sich  in  eine  Gerade  oder  in  einen 
Punkt  abbildet;  im  ersteren  Falle  —  g  sei  etwa  g^*,  die  sich  in 
0' G-j^  abbildet  —  sind  sie  Kurven  3.  Ordnung,  welche  einen  Büschel 
bilden;  Grundpunkte  sind  0',  G^,  .  .  .  G~  und  die  zweiten  Bilder  der 
beiden  Punkte  ^*gi*. 

Die  12  Doppelpunkte  in  diesem  Büschel  beweisen,  daß  der 
Ebenenbüschel  um  g  12  Ebenen  enthält,  die  noch  ein  drittes  Mal 
berühren. 

In  den  Ebenen  k  =  (^,  ß^)  zerfällt  7  mal  der  Kegelschnitt  und 
zwölfmal  hat  ^^  einen  Doppelpunkt,  weil  eben  die  Bilder  der  Ä^  auch 
einen  Büschel  von  Kurven  3.  Ordnung  erzeugen. 

Damit  kommen  19  dreifache  Tangentialebenen  zustande.  Und 
endlich  enthält  jede  der  64  Ebenen  der  ©  noch  eine  Kurve  3.  Ord- 
nung (S*,  und  die  drei  Begegnungspunkte,  welche  sie  außerhalb  d'^ 
haben,  machen  sie  zur  dreifachen  Berührungsebene.  So  ergeben 
sich  14  .  12  +  19  +  64  =  251  Tritangentialebenen. 

Einer  Gerade  x  in  T'  entspricht  auf  F^  eine  Raumkurve  4.  Ord-  930 
nung,  welche  über  d^  siebenmal,  über  jeden  ^  und  über  g^*,  .  .  .  g7* 
einmal  geht;  weil  die  Gerade  sich  so  zu  den  Bildern  verhält.  Sie  ist 
2.  Art,  weil  vom  Geschlechte  0  und  ohne  Doppelpunkt.  Gegen  die 
anderen  Geraden  g^,  ...  g^  und  gegen  den  Kegelschnitt  (Sj  ist  sie 
windschief 

Einer  Verbindungslinie  zweier  einfacher  Hauptpunkte,  etwa  6^/,  (rg', 
entspricht  ein  Kegelschnitt  ©,  der  den  beiden  sich  absondernden  Ge- 
raden g^,  g,  begegnet,  sowie  den  gg*,  . .  .  g^*;  der  d^  begegnet  er  drei- 
mal.    Dies  gibt  21  Kegelschnitte  ©. 

Einem  Kegelschnitt  in  Z'  entspricht  eine  Raumkurve  8.  Ordnung, 
welche  d^  14  mal  und  die  g^*,  .  .  .  zweimal  schneidet. 

Dem  Kegelschnitt  {0' G^' G^' G^G^)  korrespondiert  daher  auch  ein 
©;  die  sich  absondernden  Kurven  haben  mit  ^*  3  -f-  2  •  4  Schnittpunkte, 


1)  Math.  Annalen  Bd.  4  S.  275,  276. 
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SO  daß  3  übrig  bleiben.  Der  @  trifft  die  sieb  absondernden  Geraden 
9i7  •  •  •  94?  sowie  Qg*  .  .  .  g^*.  In  dieser  Weise  ergeben  sieb  35  Kegel- 
schnitte. Endlich  führen  die  7  Kurven  3.  Ordnung,  welche  durch  0' 
doppelt^  durch  6  der  (r/  einmal  gehen,  auch  zu  einem  ©.  Ist  G^ 
der  ausgelassene  Punkt,  so  trifft  der  ©  die  g^*  und  Qg,  ...  g^. 

Diese  21,  35,  7  Kegelschnitte  @  begegnen  der  obigen  Raum- 
kurve 4.  Ordnung  2.  Art,  welche  eine  Gerade  x  zum  Bilde  hat,  in 
1,  2,  3  Punkten,  und  von  den  7  Geraden  g^*,  .  .  .  g^*,  welche  von  ihr 
einmal  überschritten  werden,  5,  3,  1;  während  der  in  0'  sich  abbil- 
dende 64*^  Kegelschnitt  ©j  alle  7  trifft. 

Sei  @'  derjenige  von  den  (S  der  dritten  Art,  der  sich  auf  g^.* 
stützt,  so  sind  durch  c?^,  (S^  und  g^*  oo^  Flächen  3.  Ordnung  möglich; 
zu  deren  Bestimmung  legen  wir  12  Punkte^)  auf  tZ^,  4  weitere  auf 
©*"  und  1  weiteren  auf  g^*.  Jede  hat  mit  der  Raumkurve  4.  Ordnung 
schon  gemein  7+3  +  1  =  11  Punkte,  und  die  durch  2  Punkte  der 
Kurve  endgültig  bestimmte  Fläche  dieses  Netzes  nimmt  die  Kurve 
ganz  in  sich  auf^)  Dies  doppelt  unendliche  System  von  Raum- 
kurven 4.  Ordnung  auf  i^/  wird  demgemäß  durch  7  Flächen- 
netze 3.  Ordnung  in  die  Fläche  eingeschnitten;  es  ist  dem  ©^ 
zugeordnet,  dem  seine  Kurven  nicht  begegnen.^) 

Aus  dieser  Herstellung  der  Raumkurven  4.  Ordnung  können  wir 
auch  ihre  7  Begegnungspunkte  mit  d^  und  die  7.  Ordnung  von  d'" 
ableiten.  Der  Restschnitt  7.  Ordnung  einer  durch  #  gelegten 
kubischen  Fläche  trifft  einen  ^  zweimal,  in  den  beiden  letzten 
Schnitten  des  ^  mit  dieser  Fläche;  folglich  fallen  von  seinen  14 
Schnitten  mit  der  Fläche  2.  Grades  (d^,  ^)  12  auf  #.  Von  ihm  lösen 
sich  in  unserem  Falle  ©^,  g^*  ab  mit  3  +  2  Punkten  auf  d^. 

Die  Involution  auf  d!'^  bewirkt  um  den  dreifachen  Punkt  0'  dieser 
Kurve  eine  involutorische  Korrespondenz  [4].  Koinzidenzen  derselben 
können  nicht  dadurch  zustande  kommen,  daß  zwei  verschiedene  ge- 
paarte Punkte  jener  Involution  auf  demselben  Strahle  durch  0'  liegen; 
denn  das  würde  bedeuten,  daß  ein  Kegelschnitt  ^  in  einem  Punkte 
der  d^  beide  Berührungsebenen  tangiert.  Die  8  Koinzidenzen  kommen 
also  durch  Vereinigung  gepaarter  Punkte  zustande.  Die  Doppel- 
kurve enthält  acht  Kuspidalpunkte.  Die  drei  Geraden,  welche 
den  Ö  mit  den  drei  ihm  gepaarten  Punkten  verbinden,  weisen  darauf 
hin,  daß  die  Verbindungslinien  gepaarter  Punkte  der  Id  eine 
Kurve  3.  Klasse  umhüllen.  In  der  Tat,  um  einen  beliebigen 
Punkt  von  l!  entsteht  durch  In  eine  involutorische  Korrespondenz  [7] ; 
von  ihren  14  Koinzidenzen  gehen  acht  nach   den  Doppelpunkten  der 

1)  Flächen  3.  Ordnung,  S.  234. 

2)  A.  a.  0. 

3)  Es  handelt  sich  also  um  eins  der  64  Netze  von  Kurven  Q^,  welche  Math. 
Annalen  Bd.  4  S.  278  erwähnt  sind. 
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Id,  die  sechs  andern  sind  die  drei  Tangenten  jener  Kurve,  welche  ja, 
weil  es  sich  um  involutorisches  Entsprechen  handelt,  doppelt  zu 
rechnen  sind. 

Den  Tangenten  dieser  Kurve  3.  Klasse  korrespondieren 
auf  i^/  Raumkurven  4.  Ordnung,  welche  auf  (?^  einen  Doppel- 
punkt haben  (und  dadurch  erster  Art  geworden  sind). 

Eine  Berührungsebene  eines  Punktes  der  d^  hat  in  diesem  Punkte 
einen  dreifachen  Punkt,  die  Bildkurve  in  dem  einen  Bilde  einen  doppelten, 
im  anderen  einen  einfachen  Punkt. 

Der  Strahlenbüschel  0'  und  der  Büschel  3.  Ordnung  (O'G^'  . . . 
G-i'V)  sind  projektiv,  indem  die  Bilder  eines  ^  und  einer  ^^  zu- 
geordnet sind,  welche  in  derselben  Ebene  liegen.  Sie  erzeugen  folg- 
lich eine  Kurve  4.  Ordnung,  welche  durch  0'  zweimal,  durch  (r/, ... 
V  einmal  geht  und  daher  in  dem  vierfach  unendlichen  Systeme  sich 
befindet,  dem  die  Bilder  der  ebenen  Schnitte  angehören.  Zwei  homo- 
loge Elemente  der  erzeugenden  Büschel  gehen  stets  durch  vier  Paare 
der  //>;  also  liegen  die  Bilder  der  Kuspidalpunkte  auf  dieser  Kurve. 
Die  Bilder  der  ebenen  Schnitte  trifPt  sie  noch  in  fünf  Punkten,  die 
Strahlen  durch  0'  noch  zweimal.  Ihr  entspricht  also  auf  F^ 
eine  Kurve  5.  Ordnung,  welche  durch  die  Kuspidalpunkte 
und  den  ausgezeichneten  Punkt  F,  ferner  über  jeden  ^  zwei- 
mal und  jede  g  einmal  geht.  Diese  ist  der  Ort  der  beiden 
Berührungspunkte  der  Ebenen  k. 

Daraus,  daß  diese  Ebenen  einen  Kegel  2.  Grades  mit  der  Spitze  V 
umhüllen,  folgt,  daß  die  Verbindungslinien  der  Berührungs- 
punkte durch  r  gehen  und  der  Kegel  die  F^  längs  dieser 
Kurve  berührt. 

Weil  an  die  Bildkurve  von  0'  sechs  Tangenten  kommen,  so 
haben  in  sechs  Ebenen  k  die  beiden  Berührungspunkte  sich 
vereinigt:  sie  berühren  stationär. 

Daß  die  Klasse  der  Fläche  20  ist,  ergibt  sich  genau  wie  bei  F^^. 

Noch  zu  untersuchen  ist,  ob  es  Kurven  gibt,  welche  die  In- 
volution Id  in  d'''  einschneiden,  jede  Kurve  ein  Paar. 

Sämtliche  behandelten  Flächen  enthalten  oo^  unikursale  931 
Kurven,  welche  durch  einen  Flächenbüschel  eingeschnitten 
werden.  Bei  der  F^  sind  es  die  Kegelschnitte  ^,  bei  der  Nöth er- 
sehen Fläche  0  die  erzeugenden  Kurven  4.  Ordnung  der  Cremo na- 
schen Erzeugung,  welche  alle  im  ausgezeichneten  Punkt  einen  Doppel- 
punkt haben.  Bei  den  g^  _  2  sind  es  die  Kegelschnitte  in  den  Ebenen 
durch  die  (n  —  2) -fache  Gerade,  In  F^""  schneiden  die  Flächen 
2.  Grades  durch  die  Doppelkurve  d^  und  eine  Gerade  der  Fläche 
kubische  Raumkurven  ein,  in  F.^^  die  Flächen  durch  die  Doppelkurve 
und  einen  Kegelschnitt  aus  einer  der  zehn  Reihen  die  Kegelschnitte 
aus  der  verbundenen  Reihe. 

Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.  IV.  22 
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Die  kubische  Fläche  wird  durch  den  Ebenenbüschel  um  jede 
ihrer  Geraden,  die  kubische  Regelfläche  und  die  Regelfläche  4.  Grades 
mit  zwei  doppelten  Leitgeraden  und  einer  doppelten  Erzeugenden 
oder  mit  einer  kubischen  Doppelkurve  durch  den  Ebenenbüschel  um 
eine  beliebige  Erzeugende,  endlich  die  Fläche  2.  Grades  und  die 
St  einer  sehe  Fläche  durch  jeden  Ebenenbüschel  in  unikursalen  Kurven 
geschnitten.  Den  allgemeinen  Satz,  daß  eindeutige  Abbildbarkeit 
der  Fläche  auf  eine  Ebene  möglich  ist,  wenn  ein  solches  Kurvensystem 
vorhanden  ist,  hat  Nöther  analytisch  bewiesen.^).  Durch  die  in  den 
vorangehenden  Nummern  angewandte  Projektion,  läßt  sich  eine  Fläche, 
bei  welcher  der  einschneidende  Büschel  von  höherer  Ordnung  als  1 
ist,  eindeutig  auf  eine  abbilden,  bei  welcher  er  ein  Ebenenbüschel  ist; 
und  es  ist  dann  für  eine  solche  Fläche  nachzuweisen,  daß  sie  auf 
eine  Ebene  eindeutig  abbildbar  ist.^) 

1)  Math.  Annalen  Bd.  3  S.  161. 

2)  Mit  diesen  abbildbaren  Flächen  muß  ich  mich  begnügen;  für  weitere 
verweise  ich  auf  die  Abhandlungen  von  Nöther,  Math.  Annalen  Bd.  33  S.  546 
über  rationale  Flächen  4.  Ordnung,  und  von  D.  Montesano  über  homaloidische 
Flächen:  Rendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo  Bd.  2,  Rendiconti  dell' 
Istituto  Lombardo  Ser.  II  Bd.  24  und  insbesondere:  Rendiconti  delF  Accademia 
di  Napoli  1900  und  1901  (über  homaloidische  Flächen  4.  und  5.  Ordnung);  ferner 
auch  auf  Fanos  Untersuchung  der  Abbildung  einiger  Flächen  4.  Ordnung 
auf  eine  doppelte  Ebene:  Rendiconti  dell'  Istituto  Lombardo  Ser.  II  Bd.  39, 
Hill,  Mathem.  Review  Bd.  1,  American  Journal  of  Mathematics  Bd.  19. 


Elfter  Teil. 
Eindeutige  (Cremonasche)  Verwandtscliaften  im  Raume.^) 

§  133.  Allgemeine  Eigenscliafteii. 

Im  Räume  Z  sei  ein  Flächengebüsche  G  m*®^  Ordnung  932 
gegeben  und  kollinear  auf  den  Ebenenraum  T'  bezogen.  Da- 
durch werden  seine  Büschel  und  Netze  den  Ebenenbüscheln  und 
Ebenennetzen  oder  -bündeln  von  Z'  zugeordnet.  Ein  Punkt  X  von 
Z  bestimmt  in  G  ein  Flächennetz,  und  es  wird  ihm  daher  eindeutig 
der  Scheitel  X'  des  korrespondierenden  Bündels  zugeordnet;  aber 
einem  X'  entsprechen  alle  m^  Grundpunkte  des  seinem  Bündel  kor- 
respondierenden Flächennetzes,  die  im  allgemeinen  sämtlich  veränderlich 
sind.  Wenn  X'  eine  Gerade  a  durchläuft,  so  beschreiben  diese  Grund- 
punkte die  Grundkurve,  von  der  Ordnung  m^,  des  Flächenbüschels  in 
Gy  welcher  dem  Ebenenbüschel  a    entspricht. 

Nehmen  wir  an,  daß  die  Flächen  cp  von  G  alle  gewisse 
feste  Kurven  und  Punkte  gemeinsam  haben,  die  zunächst  die 
Grund  demente  von  G  heißen  mögen,  dann  können  wir  einem 
Punkt  X'  von  Z'  nur  die  veränderlichen  Grundpunkte  X  des  dem 
Ebenenbündel  X'  entsprechenden  Flächennetzes,  welche  außerhalb 
jener  Kurven  oder  jener  Punkte  fallen,  —  ihre  Anzahl  betrage  l  — 
zuordnen;  diese  durchlaufen  dann,  wenn  X'  sich  auf  a  bewegt,  den 
veränderlichen  Bestandteil  f  der  Grundkurve  des  dem  Ebenenbüschel 
a    entsprechenden  Flächenbüschels;  dessen  Ordnung  sei  n. 

Jetzt  sei  in  Z'  eine  Ebene  a',  in  Z  eine  Gerade  a  gelegt,  so  haben 
wir,  weil  diese  der  Fläche  qp,  die  jener  entspricht,  in  m  Punkten  be- 
gegnet, m  Paare  entsprechender  Punkte  X  und  X',  welche  bzw.  mit  a  und 
a'  inzidieren.  Das  bedeutet  aber  auch,  daß  die  Punkte  X',  welche 
den  X  von  a  korrespondieren,  eine  Kui*ve  m*®^  Ordnung  beschreiben, 
so  daß  m  zwei  Ordnungen  in  der  Verwandtschaft  der  Punkte 
X  und  X'  bezeichnet:  die  Ordnung  der  Fläche  qp,  welche 
von  den  ?  Punkten  X  erzeugt  wird,  die  je  den  Punkten  einer 
Ebene  a  in  Z'  entsprechen,  und  die  Ordnung  der  Kurve  f\ 
welche  der  Punkt  X'  erfüllt,  wenn  X  auf  einer  Gerade  a 
in  Z  läuft;  wobei  jedoch  a  nur  einen  der  Punkte  enthält,  welche 
einem  Punkte  von  f  entsprechen  (vgl.  Nr.  689). 

1)  Cremona,  Annali  di  Matematica  Ser.  11  Bd.  5  S.  131. 
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Legt  man  aber  eine  Ebene  a  in  Z  und  eine  Gerade  a'  in  X',  so 
gibt  es,  weil  jene  der  Kurve  n^^^  Ordnung  f,  welche  dieser  entspricht, 
in  n  Punkten  begegnet,  n  Paare  von  entsprechenden  Punkten  X  und 
X\  welche  bzw.  mit  a  und  a  inzidieren,  und  den  Punkten  X  der 
Ebene  a  entsprechen  Punkte  X\  welche  eine  Fläche  qp'  n^^^  Ordnung 
erzeugen;  ebenfalls  so,  daß  von  den  l  korrespondierenden  Punkten 
eines  Punktes  der  Fläche  cp'  im  allgemeinen  nur  einer  in  a  liegt. 

Die  zweite  Gradzahl  n  hat  auch  zwei  Bedeutungen:  die 
Ordnung  der  Fläche  qp',  die  einer  Ebene  a  in  X  korrespon- 
diert, die  Ordnung  der  Kurve  /*,  die  einer  Gerade  a  in  Y! 
entspricht. 

Dreht  man  die  Ebene  a  um  eine  Gerade  a,  so  entsteht  ein  ein- 
fach unendliches  System  von  Flächen  w*®"*  Ordnung  qp',  denen  allen  die 
Kurve  m^^^  Ordnung  f  gemeinsam  ist,  die  der  Axe  a  entspricht. 
Aber  wenn  l  >  1  ist,  ist  dies  kein  Büschel,  denn  durch  einen  Punkt 
X'  gehen  l  Flächen  dieses  Systems,  entsprechend  den  l  Ebenen  des 
Büschels  a,  welche  durch  die  l  dem  X'  korrespondierenden  Punkte  X 
gehen. 

Wir  wollen  jedoch  die  Punktverwandtschaft  in  beiderlei  Sinne 
eindeutig  haben;  dann  muß  l  =  1  sein;  die  Netze  in  G  dürfen 
nur  einen  Grundpunkt  haben,  der  nicht  mit  Grundelementen 
inzident  ist;  oder  drei  beliebige  Flächen  des  Gebüsches  dürfen  nur 
einen  Schnittpunkt  haben,  der  so  beschaffen  ist.  Das  ist  z.  B.  der 
Fall  bei  dem  Gebüsche  aller  Flächen  2.  Grades,  die  einen  Kegelschnitt 
und  einen  Punkt  gemeinsam  haben;  je  zwei  Flächen  des  Gebüsches 
haben  noch  einen  veränderlichen  durch  den  festen  Punkt  gehenden 
Kegelschnitt  gemeinsam,  der  sich  zweimal  auf  jenen  festen  Kegel- 
schnitt stützt;  einer  dritten  Fläche  des  Gebüsches  begegnet  er, 
außer  in  diesen  Stützpunkten  und  dem  festen  Punkte,  noch  einmal. 
Es  ist  hier  m  =  n  =  2. 

Oder  die  Flächen  des  Gebüsches  2.  Ordnung  haben  eine  feste 
Gerade  und  drei  feste  Punkte  gemeinsam.  Zwei  von  ihnen  schneiden 
sich  in  einer  kubischen  Raumkurve,  welche  die  Gerade  zweimal  trifft 
und  durch  die  drei  Punkte  geht;  einer  dritten  Fläche  des  Gebüsches 
begegnet  sie  daher  nur  noch  einmal.     Hier  ist  7n  =  2,  n  =  3. 

In  solchen  Fällen,  wo  l  =  1  ist,  bilden  die  Flächen  w*"  Ord- 
nung cp'  in  X',  die  den  Ebenen  eines  Büschels  in  Z  korre- 
spondieren, einen  Büschel,  weil  durch  einen  beliebigen  Punkt 
nur  eine  geht  und  daher  jeder  Punkt,  der  zweien  angehöi*t,  dann  allen 
gemeinsam  ist.  Daraus  folgt,  daß  die  cp',  welche  den  Ebenen 
eines  Bündels  in  Z  entsprechen,  ein  Netz  und  sämtliche 
Flächen  qp'  ein  Gebüsche  G'  bilden;  denn  in  derselben  Weise, 
wie  der  Ebenenraum  Z  und  seine  Bündel  aus  Büscheln  hergestellt 
werden,  so  baut  sich  das  System  der  qp'  und  seine  Netze  aus  Büscheln 
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auf.  Und  dies  Gebüsche  G'  muß  dieselbe  Eigenschaft  haben 
wie  G,  wegen  der  Eindeutigkeit  in  beiderlei  Sinn.  Seine  Grund- 
elemente müssen  so  sein,  daß  drei  beliebige  Flächen  nur  einen  mit 
ihnen  nicht  inzidierenden  Schnittpunkt  haben. 

Derartige  Flächengebüsche  heißen  homaloidisch. 

Ist  G  homaloidisch,  so  ist  es  G'  dann  von  selbst;  es  ge- 
nügt daher,  ein  homaloidisches  Gebüsche  zu  haben,  um  aus 
ihm   eine   eindeutige  Verwandtschaft  im   Räume  abzuleiten. 

Die  Grundkurve  von  G  hat  ersichtlich  die  Ordnung  m^—n,  diejenige 
von  G'  die  Ordnung  n^  —  m:,  so  daß,  wenn  n^m,  die  Bedingung 
besteht  n  ^  tn^. 

In  beiden  Räumen  befinden  sich  mn  —  1  Begegnungspunkte  einer 
Fläche  (p  und  einer  Kurve  f,  bzw.  einer  Fläche  qp'  und  einer  Kurve  f 
auf  bzw.  in  den  Grundelementen. 

Die  Flächen  qp,  qp'  der  Gebüsche  sind  (in  beiderlei  Sinne) 
eindeutig  auf  die  korrespondierende  Ebene  a,  a  abgebildet, 
sind  Homaloide,  wie  Sylvester  eindeutig  auf  eine  Ebene  abbild- 
bare Flächen  genannt  hat;  und  ebenso  sind  die  Kurven  /",  /^, 
welche  den  Geraden  a\  a  entsprechen,  unikursal,  vom  Ge- 
schlechte 0. 

Der  Grad  der  Mannigfaltigkeit  einer  unikursalen  Kurve  )u*^'"  Ord-  933 
nung  ist  4)u^);  es  gibt  z.  B.  oo"*  Geraden,  oo^  Kegelschnitte,  c»^^  ku- 
bische Raumkurven,  cx)^^  Raumkurven  4.  Ordnung  2.  Art. 

Da  wir  es  mit  oo^  Kurven  f  oder  f  zu  tun  haben,  so  müssen 
die  Inzidenzen  dieser  Kurven  mit  den  Grundelementen  4(^—1) 
bzw.  4(m— 1)  Bedingungen  involvieren;  handelt  es  sich  um  ein- 
faches Stützen  auf  eine  Grundkurve  oder  einfaches  Gehen  durch  einen 
Grundpunkt,  so  ist  das  eine  einfache  bzw.  zweifache  Bedingung. 

In  dem  ersten  der  obigen  Beispiele  homaloidischer  Gebüsche 
2.  Ordnung  sind  die  Kurven  f  Kegelschnitte;  sie  stützen  sich  zweimal 
auf  den  Grund-Kegelschnitt  und  gehen  durch  den  Grundpunkt,  was 
vier  Bedingunoren  sind.  Im  zweiten  sind  sie  kubische  Raumkurven 
und  acht  Bedingungen  unterworfen:  nämlich  zweimal  die  Grundgerade 
zu  treffen  und  durch  die  drei  Grundpunkte  zu  gehen. 

Unter  den  Grundkurven  des  Gebüsches  G  sei  eine  auf  allen 
Flächen  qp  desselben  r- fache  von  der  Ordnung  Xj  so  ist: 

1)  Die  homogenen  Koordinaten  der  Punkte  einer  unikursalen  Kurve  y^^'^  Ord- 
nung lassen  sich  als  ganze  rationale  Funktionen  ft^^°  Grades  eines  Parameters  tu 
darstellen : 

X-y  '.  x^  :  x^  '.  x^  ="  / 1  •  / 2  •  / 3  •  /4  • 

Diese  Funktionen  f^  ^*®"  Grades  enthalten  4(/x-f-l)  Konstanten,  welche  durch 
Einführung  eines  neuen  Parameters  lu'  =  "/"  —  nnd  geeignete  Wahl  von  a,  fc, 
c,  d  auf  4^  herabgebracht  werden  können. 
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und  in   G'  analog: 

Es  sei  Z  ein  Punkt  der  r- fachen  Grundkurve  x^^"^  Ordnuno"  h\  er 
hat  in  jeder  Ebene  a'  r  korrespondierende  Punkte^  weil  er  auf  jeder  cp 
r-fach  ist;  folglich  entspricht  ihm  eine  Kurve  /  r^^""  Ordnung.  Diese 
Kurve  z'  ist  allen  Flächen  qp'  des  Netzes  in  G'  gemeinsam,  welches 
dem  Ebenenbündel  Z  entspricht.  Weil  h  einer  Ebene  a  in  a;  Punkten 
begegnet,  so  liegen  auf  der  entsprechenden  Fläche  qp'  x  solche 
Kurven  z.  Ferner,  wenn  h  von  jeder  Kurve  f  in  t  Punkten  ge- 
troffen wird,  begegnet  die  entsprechende  Gerade  a'  t  Kurven  z,  und 
die  Fläche,   welche  von  den  z    erzeugt  wird,   ist  von  der  Ordnung  t 

Auf  diese  Weise  ist  jeder  Grundkurve  des  einen  Raums, 
im  allgemeinen,  eine  Fläche  zugeordnet,  welche  von  den 
Kurven  erzeugt  wird,  die  den  einzelnen  Punkten  jener  Kurve 
entsprechen. 

Diese  einer  h  entsprechende  Fläche  sei  mit  (hj  bezeichnet,  und 
die  einer  li    korrespondierende  mit  (Ji). 

Aber  es  kann  ein  Spezialfall  eintreten.  Wenn  die  Grundkurve 
von  den  Kurven  f  nicht  getroffen  wird,  so  entsteht  keine  Fläche. 
Dann  ändert  sich  die  Kurve  /  nicht  mit  dem  Punkte  Z  auf  h\  allen 
Punkten  der  Grundkurve  entspricht  dieselbe  Kurve.  Wir  haben 
dann  zwei  einander  zugeordnete  Kurven  Tc  und  h',  so  be- 
schaffen, daß  jedem  Punkte  der  einen  jeder  Punkt  der  andern 
korrespondiert.  Ist  h  r-fach  auf  den  qp  und  von  der  Ordnung  s, 
so  ist  h'  r**^^  Ordnung  und  5 -fach  auf  den  qp',  da  allen  s  Schnitten  der  h 
mit  a  dieselbe  Kurve  auf  der  zugehörigen  qp'  entspricht. 

Weil  die  Punkte  einer  Grundkurve  von  der  Eindeutigkeit  eine 
Ausnahme  machen,  so  empfiehlt  es  sich,  die  sonst  gebrauchte  Termi- 
nologie einzuführen  und  die  Kurve  Hauptkurve ^)  zu  nennen,  wobei 
dies  Wort  freilich  eine  andere  Bedeutung  hat  als  bei  den  ebenen 
Cremonaschen  Verwandtschaften.  Besser  wäre  jetzt:  Kurve  von 
Hauptpunkten.     Dort    bedeutet    Hauptkurve    die    einem    Hauptpunkte 


1)  Es  ist  wobl  richtig,  daß  die  qp  in  eine  Ebene  ein  Gebüsche  von  Kurven 
m}'^^  Ordnung  je  mit  x  r-fachen  Punkten  einschneiden;  aber  es  ist  nicht  not- 
wendig, daß  dies  Gebüsche  durch  diese  festen  Punkte  schon  bestimmt  ist;  daher 
ist  die  Formel  von  Cremona: 

\m{m-{-^)—^\xr{r-\-l)  =  3 

im  allgemeinen  nicht  richtig  (a.  a,  0.  Nr,  6).  Das  zweite  der  obigen  Flächen- 
gebüsche 2.  Ordnung  widerlegt  sie.  Sie  wird  von  Cremona  auch  nicht  weiter 
benutzt. 

2)  Ich  ziehe  das  ursprüngliche  Cremona  sehe  „Haupt-"  (principale)  dem 
sonst  vielfach  üblichen  „Fundamental-"  vor. 


Hauptkurven  von  zwei  Arten  und  Hauptpunkte.  343 

entsprechende  Kurve;  jetzt  ist  eine  Hauptkurve  eine  Kontinuum  von 
Hauptpunkten,  denen  je,  statt  eines  Punktes,  eine  Kurve  entspricht; 
für  diese  entsprechenden  Kurven  und  die,  im  allgemeinen,  von  ihnen 
erzeugte  Fläche  fehlt  nun  der  geeignete  Name. 

Solche  auf  Hauptkurven  gelegenen  Hauptpunkte  nennt  de  Paolis 
in  seiner  Abhandlung  über  „doppelte"  (zweieindeutige)  Transforma- 
tionen^) Hauptpunkte  (Fundamentalpunkte)  zweiter  Klasse. 

Wir  haben  also  zu  unterscheiden  zwischen  ordentlichen 
Hauptkurven,  deren  Punkten  verschiedene  Kurven  ent- 
sprechen, die  eine  Fläche  erzeugen,  und  außerordentlichen 
(d.  h.  im  allgemeinen  nicht  auftretenden)  Hauptkurven,  deren 
sämtlichen  Punkten  dieselbe  Kurve  entspricht.  Jene  werden 
von  den  /'  bzw.  f  getroffen,  diese  nicht. 

Wenn  das  eine  homaloidische  Gebüsche  G  gegeben  ist,  so  ist, 
nachdem  G  dem  Ebenenraum  Z'  kollinear  gemacht,  auch  das  andere 
gegeben;  seine  Ordnung  n  ergibt  sich  aus  der  obigen  Formel;  aber 
wie  erhält  man,  zunächst,  die  ordentlichen  Hauptkurven 
von  G'l  Da  kommt  es  darauf  an,  in  G  eine  Kurve  z  auf- 
zufinden, welche  mit  den  Grundelementen  sich  so  oft  be- 
gegnet, daß  durch  sie  ein  ganzes  Netz  von  cp  geht;  der 
Scheitel  Z'  des  diesem  Netze  korrespondierenden  Ebenen- 
bündels ist  ein  Hauptpunkt  und  erzeugt  eine  Hauptkurve 
Ji'y  wenn  cx)^  Kurven  z  vorhanden  sind.  Die  Zahl  der  z  auf 
einer  cp  gibt  die  Ordnung  dieser  7/,  und  die  Ordnung  der  z 
gibt  die  Vielfachheit  der  li    auf  den  qp'. 

Es  sei  0  ein  (nicht  auf  einer  Grundkurve  gelegener)  Grund- 
punkt von  Gj  X  und  p  seine  Vielfachheiten  auf  den  Flächen  cp  und 
den  Kurven  /*;  so  hat  er  je  p  entsprechende  Punkte  auf  einer  Ge- 
rade a'j  und  es  entspricht  ihm  deshalb  eine  Fläche  p*^"^  Ord- 
nung (0)'.  Diese  isolierten  Grundpunkte  können  wir  auch  als  Haupt- 
punkte der  Verwandtschaft  schlechthin  bezeichnen.^) 

Mit   einer   Fläche   (0)'  haben    die   qp'  außer  Hauptkurven   nichts 


1)  Memorie  dell'  Accademia  dei  Lincei  4.  Ser.  Bd.  1  (1885). 

2)  Bei  de  Paolis  Hauptpunkte  erster  Klasse.  —  Daraus,  daß  eine  Fläche  qp 
und  eine  Kurve  f^  außerhalb  der  Hauptelemente,  nur  einen  Schnitt  haben,  folgt, 
aber  nur  im  allgemeinen : 


m 


n=  1  +^rt-|-^\p, 


wo  die  erste  Summe  über  alle  Hauptkurven,  die  zweite  über  alle  Hauptpunkte  des 
Raumes  Z  ausgedehnt  ist.  Und  eine  ähnliche  Formel  gilt  in  Z'.  Aber  die  Bei- 
spiele werden  zeigen,  daß  die  Verhältnisse  doch  nicht  immer  so  einfach  liegen, 
daß  z.  B.  die  bloße  Yielfachheit  p  eines  Hauptpunktes  0  auf  den  f  noch  nicht 
genug  charakterisiert,  daß  mehr  als  Xp  Punkte  sich  in  0  konzentrieren  können. 
Vielleicht  ist  dies  auch  der  Grund,  weshalb  Cremona  auf  die  Aufstellung  von 
solchen  Formeln  verzichtet  hat. 
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gemein,  da  die  entsprechende  Ebene  a  im  allgemeinen  niclit  durch 
0  geht. 

934  Die   Flächen   QiJ   und   (OJ  in  r  bzw.   Qi')   und  (0')  in  H 

setzen  die  Jacobische  Fläche  des  Gebüsches  G'  bzw.  G  zu- 
sammen. Wir  haben  dazu  nachzuweisen,  daß  jeder  Punkt  einer 
dieser  Flächen  Doppelpunkt  einer  Fläche  des  Gebüsches  ist  oder 
daß  in  ihm  die  Flächen  eines  Büschels  aus  demselben  sich  berühren. 

Es  sei  D'  ein  Punkt  einer  Fläche  Qi)\  also  auf  einer  Kurve  z' 
gelegen,  die  einem  Punkte  Z  von  h  korrespondiert  und  durch  welche 
ein  ganzes  Netz  von  Flächen  qp'  von  G'  gelegt  werden  kann;  so  ziehen 
wir  durch  ihn  zwei  Strahlen,  die  mit  der  Tangente  von  /  in  D' 
nicht  in  einer  Ebene  liegen;  dann  scheiden  die  beiden  Nachbar- 
punkte von  D'  auf  diesen  Strahlen  aus  dem  Netze  eine  Fläche  qp'  aus, 
die  in  D'  einen  Doppelpunkt  hat. 

Oder,  einer  durch  Z  gehenden  Ebene  a  korrespoudiert  eine 
Fläche  qp',  welche  die  Kurve  /  enthält,  einer  Gerade  a  durch  Z  in  a 
eine  Kurve  f,  welche  in  die  Kurve  /  r*®'"  Ordnung,  wenn,  wie  oben, 
h  auf  den  qp  r-fach  ist,  und  eine  Kurve  (m  — r)*®''  Ordnung  /"/  zer- 
fällt, welche  letztere  die  eigentlich  korrespondierende  Kurve  ist.  Beide 
haben  den  Punkt  D  gemein,  der  im  Kontinuum  der  den  Punkten 
von  a  entsprechenden  Punkte  auf  f^  dem  Z  entspricht  oder,  was 
anschaulicher  ist,  dem  Nachbarpunkte  von  Z  auf  a  korrespondiert. 
Drehen  wir  a  in  a  um  Z,  so  durchläuft  dieser  Punkt  D'  die  /  und 
bringt  sie  in  eindeutige  Beziehung  zum  Büschel  (Z,  a),  so  das  /  sich 
als  unikarsale  Kurve  herausstellt.  Für  jede  Lage  des  Punktes 
D'  auf  /  oder  des  Strahls  a  im  Büschel  ist  jener  ein  Doppelpunkt  der 
Kurve  (/,  f^'),  welche  veränderlicher  Teil  der  Grundkurve  des  Büschels 
der  Flächen  qp'  ist,  die  den  Ebenen  durch  a  entsprechen.  Also  ist 
jeder  Punkt  von  /  und  daher  von  Qi)'  ein  Punkt,  in  dem  sich  die 
Flächen  eines  Büschels  aus  G'  berühren.  Daß  es  in  einem  Büschel 
von  Flächen,  die  sich  in  einem  Punkte  berühren,  stets  eine  Fläche 
gibt,  die  in  ihm  einen  Doppelpunkt  besitzt,  wissen  wir.  Damit  ist 
bewiesen,  daß  jede  Fläche  (hj  zur  Ja cobi sehen  Fläche  J'  von  G' 
gebort,  und  zwar  einfach,  weil  jeder  Punkt  nur  für  eine  Fläche  von 
G'  Doppelpunkt  ist. 

Den  Ebenen  a,  die  durch  einen  Hauptpunkt  0  gehen,  dessen 
entsprechende  Fläche  (OJ  p*®^  Ordnung  ist,  korrespondieren  Flächen 
qp',  welche  in  diese  Fläche  (0)'  und  eine  Fläche  qpg'  von  der  Ord- 
nung n  —  p  zerfallen.  Alle  diese  Flächen  qp^',  den  Ebenen  des  Bündels  0 
zugehörig,  bilden  ein  Netz;  denn  durch  zwei  Punkte  geht  nur  die 
eine,  die  der  Ebene  des  Bündels  durch  die  beiden  entsprechenden 
Punkte  entspricht;  einem  Strahl  a  des  Bündels  0  korrespondiert  eine 
Büschel-Grundkurve  (n  —  py^^^  Ordnung  aus  diesem  Netze. 
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Durch  jeden  Punkt  U'  von  (0)'  geht  ein  Büschel  von  diesen 
Flächen  cpg'  und  für  die  vollständigen  Flächen  q)'  n*®'  Ordnung,  die 
sie  mit  (0)'  bilden,  ist  er  ein  Doppelpunkt.  Also  gehört  die  Fläche 
(Oy  jedenfalls  zur  Ja c ob i sehen  Fläche  eT. 

Der  veränderliche  Teil  f^  der  Grundkurve  jenes  Büschels  ist  von 
der  Ordnung  m  —  \,  weil  die  entsprechende  Gerade  a  einer  Fläche  qp, 
außer  in   0,  so  oft  begegnet. 

Die  Punktreihe  auf  f. 2  entspricht  eindeutig  der  Punktreihe  auf  a 
und  weil  a  eben  nur  einmal  durch  0  geht,  so  kann  f^  der  Fläche 
(P)\  außer  in  Hauptelementen,  nur  einmal  begegnen.  Dieser  Be- 
gegnungspunkt U'  korrespondiert  dem  0,  insofern  er  auf  a  liegt, 
oder,  wenn  wir  wollen,  dem  Punkt  auf  a,  der  dem  0  unendlich  nahe 
ist.  Folglich  besteht  eine  eindeutige  Korrespondenz  zwischen  den 
Punkten  von  (0)'  und  dem  Strahlenbündel  0  (oder  irgend  einem  Felde, 
zu  dem  dieser  kollinear  ist).     Die  Fläche  (0)'   ist  ein  Homaloid. 

Wir  fanden,  daß  die  Kurven  f  n^^  Ordnung  in  Z,  die  den  Ge- 
raden a  von  T  entsprechen,  so  viele  Inzidenzen  mit  den  Haupt-  oder 
Grundelementen  von  G  eingehen,  daß  diese  4(w— 1)  Bedingungen 
involvieren.  Das  ist  gerade  die  Ordnung  der  Ja co bischen  Fläche  J\ 
Jede  einfache  Inzidenz  einer  f  mit  einer  Hauptkurve  li  bewirkt  einen 
einfachen  Schnitt  der  entsprechenden  a  mit  dem  Bestandteile  Qi)' 
dieser  Fläche  J']  ein  einfaches  Hindurchgehen  durch  einen  Haupt- 
punkt 0  ist  eine  zweifache  Bedingung,  und  entspricht  daher  einem 
doppelt  zu  rechnenden  Schnitte  der  a  und  der  Fläche  (0)',  so  daß, 
wenn  die  f  nur  einfach  durch  den  0  gehen,  die  Fläche  (^0)'  —  in 
diesem  Falle  (p  =  1)  eine  Ebene  —  doppelt  unter  den  Bestandteilen 
der  Jacobischen  Fläche  zu  rechnen  ist.  Gehen  aber  alle  /'  zweimal 
durch  0,  ohne  daß  noch  weitere  Bedingungen  von  ihnen  zu  erfüllen 
sind,  so  zählt  jeder  der  beiden  Durchgänge  für  zwei  Bedingungen;  die 
a  hat  zwei  doppelt  zu  rechnende  Schnitte  mit  (0)'.  Diese  Fläche 
ist  eine  doppelt  zu  rechnende  Fläche  2.  Ordnung.  Sollen  aber  z.  B. 
die  beiden  Äste  jeder  f  in  0  eine  gegebene  Ebene  uj  tangieren,  so 
involviert  jeder  Durchgang  drei  Bedingungen;  die  Fläche  2.  Ordnung 
(0)'  ist  dreifach  zu  rechnen.  Allgemein,  wenn  die  f  so  sich 
zu  0  verhalten,  daß  p  Durchgänge  stattfinden,  die  p'  Be- 
dingungen   absorbieren,    so    ist    (0)'    eine    — fach    zu    J'    zu 

rechnende    Fläche    p*^'"  Ordnung;    so   daß   p'   stets    ein  Vielfaches 
von  p  sein  muß. 

Und  da  so  die  volle  Ordnung  4(w—  1)  der  Jac ob i sehen  Fläche  J"' 
erschöpft  wird  durch  die  mit  4(n— 1)  Bedingungen  äquivalenten  In- 
zidenzen der  f  mit  den  Hauptelementen,  so  kann  das  Gebüsche  G' 
keine  anderen  Doppelpunkte  bei  seinen  Flächen  haben,  als 
die  im  vorangehenden  behandelten. 
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Es  sei  Z  ein  Punkt  der  r-fachen  (ordentlichen)  Hauptkurve  h^ 
a  ein  Strahl  durch  ihn  5  die  ihm  korrespondierende  Kurve  f  m*"  Ord- 
nung zerfällt  in  die  Kurve  z\  die  dem  Z  allein  entspricht,  und  eine 
(unikursale)  Kurve  f^'  (m  —  rf^''  Ordnung,  die  jener  in  dem  Punkte 
begegnet,  der  im  Kontinuum  der  Punkte  von  f^  dem  Z  korrespon- 
diert. Wegen  der  00^  Strahlen  a  durch  Z  haben  wir  auch  00^  Kurven  /*^'; 
also  sind  diese  4(m  — r)  — 2  Bedingungen  unterworfen,  von  denen 
eine  die  Begegnung  mit  /  ist,  die  andern  4(m  — r)  — 3  Inzidenzen 
mit  den  Hauptelementen  sind.  Weil  ein  anderer  Punkt  Z  von  Ji  zu 
einer  andern  /  führt,  so  gehört  zu  jedem  Z  von  h  ein  besonderes 
System  von  oo^  Kurven  f^.  Den  4(m  — r)  — 3  Inzidenzen  entsprechen 
ebenso  viele  Schnitte  der  jeweiligen  a  mit  der  Jacob ischen  Fläche  J 
von  G  (unter  Berücksichtigung  der  im  vorangehenden  besprochenen 
Yielfachheiten),  außer  Z.     Folglich  fallen  in  Z  selbst 

^,    .,,  4(m  — 1)  —  {4(m~r)  —  3}  =  4r  —  1 

Schnitte.  ^ 

Jede  ordentliche  r-fache  Hauptkurve  ist  auf  der  be- 
treffenden Jacobischen  Fläche  (4r— l)-fach. 

Dies  findet  in  folgender  Überlegung  seine  Bestätigung.  Den  ver- 
schiedenen Punkten  Z  von  h  entsprechen  oo^  unikursale  Kurven  s 
^ter  Ordnung;  also  muß  jede  4r  —  1  Inzidenzen  mit  den  Haupt- 
elementen erfüllen,  woraus  wiederum  folgt,  daß  der  zugehörige  Z  so 
oft  auf  der  Jacob  ischen  Fläche  J  liegt. 

Wenn  es  sich  aber  um  eine  außerordentliche  Hauptkurve  Tz  handelt, 
so  ergibt  sich,  weil  /  immer  die  h'  ist,  ein  einziges  System  von 
00^  Kurven  f^,  welche  den  oo^  Strahlen  a  korrespondieren,  die  der  Ti 
begegnen.  Diese  Kurven  sind  4(m  — r)  —  3  Bedingungen  unterworfen, 
nämlich  der  Inzidenz  mit  h'  und  4  {m  —  r)  —  4  Inzidenzen  mit  andern 
Hauptelementen  in  Z';  diese  weisen  auf  ebenso  viele  Schnitte  irgend 
einer  die  h  treffenden  a  mit  der  Jacob  ischen  Fläche  von  Z  hin; 
woraus  folgt,  daß  h  auf  derselben  4r-fach  ist. 

Eine  außerordentliche  auf  den  Flächen  des  Gebüsches 
ihres  Raums  r-fache  Hauptkurve  ist  auf  der  Jacobischen 
Fläche  desselben  4r-fach. 

In  dem  besonderen  Falle,  daß  die  Kurve  s\  die  einem  Punkte  Z 
einer  r-fachen  (ordentlichen)  Hauptkurve  h  korrespondiert,  eben  ist, 
hat  die  Fläche  qp  von  G,  welche  ihrer  Ebene  a  entspricht,  in  Z  einen 
(r 4- 1)- fachen  Punkt.  Denn  die  Kurve  /"/  (w— r)*®'  Ordnung,  welche 
mit  /  die  f  bildet,  die  einer  durch  Z  gehenden  Gerade  a  entspricht, 
trifft  a',  außer  auf  z,  noch  in  m  —  r  —  1  Punkten;  also  trifft  a  die 
korrespondierende  cp,  außer  in  Z,  noch  in  ebenso  vielen  Punkten, 
d.  h.  Z  ist  (r4-l)-fach  auf  dieser  qp. 

Fallen  z.  B.  die  aUen  Punkten  der  h  zugehörigen  8  in  dieselbe 
Ebene,  so  ist  für  die  dieser  Ebene  entsprechende  9  die  Kurve  h  (r-j-  l)-fach. 
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Und  wenn  r=l,  also  die  /  Geraden  sind,  so  haben  die  qp,  die 
den  Ebenen  durch  eine  solche  Gerade  entsprechen,  alle  die  h  zur 
Doppelkurve. 

Den  oo*  Strahlen  durch  einen  Hauptpunkt  0,  welcher  auf  den  qp 
X-fach  ist,  entsprechen  oo^  Kurven  f^  von  der  Ordnung  m  —  \,  welche 
also  4(w2  — X)  —  2  Inzidenzen  mit  den  Hauptelementen  haben,  denen 
dann  Schnitte  des  betreffenden  a  mit  der  Jaco bischen  Fläche  von  G 
korrespondieren;  daraus  folgt,  daß  in  0 

4(w-l)-  {4(m-X)-2}  =4\-2 

Schnitte  sich  konzentrieren. 

Ein  Hauptpunkt  0,  welcher  auf  den  Flächen  qp  von  G 
X-fach  ist,  gehört  der  Jacobischen  Fläche  dieses  Gebüsches 
(4X  —  2)-fach  an. 

Man  hat  den  Begriff  des  Geschlechts  einer  räumlichen  Verwandt- 
schaft eingeführt.^)  Sind  die  Ebenen  a  und  die  Fläche  qp'  und  anderer- 
seits a'  und  qp  entsprechend,  so  gilt  dies  auch  für  die  ebenen  Kurven 
aqp  und  a'qp';  sie  haben  also  das  nämliche  Geschlecht,  und  dieses 
gemeinsame  Geschlecht  der  ebenen  Schnitte  der  Fläche  des 
einen  Raums,  die  den  Ebenen  im  andern  korrespondieren, 
wird  das  Geschlecht  der  Verwandtschaft  genannt.^) 


§  134.   Hersttillungsmethode  und  Verwandtschaften,  bei  denen  das 
eine  Gebüsche  aus  Flächen  2.  Grades  besteht. 

Jede  Fläche  qp  des  einen  Gebüsches  ist,  wie  schon  gesagt  wurde,  935 
eindeutig  auf  die  entsprechende  Ebene  a  des  andern  Raums  ab- 
gebildet, ein  Homaloid.  Bevorzugen  wir  ein  Paar  qpQ,  a^  und  stellen 
wir  noch  eine  zweite  eindeutige  jibbildung  von  qp^  auf  die  Ebene  TT 
her,  so  ergibt  sich  eine  Cremonasche  Verwandtschaft  zwischen  den 
Ebenen  TT  und  a^';  den  Geraden  von  Qq',  als  Axen  von  Ebenenbüscheln 
in  Z',  zu  denen  a^'  gehört,  entsprechen  die  Bilder  f  der  auf  qpQ  ge- 
legenen Teile  f  der  Grundkurven  der  Büschel,  zu  denen  qp^  gehört.  Die 
Sparen  der  h"  in  a^'  werden  Hauptpunkte  dieser  Verwandtschaft,  ihnen 
entsprechen  in  TT  die  Bilder  z  der  auf  qpQ  befindlichen  Kurven  ^,  die 
ihnen  zugehören.  Ferner,  wenn  es  auf  qpQ  ausgezeichnete  Punkte  gibt, 
welche  durch  die  Abbildung  in  Kurven  in  TT  übergehen,  so  sind  die 


1)  Loria,  Sulla  classificazione  deUe  transformazioni  razionale  delle  spazio. 
Rendiconti  dell'  Istituto  Lombardo  ser.  II  Bd.  23. 

2)  Z.  B.  Über  die  drei  Typen  involutorischer  Verwandtschaften  vom 
Geschlechte  0:  Aschieri,  Rendiconti  dell'  Istituto  Lombardo  ser.  II  Bd.  14, 
Martinetti,  ebenda  Bd.  18,  Montesano,  ebenda  Bd.  21  (zwei  Abhandlungen) ; 
über  involutorische  Transformationen  beliebigen  Geschlechts  und  vom  Grade  2n-\-l: 
Montesano,  Giornale  di  Matematiche  Bd.  31. 
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ihnen  in  a^'  korrespondierenden  Punkte  ebenfalls  Hauptpunkte  der 
Verwandtschaft  (H,  a^)  und  jene  Kurven  die  ihnen  zugehörigen  Haupt- 
kurven. 

Aber  die  Abbildung  (qp^,  TT)  liefert  auch  Hauptpunkte  in  TT, 
denen  Kurven  auf  qp^  entsprechen.  Ist  0  die  Zahl  der  Begegnungs- 
punkte einer  f  auf  cp^  mit  einer  solchen  Kurve,  so  geht  das  Bild  f 
e-mal  durch  den  entsprechenden  Hauptpunkt,  und  derselbe  wird 
0-facher  Grundpunkt  des  Netzes  der  f  oder  G-facher  Hauptpunkt  der 
(TT,  a^')  in  TT.  Es  können  aber  noch  andere  Hauptpunkte  in  TT  vor- 
handen sein,  und  die  Anwendungen  werden  zeigen,  wie  dieselben  sich 
ergeben.  ^) 

Hat  man  nun  vermittelst  der  Eigenschaften  der  Abbildung  (cpo;l^) 
die  Ordnung  des  Netzes  in  TT  (oder  den  Grad  der  Verwandtschaft 
(TT,  a^')),  so  wie  die  Zahl  und  die  Vielfachheiten  der  eben  besprochenen 
Hauptpunkte  ermittelt,  so  ist  zunächst  festzustellen,  ob  es  ein  homa- 
loidisches  Kurvennetz  mit  so  beschaffenen  und  etwaigen  weiteren 
Hauptpunkten  gibt. 

Ist  es  der  Fall,  so  wird  man  dann  diese  etwaigen  weiteren 
Hauptpunkte  von  TT  auf  cp^  übertragen. 

Aber  es  scheint  gut,  erst  Beispiele  vorzuführen. 

Die  allgemeinen  Flächen  2.  Grades  sind  Honialoide  und 
können  daher  homaloidische  Gebüsche  bilden. 

Es  sei  also  qp^  eine  solche  Fläche.  Ihre  eindeutige  Abbildung 
auf  TT  geschehe  durch  die  Projektion  aus  einem  Punkte  auf  ihr.  Die 
Spuren  Q,  R  der  beiden  in  ihm  sich  schneidenden  Geraden  der  Fläche 
sind  deren  Bilder.  Die  /'  seien  zunächst  die  vollen  Büschel- 
Grundkurven,  so  daß  in  1  keine  Hauptkurven  vorhanden 
sind;  das  Gebüsche  G'  ist  4.  Ordnung,  und  die  Bilder  f  der  auf 
qpo  gelegenen  f  sind  Kurven  4.  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  §, 
B.  Das  homaloidische  Netz  in  TT  muß  also  4.  Ordnung  sein  und 
mindestens  zwei  doppelte  Hauptpunkte  haben .  Ein  solches  gibt  es. 
Die  zweite  Transformation  (Nr.  787)  bei  n  =  4  hat  solche  Netze  und 
es  ist  ^^2  =  3,  x^=  3.  Weitere  Hauptpunkte  in  TT  sind  also  ein 
doppelter  und  drei  einfache.  Diese  bedeuten,  daß  die  Kurven  /"  4.  Ord- 
nung auf  qpo  noch  durch  einen  festen  Punkt  0  zweimal  und 
durch  drei  feste  Punkte  0^,  0^,  0^  einmal  gehen. 

Bei  einem  Flächengebüsche  trägt  jede  Fläche  qp^  oo^  Büschel- 
Grundkurven,  die  zugehörigen  Büschel  verbinden  die  Fläche  mit  sämt- 
lichen Flächen    eines  Netzes    aus    dem  Gebüsche,    dem    sie  nicht  an- 


1)  In  bezug  auf  dies  Verfahren,  aus  Cremon  a sehen  Verwandtschaften 
zwischen  zwei  Ebenen  räumliche  Cr emo nasche  Verwandtschaften  abzuleiten, 
vgl.  Cremona,  Rendiconti  delF  Istituto  Lombardo,  II.  Bd.  4.  S.  269,  315;  Annali 
di  Matematica  II.  Bd.  5,  S.  139.  Ich  habe  das  Verfahren  Cremonas  etwas  mo- 
difiziert und,  wie  ich  glaube,  vereinfacht. 
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gehört,  und  jede  andere  Fläche  qp  des  Gebüsches  befindet  sich  in 
einem  dieser  Büschel  und  geht  also  durch  eine  von  jenen  auf  (p^  be- 
findlichen Grundkurven.  Dieses  Grundkurven-Netz  auf  9^  bildet  sich 
ab  in  das  homaloidische  Netz  in  TT. 

Daher  gehen  in  unserm  Falle  die  Flächen  cp  alle  durch  die  drei 
Punkte  Ol,  0^,  O3  und  berühren  in  0  die  Fläche  qp^  oder  ihre  Tan- 
gentialebene uj,    wodurch    die  f  einen  Doppelpunkt   in  0  bekommen. 

Die  Flächen  2.  Grades  9  haben  also  vier  Punkte  0,  0^, 
^2f  ^3  gemeinsam  und  berühren  in   0  eine  feste  Ebene  lu. 

Dadurch  ist  in  der  Tat  ein  homaloidisches  Flächenge- 
büsche 2.  Ordnung  entstanden.  Die  Berührung  mit  uu  in  0  involviert 
drei  lineare  Bedingungen,  zu  denen  dann  noch  die  drei  andern  linearen 
Bedingungen  des  Hindurchgehens  durch  0^,  0^,  O3  treten:  also  ergibt 
sich  ein  Gebüsche.  Die  Schnittkurve  f  zweier  Flächen  desselben 
trifft  eine  dritte  in  0^,  Og,  O3  und  berührt  sie  im  Doppelpunkte  mit 
beiden  Ästen;  das  sind  3  +  4  Schnitte;  es  bleibt  ein  einziger  ver- 
änderlicher. 

Hier  liegt  schon  ein  solcher  Hauptpunkt  vor,  für  welchen  die 
Formel  der  Anmerkung  am  Ende  von  Nr.  933  nicht  stimmt;  sie  würde 
nur  3  +  2  Schnitte  liefern. 

Dies  Gebüsche  wird  —  was  künftig  nicht  mehr  besonders  er- 
wähnt werden  soll  • —  kollinear  auf  den  Ebenenraum  Z'  bezogen. 

Seine  Jacobische  Fläche  J  ist  4.  Ordnung.  Sie  besteht 
aus  den  vier  Ebenen  0(0^^  O3),  0(03,  ^1)7  ^(^u  ^2)  ^^^  ^• 
Die  erste  z.  B.  enthält  einen  Büschel  von  Kegelschnitten  ^-,  welche 
durch  0,  Og,  O3  gehen  und  in  0  die  uu  berühren.  Durch  jeden  dieser 
Kegelschnitte  geht  ein  Netz  aus  G,  und  es  entspricht  ihm  ein  Punkt 
Z'  (als  Scheitel  des  in  der  Kollineation  entsprechenden  Ebenenbündels), 
der  edn  doppelter  Hauptpunkt  (2.  Klasse)  des  Gebüsches  4.  Ordnung  G' 
wird,  weil  der  Kegelschnitt  jeder  a  zweimal  begegnet,  also  Z'  auf  der 
<p'  doppelt  wird.  Weil  ferner  jede  qp  nur  einen  dieser  Kegelschnitte 
enthält,  so  kommt  in  jede  a'  einer  von  diesen  Z'-^  wir  erhalten  so 
drei  Doppelgeraden  d^\  d^y  d^.  Das  Geradentripel  0(0^,  Og,  O3)  liefert 
in  jeden  von  den  drei  Kegelschnitt-Büscheln  ein  Geradenpaar  und  be- 
stimmt ein  zu  G  gehöriges  Netz  von  Kegeln.  In  den  Punkt  T',  der 
diesem  Netze  entspricht,  laufen  daher  die  drei  Geraden  d'  zusammen. 
Daraus  erheUt,  daß  das  Gebüsche  G'  aus  lauter  Steinerschen 
Flächen  4.  Ordnung  (§  128)  besteht. 

Die  ebenen  Schnitte  der  Steinerschen  Flächen  sind  uni- 
kursal,  wie  die  der  Flächen  2.  Grades  im  andern  Räume.  Die 
Transformation  ist  vom  Geschlechte  0. 

In  der  vierten  Ebene  uu  sind  die  Kurven  z  die  Strahlen  des 
Büschels  (0,  uu);  durch  jeden  geht  ein  Netz  von  Flächen  qp;  der  korre- 
spondierende Z'  ist   einfach   auf  den  qp',    weil   jener   Strahl   a  einmal 
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trifft,  und  diese  Z'  bilden  einen  Kegelschnitt  K\  weil  jede  qp  zwei 
jener  Strahlen  enthält.  Der  Strahl  von  (0,  lu)  in  der  Ebene  0  0^  0^ 
bildet  mit  Og  Og  einen  Kegelschnitt  aus  deren  Büschel.  Daraus  folgt, 
daß  K'  mit  d^  und  ebenso  mit  d.^',  d^'  einen  Punkt  gemeinsam  hat, 
wie  das  ja  bei  einem  Kegelschnitte  auf  einer  St  einer  sehen  Fläche  not- 
wendig ist. 

Damit  haben  wir  die  Hauptkurven  in  l.\  drei  doppelte 
Geraden  und  einen  einfachen  Kegelschnitt.  Zwei  Steiner- 
sche  Flächen  cp'  haben  außer  diesen  festen  Elementen  noch  einen 
Kegelschnitt  gemein,  der,  wie  die  Abbildung  auf  eine  Ebene  durch 
Projektion  aus  T'  lehrt,  den  K'  einmal  schneidet;  und  einer  dritten 
begegnet  er,  außer  auf  den  d'  und  auf  K\  noch  einmal. 

Die  Jacobische  Fläche  J'  dieser  Flächen  qp'  ist  12.  Ord- 
nung; zu  ihr  gehören  drei  doppelte  Ebenen,  den  Haupt- 
punkten 0-^y  O2,  O3  entsprechend,  und  eine  dreifach  zu  rech- 
nende Fläche  2.  Ordnung  (0)',  dem  Hauptpunkte  0  zugehörig 
(Nr.  934).  Jene  sind  die  drei  Ebenen  d^' d^,  ^z^\j  d^d^,  diese 
der  Kegel  2.  Grades  durch  die  d'  und  ^'.  Denn,  weil  alle  Kegel- 
schnitte in  den  Ebenen  0(03,  ^1)  ^^^  ^(^1;  ^2)»  denen  die  Punkte 
von  d^'  und  d^  entsprechen,  durch  0^  gehen,  so  muß  die  dem  0^ 
korrespondierende  Ebene  diese  beiden  Geraden  enthalten;  und  weil 
alle  Kegelschnitte  in  den  drei  Ebenen  und  die  Strahlen  von  (0,  uj), 
denen  die  Punkte  von  K'  korrespondieren,  durch  0  gehen,  muß  die 
dem  0  entsprechende  Fläche  2.  Grades  durch  die  d'  und  durch  K' 
gehen. 

Die  doppelten  d'  müssen  auf  J'  siebenfach  sein,  K'  hingegen 
dreifach;  in  der  Tat,  jede  d'  befindet  sich  auf  zwei  doppelten  Ebenen 
und  auf  dem  dreifachen  Kegel,  K'  nur  auf  letzterem. 

Ferner  0^,  Og,  O3,  auf  den  qp  einfach,  sind  auf  J  zweifach;  sie 
liegen  auf  zwei  der  vier  Ebenen.  0  liegt  auf  allen  vier;  den  Ebenen 
a  durch  0  entsprechen,  außer  (0)',  die  Kegel  2.  Grades  durch  die 
drei  Geraden  d',  also  den  Geraden  a  durch  0  vierte  Schnittkanten 
zweier  solchen  Kegel,  demnach  Strahlen  a  durch  T';  wodurch  die 
beiden  Bündel  0  und  T'  in  eine  quadratische  Verwandtschaft  kommen 
mit  0{0^,  Og,  O3)  und  d^,  d^,  d^  als  Hauptstrahlen.  Weil  ein  a 
durch  T'  mit  den  Hauptelementen  von  Z'  nur  in  T'  inzidiert,  ver- 
einigen sich  alle  Schnitte  des  entsprechenden  a  mit  J  in  0.  Die 
Kegelschnitte,  die  den  Punkten  der  doppelten  Hauptgerade  d^  in  Z' 
korrespondieren,  liegen  alle  in  der  Ebene  00^0^,  also  muß  dieser 
eine  Fläche  9'  entsprechen,  auf  der  d/  dreifach  ist  (Nr.  934);  sie  be- 
steht aus  dem  Kegel  (0)'  und  den  beiden  Ebenen  {0^'=d^'d^'  und 
{0^'=d^d2.  Ferner,  jeder  Ebene  durch  0,  als  Ebene  durch  einen 
Strahl  von  (0,  uj),  dem  ein  Punkt  auf  der  einfachen  Hauptkurve  K' 
korrespondiert,  entspricht  eine  qp',  auf  der  dieser  doppelt  ist;    sie  be- 
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steht  aus  iO)'  und  einem  Kegel  durch  die  drei  d'y  und  jener  Punkt 
von  K'  ist  auf  der  vierten  gemeinsamen  Kante  gelegen.  In  der  obigen 
quadratischen  Verwandtschaft  entspricht  dem  Büschel  {0,  uj)  der  Kegel 

Wir  nehmen  jetzt  an,  daß  den  Flächen  qp  2.  Ordnung  eine  936 
Gerade  q  gemeinsam  ist,  die  dann  Hauptkurve  wird;  die 
Kurven  f  sind  nunmehr  kubische  Raumkurven,  welche  der  q 
zweimal  begegnen;  und  das  Gebüsche  in  Y'  ist  3.  Ordnung. 
Die  Bilder  f  der  auf  qp^  gelegenen  Kurven  /"  in  TT  sind  Kurven 
3.  Ordnung,  welche  durch  den  einen  der  Punkte  Q,  E  zweimal,  durch 
den  andern  einmal  gehen.  Die  homaloidischen  Netze  der  Cremona- 
schen  Verwandtschaft  3.  Grades:  iCg^  1?  x^  =  4:  haben  solche  Haupt- 
punkte und  außerdem  noch  drei  einfache.  Gehören  diese  zu  den 
Punkten  0^,  O2,  O3  auf  qp^,  so  haben  wir  das  Gebüsche  G  der  qp; 
es  besteht  aus  den  Flächen  2.  Grades  durch  eine  Gerade  q 
und  drei  Punkte  0^,  O2,  O3;  wir  haben  es  schon  als  homaloidisch 
erkannt.  Seine  Jacobische  Fläche  J  setzt  sich  zusammen  aus 
den  vier  Ebenen  $(0i,  Og,  O3)  und  O^O^O^.  In  der  letzteren  haben 
wir  einen  Büschel  von  Kegelschnitten  durch  0^,  O^,  O3  und  den  Spur- 
punkt von  q.  Jeder  ist  den  Flächen  eines  Netzes  in  G  gemeinsam, 
also  eine  Kurve  z^  und  der  korrespondierende  Punkt  Z'  beschreibt 
eine  Gerade  d\  weil  auf  jeder  qp  nur  einer  von  diesen  z^  sich  befindet; 
sie  ist  doppelt  auf  jeder  qp',  wegen  der  beiden  Schnitte  z^a.  Ferner 
m  qO-^  haben  wir  den  Strahlenbüschel  aus  0^;  jeder  Strahl  desselben 
ist  wiederum  eine  Kurve  z,  welche  z^  heiße;  jede  qp  enthält  einen 
dieser  Strahlen;  daher  ergibt  sich  eine  einfache  Hauptgerade  g^-^  sie 
trifft  jene  doppelte  d',  da  ein  Strahl  des  Büschels  der  z^  in  die  Ebene 
Ol  O2  O3  fällt  und  an  einem  zerfallenden  Kegelschnitte  ihres  Büschels 
teilnimmt.  Ebenso  liefern  die  Büschel  der  z^,  z^  aus  Og,  Oo  nach  q 
zwei  weitere  einfache  Hauptgeraden  g^y  g^. 

Die  Flächen  qp'  sind  daher  kubische  Regelflächen,  Flächen 
mit  unikursalen  ebenen  Schnitten,  denen  die  doppelte  Leitgerade 
d'  und  drei  Erzeugenden  g(,  g^,  g^  gemeinsam  sind.  Dieselben 
sind  mit  10  +  3(4  —  2)  =  16  Punkten  äquivalent,  weil  d'  mit  10 
(Nr.  921);  also  bilden  sie  ein  Gebüsche.  Der  Kegelschnitt,  der  zweien 
von  ihnen  noch  gemeinsam  ist,  trifft  d',  g^,  g^\  g^,  mithin  eine  dritte 
Fläche  qp'  noch  einmal. 

Die  Jacobische  Fläche  J'  dieses  Gebüsches  besteht  zu- 
nächst aus  den  drei  doppelten  Ebenen  (OJ',  (02)',  (Og)',  er- 
sichtlich den  Ebenen  d' {g^' ,  g^ ,  g^)\  weil  z.B.  durch  0^  sowohl 
alle  z^  als  alle  z,   gehen. 

1    o 


1)  Diese  Verwandtschaft  2.  Grades,  „deren  inverse  vom  4.  Grade  ist,"  hat 
Cremona  zuerst  untersucht:  Memorie  dell'  Accademia  di  Bologna,  Ser.  III 
Bd.  1,  S.  365. 


352       XL  §  134.  Herstellungsmethode  und  quadratische  Verwandtschaften. 

Der  Rest  von  J\  2.  Ordnung,  wird  durch  die  Kurven  z'  ge- 
bildet, die  den  Punkten  Z  von  q  zugehören.  Weil  q  auf  den  cp  ein- 
fach ist,  müssen  diese  Kurven  Geraden  sein ;  und  da  durch  jeden  Punkt 
von  q  je  eine  z^,  z^,  z^  geht,  so  sind  es  Geraden,  welche  ^/,  g^^  g^ 
treffen;  die  gesuchte  Fläche  ist  die  Trägerfläche  der  Regelschar 
\ßi  92  9^])  ^^^  ^^^  auch  d'  liegt,  wodurch  diese  doppelte  Haupt- 
gerade wiederum  der  J'  siebenfach  angehört,  die  g    dreifach.^) 

Endlich  sei  ein  Kegelschnitt  K  den  Flächen  cp  gemein- 
sam; die  f  sind  dann  auch  Kegelschnitte,  und  das  andere  Ge- 
büsche G'  ist  ebenfalls  2.  Ordnung.  Die  Bilder  der  auf  cp^  ge- 
legenen Kurven  f,  in  TT,  sind  Kegelschnitte  mit  Q,  li  als  festen  Punkten. 
Die  quadratische  Verwandtschaft  besitzt  ein  homaloidisches  Kegelschnitt- 
Netz,  mit  zwei  Hauptpunkten  und  noch  einem  dritten,  dem  dann  auf 
90  der  Punkt  0  korrespondiert.  Wir  erhalten  das  Gebüsche  G  der 
Flächen  2.  Grades  durch  K  und  0,  von  dem  wir  ebenfalls  schon 
wissen,  daß  es  homaloidisch  ist.  Es  enthält  das  ausgezeichnete  Netz, 
dessen  Flächen  aus  der  festen  Ebene  k  des  JK^  und  einer  Ebene  durch 
0  bestehen.  Der  Scheitel  des  korrespondierenden  Ebenenbündels  wird 
Hauptpunkt  0'  und  die  Ebene  (0')  =  k  gehört  doppelt  zur 
Jacobischen  Fläche  J.  Ferner  jede  Gerade  aus  0  nach  K  ist  eine 
Kurve  z,  durch  die  ein  Netz  von  G  geht;  da  jede  qp  zwei  solche 
Geraden  z  enthält,  so  bilden  die  zugehörigen  Z  einen  den  9'  gemein- 
samen Kegelschnitt  K'  in  k'.  Der  Kegel  2.  Grades  (0,  K)  ver- 
vollständigt die  Jacobische  Fläche  J",  und  das  Gebüsche  G' 
ist  ebenso  beschaffen  wie  (r;  wie  auch  notwendig,  da  nur  eine 
Verwandtschaft  (2,  2)  sich  ergeben  hat. 

Den  Ebenen  k  und  k'  entsprechen  die  Kegel  0' IC  und  OK. 

Einer  Ebene  a  durch  0  entspricht  eine  Ebene  a  durch  0\  einer 
Gerade  a  durch  0  eine  Gerade  a  durch  0'.  Die  entsprechenden 
Geraden  a  und  a  tragen  projektive  Punktreihen,  in  denen  0  und  a\\ 
aK  und  0'  entsprechend  sind.  Die  entsprechenden  Ebenen  a  und  a' 
tragen  quadratisch  verwandte  Felder,  in  denen  0  und  0'  und  die 
Schnitte  aiT,  a  K'  homologe  Hauptpunkte  sind. 

Die  Bündel  0  und  0'  sind  kollinear  und  in  ihnen  die  Kegel 
OK  und  0' K'  entsprechend,  und  auf  entsprechenden  Kanten  ist  die 
Projektivität  ausgeartet,  derartig,  daß  die  Punkte  auf  k  und  k'  die 
singulären  sind. 

Der  Berührungsebene  in  0  an  eine  Fläche  9  entspricht  die  Ebene 
aus   0'  nach  der  Schnittlinie  von  k  mit  der  entsprechenden  Ebene  a. 

Einen  speziellen  Fall  des  Gebüsches  G  erhalten  wir  durch  die 
Flächen  9,    welche    durch  K  gehen   und   in   einem  Punkte   0  von  K 

1)  Diese  Verwandtschaft  wurde  als  die  erste  eindeutige  Verwandtschaft  mit 
ungleichen  Gradzahlen  von  Cayley  gefunden:  Proc.  London  Math.  Society,  Bd.  3, 
S.  127;  Math.  Papers,  Bd.  7,  S.  189,  insb.  S.  230. 
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eine  Ebene  uu  berühren^  welche  den  K  tan  giert.  Er  ergibt  sich,  wenn 
wir  den  dritten  Hauptpunkt  in  TT  auf  die  Bildkurve  von  K  fallen 
lassen;  die  auf  cp^  gelegenen  Kegelschnitte  f  gehen  dann  alle  durch  0, 
und  alle  qp  tangieren  9q  oder  deren  Berührungsebene  uu  in   0. 

Der  Kegel  (0,  K)  zerfällt  in  die  beiden  Strahlenbüschel  (0,  uj) 
und  {0,  k).  Die  Strahlen  des  ersteren  sind  Kurven  z,  durch  welche 
je  ein  Netz  aus  G  geht,  weil  sie  alle  qp  in  0  tangieren;  die  Punkte 
Z',  die  ihnen  entsprechen,  bilden  einen  Kegelschnitt  K'y  da  auf  jeder 
qp  zwei  jener  z  liegen.  Für  die  Strahlen  von  (0,  k)  ist  das  Netz 
immer  dasselbe,  dasjenige,  dessen  Flächen  aus  der  festen  k  und  einer 
beweglichen  a  durch  0  bestehen;  ihm  entspricht  der  Hauptpunkt  0\ 
Da  die  Tangente  von  0  an  ^  zu  beiden  Büscheln  gehört,  muß  0' 
auf  K'  fallen:  so  daß  das  Gebüsche   G'  von  derselben  Art  ist. 

Der  Ebene  uu  entspricht  die  Ebene  k'  doppelt,  einmal  als  korre- 
spondierende (0)'  zu  0,  das  andere  Mal,  weil  sie  die  den  Strahlen 
von  (0,  uu)  korrespondierenden  Punkte  Z'  enthält;  der  Ebene  k  korre- 
spondiert das  Ebenenpaar  (k',  uu');  so  daß  in  der  Kollineation  der 
Bündel  0  und  0'  den  Ebenen  k  und  uu  die  Ebenen  uu'  und  k'  ent- 
sprechen. Dadurch  wird  uu'  bestimmt.  Die  Jacobische  Fläche  von 
G  besteht  aus  k  dreifach  und  uu  einfach  und  ähnlich  bei   G\ 

Wenn  K  in  zwei  Geraden  zerfällt  und  0  auf  qp^  unendlich  nahe 
neben  dem  Doppelpunkt  des  Geradenpaares  liegt,  so  besteht  das  Ge- 
büsche aus  allen  Flächen  qp,  welche  in  0  die  qpQ  oskulieren.  Auch 
dies  Gebüsche  ist  homaloidisch,  und  das  zweite  Gebüsche  ist  von  der- 
selben kxi}) 

Wir  können  die  in  beiderlei  Sinne  quadratische  Ver-  937 
wandtschaft  einfacher  in  folgender  Weise  herstellen.  Ge- 
geben sind  in  X  der  Punkt  0  und  der  Kegelschnitt  K  in  der  Ebene  k,  in 
Z'  ebenso  0'  und  K'  in  k';  wir  stellen  eine  Projektivität  her  zwischen 
den  beiden  Punktreihen  auf  K  und  K'  und  daher  auch  zwischen  den 
Kantenreihen  der  Kegel  OK  und  O'K',  sowie  auch  zwischen  der 
Punktreihe  auf  dem  einen  Kegelschnitt  und  der  Kantenreihe  auf  dem 
andern  Kegel.  Durch  die  Projektivität  zwischen  den  Kegeln  ist  die 
Kollineation  der  Bündel  0  und  0'  festgelegt  (Nr.  268);  geben  wir 
dann  noch  eine  Ebene  a^'  und  ihr  entsprechend,  durch  0  und  K,  eine 
Fläche  qpQ  2.  Grades,  aber  so,  daß  die  Berührungsebene  von  qp^  in  0 
und  die  Ebene  von  0'  nach  K'a^'  in  der  Kollineation  entsprechend  sind, 
so  sind  auf  allen  entsprechenden  Strahlen  a  und  a  von  0  und  0'  die 
Projektivitäten  bestimmt,  indem  den  Punkten  0,  av,  und  dem  zweiten 
Schnitte  aqpQ  die  Punkte  aY.',  0'  und  a  qLq  zugeordnet  sind.  Ent- 
sprechende   Punkte    X,X'    der    räumlichen    Verwandtschaft 


1)  Auch  diese  Spezialfälle  erwähnt  Cremona. 

Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.    IV.  23 
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sind  solche,  die  auf  entsprechenden  Geraden  a,  a  einander 
in  der  betreffenden  Projektivität  zugeordnet  sind. 

Beweisen  wir  jetzt  direkt,  daß  dadurch  eine  Verwandtschaft  von 
der  im  vorangehenden  besprochenen  Art  entsteht.  Es  sei  in  X'  eine 
Gerade  g  gelegt;  sie  bestimmt  mit  0'  eine  Ebene  ä',  in  der  alle  a 
nach  den  Punkten  X'  von  y  liegen;  also  sind  die  entsprechenden  X 
auf  den  entsprechenden  a  zu  suchen,  welche  in  der  entsprechenden 
Ebene  ä  sich  befinden.  Wir  legen  daher  in  diese  eine  Gerade  g  und 
wollen  ermitteln,  wie  oft  entsprechende  Punkte  X  und  X'  auf  g  und 
g  zu  liegen  kommen.  Wir  schneiden  ä'  mit  k'  und  a^'  in  ¥  und 
«()',  und  ä  mit  k  und  qp^  in  ä;  und  f^-^  die  Tangente  an  diesen  Kegel- 
schnitt f^  in  0  entspricht  dem  Strahle  von  0'  nach  k '»(,'.  Wenn 
a  und  a  entsprechend  sind,  so  sei  auf  a  der  Punkt  X  so  kon- 
struiert, daß: 

a{0,  l,  g,  X)  A  a(l\  0\  g\  <); 

X  ist  der  Schnitt  des  a  mit  dem  Strahle  y  durch  8  =  lig,  für  •  den 

^{0,  l,  g,  y)  A  a(k',  0\  g\  %). 

Unmittelbar  klar  ist,  daß  jedem  a  ein  y  korrespondiert;  aber  auch 
jedem  y  korrespondiert  ein  a\  für  den  diese  Projektivität  gilt  (Nr.  224, 
wo  der  duale  Satz  bewiesen  ist),  und  ein  a. 

Folglich  ist  das  Erzeugnis  von  X  ein  Kegelschnitt  @;  fällt  y  in 
den  Strahl  SO,  so  müssen  sich  auf  a  die  Schnitte  mit  Ic  und  a^ 
vereinigen;  diesem  Strahle  entspricht  also  die  Tangente  in  0  an  /J,; 
daher  ist  dieselbe  Gerade  auch  Tangente  in  0  an  <S.  Somit  hat  (S 
noch  zwei  Punkte  mit  /jj  gemeinsam ;  und  für  den  Strahl  a  nach  jedem 
dieser  Punkte  und  den  entsprechenden  a    gilt: 

a(0,  l,  g,  Q  7\  a\1c,  0\  g,  a^\ 

wo  a/*o  der  zweite  Schnitt  von  a  mit  f^  ist.  Damit  ist  erhalten,  daß 
zweimal  entsprechende  Punkte  X  und  X'  auf  g  und  g'  fallen.  Wenn 
also  X'  die  g  oder  X  die  g  durchläuft,  beschreibt  der  entsprechende 
X  oder  X'  einen  Kegelschnitt  in  der  Ebene  ä,  bzw.  a',  welche  der 
Ebene  von  0'  nach  g,  bzw.  derjenigen  von  0  nach  g  entspricht; 
woraus  dann  folgt,  daß,  wenn  eine  Ebene  a ,  a  von  dem  einen  Punkte 
durchlaufen  wird,   der  andere  eine  Fläche  cp,  cp'  2.  Grades  beschreibt. 

Aus  der  Konstruktion  ergibt  sich,  daß  qp  durch  0  geht  und  dort 
die  Ebene  berührt,  die  der  nach  ^a  gehenden  entspricht;  denn  dem 
Punkte  üy!  entspricht  auf  a  immer  der  Punkt  0;  und  ebenso  geht 
qp'  durch  0\ 

Ferner  bei  zwei  entsprechenden  Strahlen  a  und  a\  die  auf  den 
Kegeln  OK  und  0' K'  liegen,  vereinigen  sich  auf  a  der  zweite  Schnitt 
mit  qpo  und  der  mit  k,  weil  qp^  durch  K  geht;  während  auf  a  die 
Schnitte   mit   a^    und   k    verschieden   sind;   also   ist   die  Projektivität 
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ausgeartet;  und  zwar  ist  auf  a  jener  auf  K  gelegene  Punkt,  in  dem 
die  Vereinigung  statt  hat,  der  singulare  Punkt,  auf  a  der  0  ent- 
sprechende a\'j  also  ebenfalls  der  auf  K'  gelegene.  Folglich  ent- 
sprechen sie  auch  den  Schnitten  aa\  bzw.  aa;  die  a  entsprechende 
Fläche  qp  geht  durch  K  und  die  a  entsprechende  qp'  durch  K'.  Wir 
haben  in  der  Tat  unsere  Verwandtschaft  erhalten. 

Es  können  also  0,  0\  K,  K'  beliebig  gegeben  werden. 

Und  es  hat  sich  gezeigt,  daß  die  Hauptelemente  0,  0',  K^  K' 
beliebig  gegeben  werden  können,  also  in  der  Mannigfaltigkeit 
2  •  3  +  2  .  8  =  22.  Dazu  tritt  dann  die  Mannigfaltigkeit  3  der  Pro- 
jektivität  zwischen  den  Punktreihen  auf  K,  K' -^  durch  sie  ist  die 
Kollineation  der  Bündel  0,  0'  bestimmt.  Der  festen  Ebene  a^'  ist 
in  einfacher  Mannigfaltigkeit  die  Fläche  cp^  (durch  K  und  mit  ge- 
gebener Tangentialebene  in  0)  zuzuordnen-,  dadurch  gelangen  wir 
zur  Mannigfaltigkeit  2ß  der  vorliegenden  Verwandtschaft; 
so  daß  es  nicht  möglich  ist,  sie  nur  durch  gegebene  entsprechende 
Punkte  —  je  eine  dreifache  Bedingung  —  festzulegen. 

Einer  beliebigen  Fläche  2.  Grades,  etwa  ip^  in  Z,  korrespondiert 
eine  Fläche  4.  Ordnung,  welche  den  0'  zum  Doppelpunkt  und  K'  zur 
Doppelkurve  hat;  weil  sie  von  dem  einer  Gerade  a  entsprechenden 
Kegelschnitte  /"  viermal,  von  der  einer  Gerade  a  durch  0'  entsprechen- 
den Gerade  a  (durch  0)  zweimal  und  insbesondere  auch  von  den 
Kanten  des  Kegels  OK  zweimal  getroffen  wird.  Den  vier  Punkten, 
in  denen  K  die  vp^  trifft,  entsprechen  vier  binäre  Geraden  der  Fläche 
4.  Ordnung,  die  durch  den  Doppelpunkt  gehen  imd  den  acht  Geraden 
der  i|j-,  welche  in  jenen  Punkten  sich  schneiden,  acht  unäre  Geraden 
auf  dieser;  jede  setzt  sich  mit  einer  der  vorhinigen  zum  vollen  ent- 
sprechenden Kegelschnitte  zusammen.  Geht  ip^  durch  0,  so  löst  sich 
die  Ebene  k'  ab;  geht  sie  aber  durch  K,  so  tut  es  der  Kegel  O'K', 
und  es  bleibt  eine  ebenfalls  einfach  durch  K'  gehende  Fläche  2.  Grades. 

Jeder  Fläche  2.  Grades  durch  K  korrespondiert  eine 
solche  durch  K'.  Einer  Gerade  der  einen  Fläche  korrespondiert 
eine  der  andern,  folglich  die  Regelscharen  der  einen  denen  der  andern, 
ebenso  jedem  Kegelschnitte  der  einen  Fläche  ein  Kegelschnitt  der 
andern,  indem  sich  zwei  Geraden  abgelöst  haben.  Daraus  folgt,  daß 
das  eindeutige  Entsprechen  der  Punkte  zweier  so  korrespon- 
dierenden Flächen  2.  Grades  ip-  und  ly'^  Kollineation  ist.  Den 
Ebenen  eines  Bündels  X  korrespondieren  die  Flächen  qp'  eines  Netzes, 
dessen  zweiter  Grundpunkt  neben  0'  der  dem  X  entsprechende  Punkt 
X'  ist.  Diese  Flächen  qp'  schneiden  in  ip'^  zweite  Kegelschnitte  ein, 
welche  den  von  den  Ebenen  des  Bündels  X  in  ip^  eingeschnittenen 
entsprechen.  Ihre  Ebenen  gehen  alle  durch  einen  Punkt  X^'  und 
zwar  auf  O'X';  wie  jede  Ebene  durch  diese  Gerade  lehrt.  Denn 
durch  sie  wird  aus  dem  qp'- Netze  nur  ein  Büschel  ausgeschnitten;  und 

23* 
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durch  seine  Kegelschnitte  entsteht  auf  der  Schnittkurve  mit  ly'^  eine 
Involution,  deren  Zentrum  auf  0' X'  liegt,  wegen  des  Geradenpaars 
des  Büschels,  zu  welchem  0' X'  gehört.  Der  Punkt  X^'  entspricht 
dem  X  in  der  Kollineati on-,  es  liegen  demnach  entsprechende  Punkte 
derselben   auf  entsprechenden  Strahlen    der  kollinearen  Bündel  0,  0\ 

Den  von  den  Ebenen  des  Bündels  0  ausgeschnittenen  Kegel- 
schnitten müssen  solche  in  den  entsprechenden  Ebenen  von  0'  kor- 
respondieren. Die  beiden  kollinearen  Bündel  0,  0'  sind  also 
allen  oo^  Räumekollineationen,  welche  sich  auf  diese  Weise 
ergeben,  gemeinsam. 

Die  K  und  K'  zeichnen  sich  in  einer  solchen  Kollineation  nicht 
mehr  aus;  dem  K  z.  B.  korrespondiert  der  zweite  Schnitt  des  Kegels 
O'K'  mit  xp'\ 

938  Läßt  man,    bei  vereinigten  Punkten  0,  0',  die   Kollineation   der 

Bündel  Identität  sein,  so  entsteht  durch  die  Koinzidenzpunkte  der 
Projektivitäten  auf  den  sich  selbst  entsprechenden  Strahlen  eine  Fläche 
F^\  denn  in  den  Punkt  0  ^^0'  fäUt  keiner,  weil  der  entsprechende 
immer  auf  K'  oder  K  liegt.  Die  zwei  Koinzidenzpunkte  ferner,  welche 
auf  eine  beliebige  Gerade  g  faUen,  sind  ihre  Schnitte  mit  dem  einen 
oder  andern  entsprechenden  Kegelschnitte  in  der  von  ihr  nach  0 
gehenden  Ebene.  So  ergibt  sich  eine  zentrale  Verwandtschaft  (2,  2) 
im  Räume,  das  Analogen  der  in  Nr.  807  erwähnten,  mit  folgender 
Konstruktion. 

Gegeben  sind  eine  Fläche  2.  Grades  F^,  ein  Punkt  0  und 
eine  Ebene  k';  auf  jedem  Strahle  durch  0  wird  eine  Pro- 
jektivität  festgelegt,  für  welche  die  Schnittpunkte  mit  F^ 
sich  selbst  entsprechen,  dem  0  aber  der  Schnitt  mit  k'  zu- 
geordnet ist.  Die  entsprechenden  Punkte  X,  X'  dieser  Pro- 
jektivitäten werden  diejenigen  der  räumlichen  Verwandt- 
schaft. Der  Schnitt  F^k  ist  die  Hauptkurve  K',  die  andere  K  ist 
der  zweite  Schnitt  des  Kegels  OK'  mit  i^^;  die  Punkte  seiner  Ebene 
K  sind  dem  mit  0  identischen  0'  entsprechend;  auf  den  Kanten  des 
genannten  Kegels  arten  die  Projektivitäten  aus,  derartig,  daß  die  auf 
K  und  k'  gelegenen  Punkte  die  singulären  sind. 

Wenn  k  und  k'  sich  vereinigen  und  dann  auch  K  und  K'j  so 
werden  die  Punktreihen  auf  den  Strahlen  des  Bündels  involutorisch; 
die  K  ^  k'  ist  die  Polarebene  des  0  in  bezug  auf  F^.  Die  entspre- 
chenden Punkte  werden  konjugiert  in  bezug  auf  sie,  und  es  liegt  die 
räumliche  quadratische  Inversion  vor,  von  welcher  in  be- 
kannter Weise  die  räumliche  Transformation  durch  reziproke 
Radien  oder,  mit  kürzerem  Namen,  die  Kugelinversion  ein  Spezial- 
fall ist.  Bei  ihr  haben  sich  K  und  K'  in  der  absoluten  Kurve  ver- 
einigt. 
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Natürlich  können  auch  K  und  K'  sich  vereinigen,  ohne  daß  0 
und  0'  es  tun.  Geschieht  es  wiederum  in  der  absoluten  Kurve,  so 
sind  die  einander  entsprechenden  Flächen  i|i^  und  i|j'^  die  Kugeln, 
und  wir  haben  die  allgemeine  Kugelverwandtschaft.  Die  Punkte 
0,  0'  mögen,  wie  in  der  Kr  eis  Verwandtschaft  (§  114),  Zentralpunkte 
genannt  werden;  eine  Kugel,  die  durch  den  Zentralpunkt  ihres  Raums 
geht,  transformiert  sich  in  eine  Ebene. 

Die  Bündel  0,  0',  in  denen  die  isotropen  Kegel  entsprechend 
sind,  sind  kongruent.  In  entsprechenden  Ebenen  derselben 
liegen  kreisverwandte  Felder  mit  den  0,  bzw.  0'  als  Zentral- 
punkten. Die  beiden  Bündel  kann  man  zur  Deckung  bringen  (Nr.  356). 
In  zwei  entsprechenden  und  nun  sich  deckenden  Ebenen  der  Bündel 
sind  die  kreisverwandten  Felder  in  Kreisinversion  und  die  Schnittlinie 
von  zwei  solchen  Ebenen  zeigt,  daß  die  beiden  Kreisinversionen  die- 
selbe Potenz  mit  dem  nämlichen  Vorzeichen  haben,  also  derselben 
Kugelinversion  angehören,  in  welche  daher  die  Kugelver- 
wandtschaft übergeführt  ist.  Aber  während  kreisverwandte 
Felder  in  beide  Arten  von  Kreisinversionen,  mit  positiver 
und  negativer  Potenz,  übergeführt  werden  können  (Nr.  818), 
lassen  sich  kugelverwandte  Räume  je  nur  in  die  eine  Art 
von  Kugelinversionen  überführen;  und  wir  haben  dem  entsprechend 
zwei  Arten  von  Kugelverwandtschaften.  Es  besteht  eben  der 
Unterschied  gleichsinniger  und  ungleichsinniger  Kugelver- 
wandtschaften: bei  jenen  bilden  entsprechende  Punktetripel 
mit  den  Zentralpunkten  durchweg  gleichsinnige,  bei  diesen 
durchweg  ungleichsinnige  Tetraeder,  die  ersteren  führen  zu 
Kugelinversionen  mit  positiver,  die  andern  zu  solchen  mit 
negativer  Potenz. 

Bei  zwei  kreisverwandten  Feldern  werden  auch  ungleichsinnige 
Dreiecke  OAB,  O'Ä'B'  durch  das  Aufeinanderlegen  gleichsinnig;  in 
der  Kreisinversion  sind  sie  immer  gleichsinnig,  wie  auch  die  Potenz 
sei.  Hingegen  bei  der  Kugelinversion  sind  die  Tetraeder 
OABC,  OA'B'C  gleichsinnig  oder  ungleichsinnig,  je  nach- 
dem die  Potenz  positiv  oder  negativ  ist. 

Die  Isogonal ität  gilt  wegen  dieser  Transformierbarkeit  für  die 
allgemeine  Kugel  Verwandtschaft,  wenn  sie  für  die  Kugelinversion  be- 
wiesen ist;  und  diese  führt  man  auf  die  Kreisinversion  zurück:  durch 
Schnitt  mit  der  Ebene  durch  das  Zentrum,  welche  auf  der  Schnitt- 
linie zweier  Ebenen  senkrecht  steht  und  nicht  bloß  deren  Schnitt- 
winkel ausschneidet,  sondern  auch  aus  den  entsprechenden  Kugeln 
zwei  Kreise  mit  demselben  Schnittwinkel  wie  sie.  Der  Winkel  zweier 
sich  schneidenden  Geraden  ist  gleich  demjenigen  der  zu  ihnen  paral- 
lelen Tangenten  im  Zentrum  an  die  ihnen  entsprechenden  Kreise,  und 
dieser   gleich    dem  Winkel    am    andern  Schnittpunkte   dieser  auf  der- 
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selben  Kugel  gelegenen  Kreise,  welcher  dem  Schnittpunkte  der  Geraden 
entspricht. 

In  einer  Kugelinversion  geht  jede  zur  Basis  orthogonale 
Kugel  (für  welche  das  Zentrum  die  Potenz  der  Inversion  zur  Potenz 
hat)  in  sich  selbst  über,  weil  jeder  Durchmesser  der  Basis  beide 
harmonisch  schneidet.  Darausfolgt,  daß  einKugelgebüsche(Nr.  667), 
in  bezug  auf  eine  von  seinen  Kugeln  invertiert,  in  sich  selbst 
übergeht,  da  dies  für  seine  Orthogonalkugel  gilt. 

Auch  hier  gilt,  daß  entsprechende  Kugeln  gleichzeitig  je 
den  Zentralpunkt  ihres  Raums  ausschließen  oder  gleich- 
zeitig einschließen;  entsprechende  Ebenen  der  Bündel  0,  0',  welche 
die  Kugeln  schneiden,  beweisen  dies. 

Bei  zwei  kreisverwandten  Feldern  stellte  sich  heraus  (Nr.  819), 
daß  zwei  entsprechende  Punktetripel  die  Verwandtschaft  auf  zwei 
Weisen  festlegen,  nämlich  so,  daß  die  umgeschriebenen  Kreise  zu  den 
Zentralpunkten  auf  die  eine  oder  die  andere  Weise  sich  verhalten. 
Hier  ergibt  sich  kein  entsprechender  Satz.  Die  oben  (Nr.  937)  ge- 
fundene Mannigfaltigkeit  26  der  allgemeinen  Verwandtschaft  (2,  2) 
reduziert  sich  auf  26  —  2  •  8  =  10,  wenn  beide  Hauptkurven  in  die 
absolute  Kurve  gelegt  sind;  so  daß  oo^^  Kugelverwandtschaften 
möglich  sind.  Dies  ergibt  sich  auch  folgendermaßen.  Wir  wählen 
eine  der  oo^  Lagen  des  Zentralpunktes  0,  konstruieren  um  ihn  die  oo^ 
Kugelinversionen  und  verschieben  den  zweiten  Raum  mit  seinem  Zen- 
tralpunkte 0'  aus  0  in  jeden  Punkt  des  Raums  und  nehmen  noch 
je  die  oo^  Drehungen  um  denselben  vor. 

Es  können  daher  zehn  Bedingungen  der  Kugelverwandtschaft 
auferlegt  werden;  da  es  sich  wiederum  um  eine  nicht  durch  3  teilbare 
Zahl  handelt,  so  ist  es  nicht  möglich,  die  Verwandtschaft  nur  durch 
gegebene  Punkte  zu  bestimmen. 

Ein   gegebener  Zentralpunkt   ist   auch   eine  dreifache  Bedingung. 

In  bezug  auf  das  Produkt  von  zwei  Kugelinversionen  gilt  ähn- 
liches wie  in  Nr.  817.  Der  Punkt  Og  wird  wie  dort  konstruiert;  die 
beiden  Räume,   in    welche    derselbe  Raum    durch   (0^).  (Og)   und    (Og) 

übergeführt   werden,    sind  ähnlich.     Wird  als  Potenz  von  (O3)  -q-^% 

genommen,  so  werden  diese  Räume  kongruent  und  Spiegelbilder  von 
einander  in  bezug  auf  die  im  Punkte  M  (der  wie  a.  a.  0.  erhalten 
wird)  auf  0  =  0^02  0^  normale  Ebene,  also  handelt  es  sich  um  un- 
gleichsinnige Kongruenz;  und  die  Ungleichsinnigkeit  bleibt  bestehen, 
wenn  (O3)  eine  andere  Potenz,  aber  mit  demselben  Vorzeichen,  be- 
kommt, weil  dann  der  eine  Raum  eine  gleichsinnige  Ähnlichkeits- 
Transformation  erleidet.  Wird  dagegen  —  ^^^^h  als  Potenz  genommen, 
so  werden,  weil  entsprechende  Punkte  stets  in  derselben  Ebene  durch 
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o  liegen,  nach  vollzogener  Verschiebung  längs  o,  die  beiden  Räume 
kongruent  und  zwar  symmetrisch  in  bezug  auf  die  Axe  o,  also  gleich- 
sinnig; eine  andere  Potenz  mit  demselben  Vorzeichen  gibt  dann  gleich- 
sinnige Ähnlichkeit. 

Es  seien  zwei  korrelative  Räume  (S,  ©'  gegeben,  sowie  939 
zwei  kollineare  Bündel  0,  0';  wir  wollen  diejenigen  Punkte 
X,  X'  einander  zuordnen,  welche,  auf  entsprechenden  Strahlen 
Yon  0,  0'  gelegen,  in  den  Räumen  @,  @'  konjugiert  sind. 
Läuft  X  in  einer  Ebene  a,  so  wii*d  der  Bündel  0  zu  ihr  perspektiv, 
der  Bündel  0'  also  kollinear,  während  die  Polarebene  H'  in  ©'  einen 
korrelativen  Bündel  A  beschreibt;  diese  beiden  Bündel  0'  and  Ä  er- 
zeugen die  Fläche  2.  Grades,  welche  der  Ebene  a  entspricht. 

Den  Punkten  ö  und  0'  entsprechen  die  Ebenen  k',  k,  welche 
ihnen  in  der  gegebenen  KoiTelation  polar  sind. 

Ein  Punkt  Z  von  k  führt  zu  zwei  Elementen  im  Bündel  0' ,  dem 
Strahle,  welcher  dem  OZ  in  der  Kollineation,  und  der  Ebene  H',  die 
dem  Z  selbst  in  der  Korrelation  entspricht.  Dadurch  wird  der  ge- 
nannte Bündel  in  sich  korrelativ  und  erhält  einen  Strahlen-Kernkegel; 
jede  Kante  z'  desselben  fällt  in  die  Polarebene,  in  @',  des  Punktes  Z 
auf  K,  der  auf  dem  ihr  entsprechenden  Strahle  von  0  liegt:  also  ent- 
spricht diese  ganze  Kante  dem  Z  in  der  konstruierten  Verwandtschaft 
und  diese  Punkte  ^  in  k  bilden  den  Kegelschnitt,  welchen  der  Kegel 
aus  0  einschneidet,  der  jenem  Kegel  in  der  Kollineation  entspricht. 
Wir  haben  die  Hauptkurve  in  Z  und  finden  ähnlich  die  in  Z',  während 
0,  0'  schon  als  Hauptpunkte  erkannt  sind^).  Es  liegt  unsere 
(2,  2)  vor. 

Die  Konstruktion  umfaßt  die  Mannigfaltigkeit  2  •  3  +  8  -|-  15  =  29; 
also  müssen,  wenn  jede  Cremonasche  Verwandtschaft  (2,  2)  auf  diese 
Weise  herstellbar  ist,  da  durch  sie  die  Kollineation  (0,  0')  festgelegt 
ist,  für  sie  oo^  Korrelationen  (©,  o')  vorhanden  sein,  mit  deren 
Hilfe  sie  konstruiert  werden  kann,  denen  allen  dann  die  polaren 
Elemente   0,  k  ' ;  k,  0 '  gemeinsam  sind. 

Wird  durch  die  Verwandtschaft  (2,  2)  eine  Fläche  2.  Grades  F^ 
transformiert,  welche  durch  0  geht,  so  ergibt  sich  eine  kubische 
Fläche,  die  0'  zum  Doppelpunkt  hat  und  durch  K  geht.  Die  sechs 
(binären)  Geraden^)  auf  ihr,  die  durch  den  Doppelpunkt  gehen,  rühren 
her  von  den  beiden  durch  0  gehenden  von  F^  und  den  Schnitten 
dieser  Fläche  mit  K\  von  den  15  unären  Geraden  stammen  acht  von 
den  durch  diese  vier  Punkte  gehenden  Geraden  der  i^",  sechs  weitere 
von  den  Kegelschnitten  auf  ihr,  die  durch  0  und  zwei  dieser  Punkte 
gehen;  die  15*^  endlich,  die  ergänzende  Gerade  des  K\  entsteht  durch 


1)  Aschieri,  Rendiconti  dell'Istit.  Lombardo,  2.  Ser.  Bd.  14,  S.  21. 

2)  Flächen  3.  Ordnung  Nr.  112. 
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die  Bilder  der  Nachbarpunkte  des  0  und  wird  in  k'  eingesclinitten 
durch  die  Ebene  von  0',  die  in  der  Kollineation  der  Tangentialebene 
der  F^  in  0  entspricht. 


§  135.  Verwandtschaften,  bei  denen  das  eine  Gebüsche  aus  allgemeinen 
kubischen  Flächen  besteht. 

940  Es  möge  erst  eine  einleitende  Betrachtung  vorangeschickt  werden, 

welche  die  wichtigsten  Sätze  der  Krümmungstheorie  der  Flächen 
in  geometrischer  Ableitung  und  den  Begriff  der  Oskulation  von 
zwei  Flächen  bringen  soll. 

Die  Kugeln,  welche  eine  gegebene  Fläche  i^  in  einem  ge- 
gebenen Punkte  P  berühren,  führen  zu  einer  Projektivität 
zwischen  der  Punkt  reihe  der  Mittelpunkte  Jf  auf  der  Normale 
und  einer  gewissen gleichseitig-hyperbolischenlnvolution  im 
Tangentenbüschel.  Denn  jede  von  ihnen  schneidet  F  in  einer 
Raumkurve,  welche  in  P  einen  Doppelpunkt  hat,  weil  jede  Ebene 
durch  P  zwei  sich  in  diesem  Punkte  berührende  Kurven  ausschneidet, 
also  mit  der  Raumkurve  zwei  in  dem  Punkte  vereinigte  Schnitte  hat. 
Die  beiden  Tangenten  t\  t"  der  Raumkurve  in  ihrem  Doppelpunkte, 
als  Tangenten  der  Flächen  in  der  gemeinsamen  Berührungsebene  ge- 
legen, haben  dann  die  Eigenschaft,  daß  jede  Ebene  durch  eine  von 
ihnen  mit  der  Raumkurve  noch  den  unendlich  nahen  Punkt  gemein 
hat,  so  daß  drei  Schnitte  sich  vereinigt  haben,  und  die  ausgeschnittenen 
Kurven  sich  oskulieren,  also  die  aus  der  Kugel  ausgeschnittene  der 
Krümmungskreis  der  andern  ist.  Für  alle  Ebenen  durch  eine  solche 
Tangente  liegen  daher  die  Krümmungskreise  ihrer  Schnitte  mit  F 
auf  derselben  Kugel;  für  die  durch  die  Normale  gehende  ist  er  ein 
größter  Kreis,  und  ist  R  der  Radius  der  Kugel  und  dieses  Kreises, 
und  r  der  Radius  des  Kreises  in  einer  schiefen  Ebene,  welche  mit 
dem  Normalschnitte  den  Winkel  0  bildet,  so  ist: 

r  =  R  cos  0. 

Jeder  Punkt  M  auf  der  Normale  hat  zu  einem  Paare  von  reellen 
oder  imaginären  Tangenten  geführt,  deren  Normalschnitte  ihn  zum 
Krümmungs-Mittelpunkte  haben.  Umgekehrt  entspricht  jeder  Tangente 
und  ihrem  Normalschnitt  ein  Krümmungs-Mittelpunkt  M  auf  der 
Normale,  und  sie  ist  die  eine  Doppelpunkts-Tangente  der  Kurve,  die 
von  der  berührenden  Kugel  um  diesen  Punkt  ausgeschnitten  wird. 
Also  gilt  für  einen  beliebigen  Normalschnitt  und  einen 
schiefen  Schnitt  durch  die  nämliche  Tangente  die  obige 
Beziehung  zwischen  den  beiden  Krümmungsradien;  das  ist 
der  Satz  von  Meusnier. 
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Femer  haben  wir  zwischen  der  Punktreihe  auf  der  Normale 
und  dem  Tangentenbüschel  eine  Korrespondenz  [1,  2]  erkannt,  oder 
(Nr.  168)  eine  Projektivität  zwischen  jener  und  einer  Involution  in 
diesem.  In  dieser  Projektivität  entspricht  dem  Fußpunkt  P,  bei 
welchem  die  Kugel  den  Radius  0  hat  und  daher  der  isotrope  Kegel 
aus  P  nach  der  absoluten  Kurve  ist,  das  Paar  der  Kanten,  welches 
die  Berührungsebene  aus  diesem  Kegel  ausschneidet,  der  isotropen 
Tangenten  des  P;  denn  die  Nachbarpunkte  dieser  Kanten  neben  P 
sind  noch  auf  F  gelegen,  demnach  Nachbarpunkte  des  P  auf  der 
Schnittkurve,  also  die  Kanten  die  Doppelpunkts-Tangenten  derselben. 

Weil  nun  die  Involution  das  Paar  der  isotropen  Strahlen  enthält,  ist 
sie  gleichseitig-hyperbolisch,  hat  reelle  und  rechtwinklige  Dop- 
pelstrahlen. 

Jeder  der  Doppelstrahlen  t^,  t^  gehört  zu  einem  M^  bzw.  M^, 
dessen  Kugel  eine  Kurve  ausschneidet,  die  in  P  einen  Rückkehrpunkt 
hat  mit  der  Rückkehrtangente  t^  bzw.  t^.  Weil  durch  31^  oder  M^ 
der  Übergang  .  stattfindet  von  Punkten  mit  reellen  entsprechenden 
Tangenten  zu  solchen,  denen  imaginäre  entsprechen,  so  kennzeichnen 
sich  die  Krümmungsradien  P^,  Pg  ^^^  solche  mit  extremen  Werten; 
wie  wir  noch  genauer  erkennen  werden. 

Die  Verwandtschafts-Gleichung  der  Korrespondenz  [1,  2]  zwischen 
31  und  t\  t"  hat  die  Form: 

tgqp^-f  atgcp  ■\-l-\-  P(ctgcp2-f  rZtgqp  +  e)  =  0, 

worin  als  Parameter  in  der  Punktreihe  die  (mit  einem  Vorzeichen 
behaftete)  Entfernung  P3I  =  R  und  im  Tangenten büschel  tg^^f  =  tgqp 
genommen  ist.  Zu  P  =  0  gehören  tgqp  =  i  und  tgqp  =  —  t  (Nr.  76), 
so  daß  a  =  0,  6  =  1  ist;  zu  E  =  R^  gehören  zwei  Wurzeln  0  der 
quadratischen  Gleichung: 

(1  -f  cR)  tg(p2+  rZtg9  -f  (1  -f  eR)  =  0, 

also  ist  ^  =  0,  1  -f  ePj  =0;  zu  R  =  R^  gehören  zwei  Wurzeln  oo, 
weil  ^2  normal  zu  t^  ist,  demnach  c?  =  0,  1  -f  cPg  =  0.  Also  hat  die 
Beziehung  die  Gestalt: 

cosqp*  V  i?ä     ^  Bj 

erhalten  oder: 

1   cosqp-        sinqp* 

B  ~~  ~^^  +  ~^ ' 

die  Eulersche  Formel  für  die  Krümmungsradien  der  Normal- 
schnitt e.^)     Schreiben  wir  sie  in  den  Formen: 


1)  Der  obige  Beweis  wurde  von  Em.  Weyr  gegeben:  Math.  Annalen  Bd.  3 
S.  228.  —  Man  vergleiche  auch  -Mannheims  Beweis  in  seinen  interessanten 
Principes  et  developpements  de  Geometrie  cinematique  (1894),  S.  146. 
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1  1,.„/1  1\  1  -»/l  1\ 

^  =  jj- +  sin  q,^  (^  -  ^)  =  ^  -  smcp^  (^  -  ^), 

i  =  ^  -  «°^^'  (i  -  i)  =  i  +  «°«<p'  (ir  -  i)' 

SO  folgt,  wenn  i^^  >  jRg  >  0:  B^>  By>  B^,  und  wenn  i?i  >  0  >  i?2: 
B^  By^j  bzw.  B  <C  B^y  je  nachdem  i?  positiv  oder  negativ  ist. 

qp  sei  nun  mit  einem  beliebigen  festen  Strahle  im  Tangenten- 
büschel gebildet,  B  nach  wie  vor  die  Entfernung  MP-^  den  isotropen 
Strahlen  gehört  unverändert  der  Parameter  tgcp  =  +  i  zu;  so  daß, 
wie  vorhin,  a  =  0,  h  =  1  ist. 

Die  drei  Konstanten  c,  d,  e,  die  in  der  Relation: 

ig(p^+l  +  B(ctgq)^-j-  dtgcp  +  e)  =  0 

bleiben,  werden  bestimmt,  wenn  für  drei  Werte  qp  die  B  gegeben 
sind,  d.  h.  für  drei  Normal  schnitte  ihre  Krümmungsradien. 

Wenn  also  für  zwei  sich  berührende  Flächen  drei  Normal- 
schnitte des  Berührungspunktes  die  nämlichen  Krümmungs- 
halbmesser haben,  so  gilt  dies  in  allen  Normalschnitten.^) 
Der  Meusniersche  Satz  sagt  dann  aber,  daß  auch  die  Schnitte 
der  anderen  Ebenen  durch  den  Punkt  die  nämlichen  Krüm- 
mungsradien haben.  Die  Flächen  oskulieren  sich  in  dem 
Punkte.  Und  aus  der  Übereinstimmung  der  Krümmungs- 
radien in  drei  ebenen  Schnitten  durch  den  Punkt,  welche 
durch  drei  verschiedene  Tangenten  desselben  gehen,  folgt 
die  Übereinstimmung  in  allen  Schnitten:  die  Oskulation  in 
dem  Punkte. 

Diese  durchgängige  Oskulation  der  Schnitte  durch  den  Punkt 
beweist  dann,  daß  die  Schnittkurve  in  dem  Punkt  einen  drei- 
fachen Punkt  hat-,  und  umgekehrt,  aus  der  Dreifachheit 
folgt  die  Oskulation.  Die  drei  Tangenten  der  Kurve  führen  dann 
zu  ebenen  Schnitten  mit  vierpunktiger  Berührung. 

Wenn  auf  einer  Fläche  durch  einen  Punkt  P  drei  ebene  Schnitte 
gelegt  sind,  mit  den  Nachbarpunkten  P^,P-^''^P^'jP^''^P^jP^",  so  be- 
wirkt das  Hindurchgehen  einer  zweiten  Fläche  durch  P,  P^j  P^  Be- 
rührung in  P  mit  jener  und  Pg'  kommt  von  selbst  auf  die  zweite; 
wird  sie  noch  durch  P^",  P^',  P^'  geführt,  so  ist  Oskulation  erreicht. 

Die  Oskulation  mit  einer  gegebenen  Fläche  in  einem 
gegebenen  Punkte  ist  mit  sechs  Punktbedingungen  äqui- 
valent, so  daß  es  ein  Gebüsche  von  oskulierenden  Flächen  2.  Grades 
gibt.') 

1)  Schon  Dupin  bekannt. 

2)  Liegt  eine  durch  den  Anfangspunkt  0  gehende  Fläche  vor: 

jT^l  _|_   C72  _f-  trs  _j =  ü, 

wo   ?7\  ?72,  IP,  . ..  die  Aggregate  der  verschiedenen  Dimensionen  in  den  Koordi- 
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Ermitteln  wir  nunmehr  diejenigen  C  r  e  m  o  n  a  sehen  Yerwandtschaften,  94 1 
bei  denen  den  Ebenen  des  einen  Raumes  X'  allgemeine  kubische 
Flächen^)  im  anderen  entsprechen.  Diese  Flächen  sind,  wie  wir 
wissen,  Homaloide;  wir  benutzen  (Nr.  907,  908)  die  eindeutige  Ab- 
bildung einer  kubischen  Fläche  (Pq  auf  die  Ebene  TT,  bei  welcher 
sechs  Geraden  eines  Sextupels  /j,  .  •  •  /g  in  Punkte  abgebildet  werden: 
L^,  .  .  .  Lq  (Abbildungs-Sextupel). 

Es  handelt  sich  hier  um  Verwandtschaften  vom  Geschlechte  1, 
dem  der  ebenen  Schnitte  einer  allgemeinen  Fläche  3.  Ordnung.  Man 
bestätige  dies  Geschlecht  bei  den  ebenen  Schnitten  der  Flächen  des 
anderen  Raumes. 

a)  Nehmen  wir  erstens  an,  daß  die  Flächen  des  Gebüsches  G 
keine  gemeinsame  Kurve  haben,  so  daß  den  Geraden  a  von  X'  volle 
Durchschnittskurven  9.  Ordnung  entsprechen. 

Weil  bei  jener  Abbildung  den  Geraden  der  TT  auf  cp^  kubische 
Raumkurven  entsprechen,  welche  gegen  /^, ...  7g  windschief  sind,  und  eine 
kubische  Kurve  einem  vollen  Durchschnitte  auf  qp^,  d.  h.  irgend 
einer  ihn  einschneidenden  kubischen  Fläche  neunmal  begegnet,  so 
sind  die  Bilder  der  vollen  Schnitte  Kurven  9.  Ordnung,  und  weil  jene 
die  Zj,  .  .  .  Iq  dreimal  schneiden,  sind  die  L^,  .  .  .  Lq  auf  ihnen  drei- 
fach; und  ähnlich  bildet  sich  (Nr.  909)  der  Schnitt  6.  Ordnung  mit 
einer  Fläche  2.  Grades  in  eine  Kurve  6.  Ordnung  ab,  welche  die 
Xi,  .  .  .  Zg   zu  doppelten  Punkten  hat. 

Wir  müßten  also  ein  homaloidisches  Kurvennetz  9.  Ordnung  mit 
mindestens  sechs  dreifachen  Hauptpunkten  haben;  ein  solches  gibt  es 
nicht  (vgl.  die  Tabelle  in  Nr.  787). 

Folglich  besteht  keine  Yerwandtschaft  (3,  9).-) 

b)  Die  kubischen  Flächen  qp  mögen  eine  Gerade  l^  gemeinsam 
haben;  die  Abbildung  der  cp^  in  TT  erfolge  mit  Hilfe  eines  Sextupels, 
zu  welchem  I^  gehört:  dann  bleiben  die  Bilder  der  restierenden 
Schnittkurven  8.  Ordnung  auf  9q  noch  9.  Ordnung,  weil  sich  l^  in 
einenPunkt  abbildet.  DieGeradeZi  wird  bekanntlich  von  jeder  restierenden 
Kurve  8.  Ordnung  in  vier  Punkten  getroffen;  den  \,  .  .  .1^  begegnen 
die  auf  cp^  gelegenen  in  drei  Punkten.  Wir  brauchen  also  ein  homa- 
loidisches Kurvennetz  9.  Ordnung  mit  (mindestens)    einem   vierfachen 


naten  sind,  so  ist  U^  -^  JJ^  =  Q  (welche  bei  einer  Veränderung  des  Systems  um 
0  sich  nicht  ändert)  eine  ausgezeichnete  unter  den  oskuHerenden  Flächen 
2.  Grades;  sie  geht  durch  den  unendlich  fernen  Schnitt  der  vorletzten  Polare 
des  0. 

1)  Eine  gewisse  Kenntnis  der  Geometrie  auf  der  kubischen  Fläche  wird  im 
folgenden  vorausgesetzt;  ich  verweise  auf  mein  Buch  Kap.  II  und  V. 

2)  Sie  wird  möglich,  wenn  wir  den  kubischen  Flächen  einen  Doppelpunkt 
gemeinsam  sein  lassen;  vgl.  Cremonas  Note  in  den  Rendiconti  dell'  Istituto 
Lombardo.     11.  Bd.  4. 
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und  fünf  dreifachen   Hauptpunkten;   ein   solches   ist   auch   nicht   vor- 
handen.   Also  gibt  es  auch  keine  Cremo nasche  Verwandtschaft  Qj,  8). 

c)  Zwei  feste  windschiefe  Geraden  l^,  l^  würden  ein  homaloidisches 
Kurvennetz  9.  Ordnung  mit  zwei  vierfachen,  vier  dreifachen  Haupt- 
punkten fordern.     Auch  ein  solches  ist  nicht  vorhanden. 

d)  Nehmen  wir  an,  daß  den  Flächen  qp  ein  Kegelschnitt  K 
gemeinsam  sei.  Es  scheint  am  einfachsten,  qpQ  so  in  TT  abzubilden, 
daß  die  ErgänzuDgsgerade  von  K  die  Hauptgerade  l^  ist;  den  Zg?  •  •  •  h 
begegnet  dann  K.  Weil  ein  voller  ebener  Schnitt  sich  in  eine  Kurve 
3.  Ordnung  abbildet,  so  gilt  dies  auch  noch  für  K-^  für  diese  Bild- 
kurve hat  man  daher:  L^L.2,  .  .  .  J^e*/)  ^^^  folglich  ist  das  Bild  einer 
auf  qpQ   gelegenen  restierenden   Schnittkurve    7.  Ordnung    eine    Kurve 

6.  Ordnung:  L^h^  ..  •  L^\  auch  ein  solches  homaloidisches  Kurven- 
netz ist  nicht  vorhanden. 

e)  Die  kubischen  Flächen  cp  mögen  sich  längs  einer  festen  Gerade 
\  berühren;  dieselbe  begegnet  den  restierenden  Schnittkurven  7.  Ord- 
nung in  fünf  Punkten.  Denn  irgend  eine  Ebene  durch  \  schneidet 
zwei  der  Flächen  noch  in  Kegelschnitten,  welche,  wegen  der  Berüh- 
rung, durch  dieselben  zwei  Punkte  von  \  gehen  und  ihre  beiden 
weiteren  Schnittpunkte   sind   die  Schnitte   der  Ebene   mit   der  Kurve 

7.  Ordnung,  die  nicht  auf  \  liegen.  Das  Bild  einer  solchen  auf  cp^^ 
gelegenen  Kurve  ist,  da  \  sich  in  einen  Punkt  abbildet,  9.  Ordnung: 
L^L^  .  .  .  Zg^;  aber  ein  entsprechendes  homaloidisches  Kurvennetz 
9.  Ordnung  mit  einem  fünffachen  und  fünf  dreifachen  Hauptpunkten 
ist  nicht  vorhanden.  Folglich  gibt  es  auch  keine  Verwandtschaft 
(3,  7). 

942  Der    nächste    Schritt    aber,    bei   dem  fünf  Fälle  zu    untersuchen 

sind,  wird  bei  dreien  von  Erfolg  sein. 

f)  Den  qp  sei  eine  ebene  Kurve  3.  Ordnung  gemeinsam;  sie  trifft 
alle  sechs  Geraden  einmal,  hat  zum  Bilde  eine  Kurve  3.  Ordnung: 
X^  .  .  .  L^j  also  haben  die  auf  qp^  gelegenen  restierenden  Schnittkurven 
6.  Ordnung  auch  Bilder  6.  Ordnung:  L^^ .  . .  L^.  Es  gibt  kein  homa- 
loidisches Kurvennetz  6.  Ordnung  mit  mindestens  sechs  doppelten 
Hauptpunkten. 

g)  Jetzt  sei  eine  kubische  Raumkurve  gemeinsam;  wir  benutzen 
das  Sextupel  \  .  .  .\  auf  qpQ,  gegen  das  sie  windschief  ist,  zur  Ab- 
bildung. Dann  ist  ihr  Bild  eine  Gerade  und  dasjenige  einer  auf  qp^ 
gelegenen  Restschnittkurve  f  6.  Ordnung,  welche  die  \,  .  .  .  dreimal 
trifft,  ist  8,  Ordnung:  L^  .  .  .  Lq^.     Es  gibt  ein  homaloidisches  Netz 

8.  Ordnung  mit  sieben  dreifachen  Hauptpunkten  (vgl.  Nr.  787  Tabelle 
n  =  S  :  4)).  Dieser  siebente  dreifache  Punkt  in  TT  gehöre  als  Bild  zu 
einem  Punkte   0  auf  cp^,   durch  den  alle  auf  cp^  gelegenen  T^urven  f 


1)  Wo   durch  L/'  bezeichnet  werde,   daß   die   Kurve  hmal   durch  L^  geht. 
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6.  Ordnung  dreimal  gehen.  Das  bedeutet,  daß  alle  Flächen  cp  des  ku- 
bischen Gebüsches  cpQ  in  einer  durch  0  dreimal  gehenden  Kurve 
schneiden.  Die  Flächen  oskulieren  %  in  0;  denn  jede  Ebene  durch 
diesen  Punkt  schneidet  aus  cp^  und  einer  9  zwei  Kurven,  welche  sich 
in  0  dreipunktig  berühren.  Die  9  sind  dadurch  bestimmt,  daß  sie 
alle  durch  eine  gegebene  kubische  Raumkurve  gehen  und  eine  ge- 
gebene Fläche  (uu)  in  einem  gegebenen  Punkte  oskulieren.  Dadurch 
wird  in  der  Tat  ein  homaloidisches  Netz  festgelegt.  Die  kubische 
Raumkurve  ist  für  eine  durchzulegende  kubische  Fläche  mit  zehn 
Punkten  äquivalent^);  die  Oskulation  aber  involviert  sechs  Punkt- 
bedingungen. 

Somit  sind  die  Flächen  3.  Ordnung  cp,  welche  durch  die 
kubische  Raumkurve  gehen  und  (uu)  in  0  oskulieren,  10-|-6 
linearen  Bedingungen  unterworfen  und  bilden  ein  Gebüsche.  Weil 
ferner  die  Schnittkurve  6.  Ordnung  zweier  von  ihnen  in  0  einen  drei- 
fachen Punkt  hat  und  mit  aUen  drei  Asten  desselben  eine  dritte 
Fläche  oskuliert,  was  3-3  =  9  Schnitte  absorbiert,  und  ihr  in  den 
acht  Punkten  begegnet,  welche  den  beiden  Teilkurven  des  Schnitts 
gemeinsam  sind"),  so  bleibt  bloß  ein  veränderlicher  Schnittpunkt  für 
-drei  Flächen  des  Gebüsches  übrig;  also  ist  es  homaloidisch.  So 
hat  sich  eine  Verwandtschaft  (3,  6)  ergeben. 

h)  Wir  nehmen  jetzt  an,  daß  den  Flächen  qp  ein  Kegelschnitt  K 
lind  eine  gegen  ihn  windschiefe  Gerade  l^  gemeinsam  sind.  Es  sei 
g  die  ergänzende  Gerade  von  K  auf  cpQ,  l^l^hhh  ®i^  Quintupel^)  auf 
dieser  Fläche,  für  welches  g  die  einzige  Treffgerade  ist;  die  sechste 
Gerade  Iq  des  Sextupels  trifft  dann  K]  g  bildet  sich  in  den  Kegel- 
schnitt: L^  .  .  .  L^  ab,  daher  K  in  eine  Gerade  durch  Zg,  die  Rest- 
schnittkurven 6.  Ordnung  auf  cpo,  welche  der  l^  viermal  begegnen, 
in  Kurven  8.  Ordnung:  L^^L^^  . . .  L-^^L^^.  Es  gibt  kein  homaloidisches 
Netz  mit  solchen  Hauptpunkten. 

i)  Wenn  wir  den  Flächen  cp  drei  windschiefe  Geraden  J^,  l^,  l-^ 
gemeinsam  annehmen  und  diese,  als  Geraden  von  cp^,  dem  Abbildungs- 
sextupel  angehören  lassen,  so  werden  die  auf  cp^  gelegenen  Rest- 
schnittkurven 6.  Ordnung  sich  in  Kurven  9.  Ordnung:  L^L^^L.^L^L-^L^ 
abbilden. 


1)  Flächen  3.  Ordnung  Nr.  73.    Die  dort  nach  dem  Range  als  anterem  Zeiger 
bezeichneten  Raumkurven : 

-n^,      ^81      -^Qi      -"121      -*^io»      -^^1      -"181 -"'16 1 -*^i4i -"12 

haben  das  Geschlecht: 

010  2  1  043        2         1 

und  sind  mit: 

10       12       13         14       15         16       15      16       17      18 

Punkten  für  die  Bestimmung  einer  kubischen  Flächen  äquivalent. 

2)  Flächen  3.  Ordnung  Nr.  64,  oder  in  diesem  Buche  Nr.  383,  677. 

3)  Flächen  3.  Ordnung,  Nr.  21. 
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Es  gibt  ein  entsprechendes  homaloidisches  Netz  9.  Ordnung, 
welches  außer  diesen  Hauptpunkten  noch  einen  doppelten  und  einen 
einfachen  hat  (Tabelle  Nr.  787  n  =  9,  von  7)  das  zweite  Netz).  Ent- 
sprechen dann  0  und  0^  diesen  beiden  Punkten  auf  qp^,  so  sehen 
wir,  daß  es  sich  um  die  Flächen  3.  Ordnung  handelt,  welche 
durch  Zj,  ^2,  ?3  gehen,  in  0  eine  feste  Ebene  lu  (die  Tangential- 
ebene von  cpo)  berühren  und  durch  0^  gehen.  Das  sind  3  •  4 
+  3  +  1  =  16  lineare  Bedingungen.  Die  Schnittkurve  6.  Ordnung 
zweier  Flächen  3.  Ordnung,  die  diesen  Bedingungen  genügen,  trifft 
eine  dritte  in  3  •  4  Punkten  auf  \,  l^y  \y  in  2  2  Punkten  in  0, 
weil  sie  mit  beiden  Ästen  ihres  Doppelpunktes  sie  berührt,  und  in  0^; 
also  bleibt  ein  veränderlicher  Schnitt,  und  das  Gebüsche  ist  ho- 
maloidisch.  Es  hat  sich  eine  zweite  Verwandtschaft  (3,  6) 
ergeben. 

k)  Den  kubischen  Flächen  q)  seien  gemeinsam  zwei  Geraden  \y  \, 
so  jedoch,  daß  sie  sich  längs  der  ersteren  berühren.  Von  den  Rest- 
schnittkurven 6.  Ordnung  wird  l^  fünfmal,  l^  viermal  getroffen,  und 
die  auf  qp^  gelegenen  bilden  sich  ab  in  Kurven  9.  Ordnung:  L{'L^^L^ 
...  Zß^,  wenn  \j  l^  wiederum  zum  Abbildungssextupel  gehören. 

Auch  diesem  Ergebnis  entspricht  ein  homaloidisches  Netz  (in 
jener  Tabelle  n  =  9,  das  zweite  Netz  von  6)).  Es  hat  noch  drei  ein- 
fache Hauptpunkte. 

Die  Flächen  3.  Ordnung  qp  sollen  also  die  gegebene 
Fläche  qpo  längs  \  berühren,  längs  \  schneiden  und  durch 
drei  feste  Punkte  gehen.  Jene  Berührung  ist  äquivalent  mit  neun 
linearen  Bedingungen^),  zu  denen  noch  4  -f  3  kommen.  Die  Schnitt- 
kurve 6.  Ordnung  zweier  von  den  Flächen  trifft  l^  fünfmal,  und  be- 
rührt so  oft  eine  dritte,  schneidet  sie  viermal  auf  l^  und  dreimal  in. 
Ol,  Og,  O3;  es  bleibt  ein  veränderlicher  Schnitt,  und  das  Gebüsche 
ist  homaloidisch.  So  haben  wir  eine  dritte  Verwandtschaft 
(3,  6)  erhalten. 

Die  Restschnittkurven  6.  Ordnung  von  kubischen  Flächen,  neben 
einer  kubischen  Raumkurve,  drei  windschiefen  Geraden,  einer  „Be- 
rührungsgerade" und  einer  Schnittgerade,  haben  das  Geschlecht  3, 
1,  0;  in  g),  i)  werden  auch  die  beiden  ersteren,  durch  den  dreifachen 
bzw.  doppelten  Punkt,  unikursal. 
943  1)  Lassen  wir  nunmehr  die  kubischen  Flächen  qp  eine  Raumkurve 

4.  Ordnung  1.  Art  B^^  gemeinsam  haben;  der  untere  Zeiger  bezeichne 
das  Geschlecht.  Wir  schneiden  qp^  mit  einer  durch  sie  gehenden 
Fläche  2.  Grades  noch  in  einem  Kegelschnitte  K  und  nehmen  die 
Geraden  /j,  .  .  .  Zg  auf  qp^  in  derselben  Lage  zu  K  wie  in  d).  Das 
Bild  von  K  ist  dann  eine  Kurve  3.  Ordnung:  L^^L^  .  .  .  L^y  daher  das 


1)  Math.  Annalen  Bd.  21  S.  498. 
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von  B^^  ebenfalls  3.  Ordnung,  aber:  L^  .  .  .  L^:  folglich  bilden  sich 
die  auf  qpQ  befindlichen  Restschnittkurven  5.  Ordnung  in  Kurven 
6.  Ordnung:  L^L^  .  .  .  L^  ab.  Es  gibt  kein  entsprechendes  homa- 
loidisches  Netz. 

m)  Jetzt  sei  gemeinsam  eine  Raumkurve  4.  Ordnung  2.  Art:  B,^\ 
wir  benutzen  die  beiden  auf  qp^  gelegenen  dreifachen  Sekanten  \,  \^ 
in  welchen  die  einzige  durchgehende  -F^  schneidet^  zum  Abbildungs- 
sextupel;  ^^  •  •  -hf  windschief  zu  l^j  l^,  treffen  i?^*  zweimal;  das  Bild 
von  i?o*  ist  daher  6.  Ordnung:  L^^L^^L^^  .  .  .  Zg^.  Folglich  haben  die 
auf  qpo  gelegenen  Restschnittkurven  5.  Ordnung  Bilder  3.  Ordnung: 
Zg  ...  iß . 

Es  gibt  ein  homaloidisches  Netz  3.  Ordnung,  welches  außer  den 
vier  einfachen  noch  einen  doppelten  Hauptpunkt  hat. 

Es  handelt  sich  um  die  Flächen  qp  3.  Ordnung,  welche 
durch  i?Q^  gehen  und  eine  gegebene  Ebene  uj  in  einem  ge- 
gebenen Punkte  0  berühren. 

Das  Gehen  durch  B^^  ist  äquivalent  mit  13  linearen  Bedingungen, 
und  die  genannte  Berührung  mit  3.  Zwei  sie  erfüllende  Flächen 
3.  Ordnung  schneiden  sich  in  einer  Raumkurve  5.  Ordnung  B^,  welche 
im  allgemeinen  das  Geschlecht  1  hat,  der  B^^  in  10  Punkten^)  be- 
gegnet, durch  0  zweimal  geht  und  dadurch  das  Geschlecht  0  erhält; 
sie  begegnet  einer  dritten  Fläche,  welche  sie  in  0  mit  beiden  Asten 
berührt,  damit  in  10  -f  4  Punkten,  und  es  bleibt  ein  letzter  Schnitt, 
außerhalb  der  Hauptelemente.  Wir  haben  damit  eine  Verwandt- 
schaft (3,  5)  erhalten. 

n)  Gemeinsam  sei  den  cp  eine  kubische  Raumkurve  B^  und  eine 
gegen  sie  windschiefe  Gerade  l^-^  zum  Abbildungssextupel  nehmen 
wir  das  gegen  B^  windschiefe  \  .  .  .1^.  Das  Bild  von  B^  ist  dann 
eine  Gerade  durch  keinen  der  sechs  Punkte  X-;  daher  bilden  sich  die 
auf  (Pq  gelegenen  Restschnittkurven  5.  Ordnung,  vom  Range  8  und  vom 
Geschlecht  0,  in  Kurven  8.  Ordnung:  L^^L.^^  .  •  .  L^^  ab.  Es  gibt  ein 
entsprechendes  homaloidisches  Netz  (in  jener  Tabelle  n  =  S  1)  das 
zweite  Netz)  mit  noch  zwei  einfachen  Hauptpunkten.  Also  handelt 
es  sich  um  die  kubischen  Flächen  durch  eine  kubische  Raum- 
kurve Bq^,  eine  gegen  die  windschiefe  Gerade  l^  und  zwei 
Punkte  Ol,  Ogj  das  sind  10-1-4  +  2  lineare  Bedingungen.  Zwei  von 
ihnen  begegnen  sich  noch  in  einer  Raumkurve  5.  Ordnung  jR^^,  welche 
der  Bq^  in  8  und  der  l  in  vier  Punkten  begegnet^),  durch  0^,  Og 
geht  und  eine  dritte  Fläche  noch  in  einem  einzigen  weiteren  Punkt 
schneidet.     Wir  haben  eine  zweite  Verwandtschaft  (3,  5). 


1)  Flächen  3.  Ordnung  Nr.  67    (wo   die  Kurven  mit  E^"^  und   V^^  bezeich- 
net sind). 

2)  a.  a.  0.  Nr.  66  ß). 


368  XL   §  135.  Kubische  Verwandtschaften  mit  allgemeinen  F^. 

Ein  Kegelschnitt  und  zwei  windschiefe  Geraden^  zwei  windschiefe 
Kegelschnitte  und  vier  windschiefe  Geraden  bringen  auf  alle  durch- 
gehenden kubischen  Flächen  noch  weitere  gemeinsame  Elemente:  die 
Gerade  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts^  welche  die  beiden  Geraden 
trifft^  die  Schnittlinie  der  Ebenen  der  beiden  Kegelschnitte^  die  beiden 
TrefiPgeraden  der  vier  Geraden. 

944  o)  Wir    lassen    jetzt    den    kubischen    Flächen    eine    Raumkurve 

5.  Ordnung  gemeinsam  sein,  und  zwar  zunächst  eine  solche,  die  durch 
Raumkurven  4.  Ordnung  1.  Art  zu  vollen  Schnitten  ergänzt  wird:  R^^. 
Wir  können  die  Abbildung  von  1)  benutzen,  bei  welcher  diese  Kurven 
4.  Ordnung  sich  in  Kurven  3.  Ordnung:  L^  .  .  .  Lq  abbilden,  aber  ein 
homaloidisches  Netz  3.  Ordnung  mit  fünf  einfachen  Hauptpunkten 
gibt  es  nicht. 

p)  Wenn  eine  Raumkurve  5.  Ordnung  R^^  gemeinsam  ist,  die 
durch  Raumkurven  4.  Ordnung  2.  Art  Rq^  zu  vollen  Schnitten  ergänzt 
wird,  so  benutzen  wir  die  Abbildung  von  m),  bei  der  solchen  Kur- 
ven 4.  Ordnung  Kurven  6.  Ordnung:  L^L^L^  .  .  .  L^  entsprechen. 
Da  finden  wir  ein  homaloidisches  Kurvennetz  (n  =  6,  2)),  das  noch 
einen  einfachen  Hauptpunkt  hat. 

Die  Flächen  3.  Ordnung  haben  also  eine  Kurve  R^*  und 
einen  Punkt  0  gemein,  das  sind  15  +  1  lineare  Bedingungen.  Die 
Restschnittkurven  Rq^  treffen  R^^  in  10  Punkten  (vgl.  m)),  haben  0 
gemeinsam  und  treffen  daher  eine  dritte  Fläche  des  Gebüsches  noch 
einmal.     Wir  haben  eine  Transformation  (3,  4)  erhalten. 

Eine  Rq^  besitzt  eine  vierfache  Sekante,  die  allen  durchgehenden 
kubischen  Flächen  gemeinsam  ist. 

Die  Raumkurve  R^^  mit  einer  Gerade,  die  ihr  zwei-  oder  einmal 
begegnet,  bildet  mit  ihr  eine  Ausartung  von  i?2^,  R^*- 

Ein  bemerkenswerter  Fall  ist,  wenn  eine  i?/  und  eine  gegen  sie 
windschiefe  Gerade  l  gegeben  sind;  der  JP^-Büschel  durch  jene  und  der 
Ebenenbüschel  durch  diese  geben,  in  projektiver  Beziehung,  oo^  ku- 
bische Flächen,  welche  ein  Gebüsche  bilden,  denn  drei  Punkte  be- 
stimmen gerade  die  Projektivität.  Zwei  von  diesen  Flächen  haben 
noch  zwei  Kegelschnitte  gemeinsam  in  Ebenen  durch  ?;  denn  die 
beiden  Projektivitäten  haben  zwei  Paare  entsprechender  Elemente  ge- 
mein, und  diese  Kegelschnitte  treffen  eine  dritte  Fläche  des  Ge- 
büsches nur  auf  R^^  und  ?;  ein  Punkt  außerhalb  dieser  Linien  be- 
stimmt sofort  in  seiner  Ebene  nach  l  einen  Kegelschnitt,  durch  den 
alle  ihn  enthaltenden  Flächen  des  Gebüsches  gehen,  solcher  Netze  gibt 
es  in  demselben  oo^. 

Jedenfalls  aber  ist  das  Gebüsche  nicht  homaloidisch. 

Eine  R^^  setzt  mit  einer  Gerade  ?,  die  ihr  in  3,  2,  1  Punkten 
begegnet,  eine  Ausartung  von  R^',  R^,  R^  zusammen. 
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H^  und  eine  gegen  sie  windschiefe  Gerade  l  sind  äquivalent  mit 
13  +  4  Bedingungen^  bestimmen  also  nur  ein  Netz  von  kubischen 
Flächen,  welche  alle  noch  durch  die  beiden  von  /  getroffenen  drei- 
fachen Sekanten  von  Mq^  gehen. 

Eine  kubische  Raumkurve  und  zwei  gegen  sie  windschiefe  Ge- 
raden sind  mit  18  Bedingungen  äquivalent  und  bestimmen  einen 
Büschel;  die  Grundkurve  wird  vervollständigt  durch  die  vier  Doppel- 
sekanten der  Kurve,  welche  die  beiden  Geraden  treffen. 

q)  Wir  nehmen  jetzt  an,  daß  die  kubischen  Flächen  eine  Raum- 
kurve 6.  Ordnung  gemeinsam  haben,  die  mit  ebenen  Kurven  3.  Ord- 
nung voUe  Schnitte  bildet:  i?/.  Weil  die  ebenen  Kurven  auf  qp^  sich 
in  Kurven  3.  Ordnung:  L^  .  .  .  Lq  abbilden,  so  müßten  wir  ein  homa- 
loidisches  Netz  3.  Ordnung  haben,  das  sechs  einfache  Hauptpunkte 
hat;  ein  solches  ist  nicht  vorhanden. 

r)  Jetzt  sei  eine  Kurve  B^^  gemeinsam,  welche  mit  kubischen 
Raumkurven  voUe  Schnitte  bildet.  Sei  auf  q)^  das  Sextupel  l^  I^ 
,  .  .  ?g  zur  Abbildung  benutzt,  das  gegen  eine  von  ihnen  windschief  ist, 
so  hat  sie  eine  Gerade  zum  Bilde,  jRg^  also  eine  Kurve  8.  Ordnung 
L^^  .  .  .  i6^  ^iiid  daher  wird  jede  der  ergänzenden  kubischen  Raum- 
kurven auf  qpo  in  eine  Gerade  abgebildet.  Wir  haben  das  Geraden- 
feld in  TT  vor  uns,  das  ja  ein  homaloidisches  Netz  ist,  und  die  Ver- 
wandtschaft zwischen  TT  und  a^  ist  KoUineation. 

Die  Flächen  cp  3,  Ordnung  sind  die  durch  R^^  gehenden, 
und  diese  bilden  ein  Gebüsche,  weil  B^^  mit  16  linearen  Bedingungen 
äquivalent  ist;  und  es  ist  homaloidisch,  weil  die  kubische  Raumkurve, 
in  der  je  zwei  Flächen  aus  ihm  sich  noch  schneiden,  der  B.^^  acht- 
mal begegnet  und  daher  mit  einer  dritten  Fläche  noch  einen 
Schnitt  hat. 

Die  weiteren  Kurven  6.  Ordnung  und  höherer  Ordnung,  die  auf 
einer  kubischen  Fläche  möglich  sind,  lassen  keine  Gebüsche  durch 
sie  zu,  sondern  nur  ein  Netz  bzw.  einen  Büschel. 

jRa^  und  eine  zweimal  treffende  Gerade,  jR^^  und  eine  dreimal 
treffende  Gerade  liefern  ein  Gebüsche,  sind  aber  nur  Ausartungen 
von  i?3^. 

Wir  haben  nun  alle  Fälle  erschöpft  und  im  ganzen  sieben 
Cremonasche  Verwandtschaften  gefunden,  bei  denen  das  Ge- 
büsche in  dem  einen  Räume,  dessen  Flächen  die  Ebenen  des 
anderen  entsprechen,  aus  allgemeinen  kubischen  Flächen 
besteht. 

§  136.    Fortsetzung. 

Wir  führen  sie  nun  in  umgekehrter  Reihenfolge  auf,  in  steigen-  945 
der  Ordnung  der  Flächen    des    zweiten  Gebüsches.     Die    zuletzt    ge- 

Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.  IV.  24 
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fundene  einfachste,  welche  in  beiderlei  Sinne   kubisch   ist,   ist  längst 
bekannt.  ^) 

1.  (3,3).  Die  kubischen  Flächen  haben  in  beiden  Räumen^) 
eine  Raumkurve  R^^  (16.  Ranges)  gemein,  die  mit  kubischen 
Raumkurven  volle  Schnitte  zweier  F^  bildet  und  ihnen  acht- 
mal begegnet. 

2.  (3,4).  Die  kubischen  Flächen  des  ersten  Raumes  haben 
eine  Raumkurve  R^^,  die  mit  Raumkurven  4.  Ordnung  2.  Art 
Rq^  solche  volle  Schnitte  bildet  und  ihnen  zehnmal  begeg- 
net, und  einen  Punkt  0  gemeinsam. 

3.  (3,  5)'.  Die  kubischen  Flächen  haben  eine  kubische 
Raumkurve  Rq^,  eine  gegen  sie  windschiefe  Gerade  und  zwei 
Punkte   Oj,  Og  gemein. 

4.  (3,  5)".  Die  kubischen  Flächen  haben  eine  Raumkurve 
4.  Ordnung  2.  Art  Rq^  gemeinsam  und  berühren  eine  gege- 
bene Ebene  uu  in  gegebenem  Punkte  0. 

5.  (3,  6)'.  Die  kubischen  Flächen  berühren  längs  l^  eine 
gegebene  Fläche  3.  Ordnung  —  irgend  eine  aus  dem  Gebüsche^ 
mit  der  man  anfängt  — ,  gehen  durch  eine  zweite  Gerade  l^ 
und  haben  drei  feste  Punkte  0^,  Og,  0^  gemeinsam. 

6.  (3,  6)".  Die  kubischen  Flächen  haben  drei  windschiefe 
Geraden  l^^  l^,  lg  gemein,  berühren  eine  Ebene  uu  in  0  und 
gehen  durch  0^. 

7.  (3,  6)"'.  Die  kubischen  Flächen  haben  eine  kubische 
Raumkurve  i?o^  gemeinsam  und  oskulieren  in  0  eine  gegebene 
Fläche  —  etwa  die  Ausgangsfläche  cpo  des  Gebüsches. 

Wir  haben  jetzt  für  jede  dieser  Verwandtschaften  die  Art  des 
Gebüsches  im  zweiten  Räume  und  die  Jacobischen  Fläche^  beider 
Gebüsche  zu  untersuchen. 

Die  Jacobische  Fläche  «7  von  G  ist  durchweg  8.  Ordnung. 
Bei  (3,  3)  sind  im  ersten  Räume  Kurven  0  vorhanden,  durch  welche 
Netze  des  Gebüsches  G  gehen,  die  dreifachen  Sekanten  der  Hauptkurve 
jRg^,  welche  nun  kurz  h^  heiße.    Durch  jeden  Punkt  derselben  gehen 


1)  Magnus,  Aufgaben  und  Lehrsätze  aus  der  analyt.  Geom.  des  Raumes 
S.  481;  Cremona,  ebenda  Bd.  68  S.  1  Nr.  113;  Nöther,  Math.  Annalen  Bd.  3 
S.  547;  Cayley,  Math.  Papers  Bd.  7  S.  236;  Sturm,  Math.  Annalen  Bd.  19  S.  480. 

"  Die  andern,  mit  Ausnahme  von  (3,  6)",  finden  sich  in  Cremonas  in  Nr.  935 
erwähnten  ersten  Note  aus  den  Rendiconti  dell'  Istituto  Lombarde.  Alle  sieben 
Verwandtschaften  hat,  in  etwas  anderer  Weise,  Loria  festgestellt:  Atti  delF 
Accademia  di  Torino  Bd.  26  (1890);  nur  läßt  er  bei  (3,  6)"'  die  Flächen  cp  in 
Oeine  gegebene  Ebene  oskulieren;  sich  oskulierende  Flächen  oskulieren  im  all- 
gemeinen nicht  die  gemeinsame  Tangentialebene. 

2)  Weil  nur  eine  (3,  3)  gefunden  wurde,  müssen  die  Gebüsche  in  beiden 
Räumen  gleichartig  sein. 
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drei  dreifache  Sekanten-^);  femer  enthält  jede  durch  h^  gehende  ku- 
bische Fläche  sechs  Geraden,  welche  die  Kurve  dreimal  treffen  ^). 
Daraus  folgt,  daß  die  Regelfläche  der  dreifachen  Sekanten  der  h^  mit 
jeder  solchen  Fläche  3.  Ordnung  einen  Schnitt  von  der  Ordnung 
3-6  +  6  gemein  hat;  also  ist  sie  8.  Grades.  Sie  bildet  die  ganze 
Jacob ische  Fläche  von  G.  Wir  kennen  sie  auch  aus  Nr.  689  und 
770.  Von  den  korrespondierenden  Punkten  Z'  dieser  Geraden  z  liegen 
in  jeder  Ebene  a'  sechs,  weil  es  auf  jeder  qp,  wie  eben  bemerkt,  sechs 
Geraden  z  gibt.  Wir  haben  so  die  Kurve  6.  Ordnung  li^,  welche 
den  Flächen  3.  Ordnung  qp'  in  T  gemeinsam  ist. 

W^ir  werden  auf  diese  vielbehandelte  Verwandtschaft  zurück- 
kommen. 

Die  Hauptkurve  Iv"  =  Ii{*  von  (3,  4)  hat  eine  Regelfläche  5.  Grades 
der  dreifachen  Sekanten  2.  Denn  durch  jeden  Punkt  der  Kurve  gehen 
zwei  und  auf  jeder  durchgehenden  F^  liegen  fünf.  Daraus  folgt,  daß 
die  korrespondierende  Kurve  der  Z'  5.  Ordnung  ist:  li^,  einfach 
auf  allen  Flächen  9'  4.  Ordnung,  weil  die  z  den  a  in  je  einem 
Punkte  begegnen. 

Außerhalb  der  h^  können  sich  zwei  dreifache  Sekanten  nicht 
treffen,  also  ist  diese  Kurve  die  einzige  vielfache  Kurve  auf  der 
Regelfläche;  daher  ist  letztere  vom  Geschlechte  1  und  die  ihr  ein- 
deutig zugeordnete  Kurve  li^  ebenfalls,  also  auch  eine  -Rj^^). 

Es  gibt  weiter  Kurven  s  von  der  2.  Ordnung;  diese  z'^  sind 
Kegelschnitte,  die  durch  0  gehen  und  Iv"  fünfmal  treffen.  Auf  jeder 
qp  gibt  es  zwei  solche  Kegelschnitte,  sie  liegen  in  den  Ebenen,  welche 
von  den  beiden  gegen  Iv"  windschiefen  Geraden  auf  qp  ^)  nach  0  gehen. 
Daher  bilden  die  entsprechenden  Punkte  Z'  einen  Kegelschnitt  /ig'^, 
worin,  jedoch  nur  bei  den  Hauptkurven  in  Z',  der  untere  Zeiger  2 
bedeutet,  daß  er  auf  allen  qp'  doppelt  ist,  weil  ja  die  entsprechende 
a  von  jedem  z'^  zweimal  getroffen  wird.  Wir  haben  so  schon  die 
gemeinsame  Kurve  aUer  qp',  von  der  Ordnung  5  +  2^-2  =  13,  die 
notwendig  ist,  damit  als  veränderlicher  Schnitt,  entsprechend  einer  Ge- 
rade von  Z,  eine  Kurve  3.  Ordnung  bleibt. 

Im  Gebüsche  G  gibt  es  eine  Fläche  qpo,  auf  welcher  der  Punkt 
0  Doppelpunkt  ist;  sie  wird  bestimmt  durch  drei  Nachbarpunkte  von 
0  auf  drei  beliebigen  Strahlen  durch  ihn.    Auf  dieser  Fläche  3.  Ord- 

1)  Diese  Zahl  v  ist  für  die  Kurven,  mit  denen  wir  hier  zu  tun  haben,  in 
der  Tabelle  auf  S.  222  meiner  Flächen  3.  Ordnung  angegeben;  sie  ist  3,  2,  1 
bei  i?8^  B^\  i?o*- 

2)  Vgl.  die  Tabelle  in  Mathem.  Annalen  Bd.  21  S.  494  n  =  6  5)  ^3 ;  dies 
g^  ist  5,  2  bei  Ii^'%  B^^^n  =  6  2)  und  w  =  4,  2);  auch  Flächen  3.  Ordnung  S.  202, 
214,  216,  67. 

3)  Raumkurven  5.  Ordnung  sind  immer  auf  kubischen  Flächen  gelegen ;  folg- 
lich können  wir  die  Grleichartigkeit  behaupten. 

4)  Qq  von  n  =  6  2)  in  jener  Tabelle. 

24* 
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nung  liegen  jene  Kegelschnitte  z^.  Von  0  kommen  fünf  Doppel- 
sekanten an  h^  (deren  Rang  10  ist);  diese  liegen  auf  90  und  gehören 
dem  Anschmiegungskegel  an;  derselbe  enthält  noch  eine  sechste  Ge- 
rade der  Fläche  cpo,  welche  gegen  h^  windschief  ist,  und  durch  sie 
gehen  die  Ebenen  der  ^^  ^). 

Die  Regelfläche  5.  Grades  der  dreifachen  Sekanten  von 
h^,  zugeordnet  der  Ji^,  und  diese  Fläche  qpo  3.  Ordnung,  welche 
den  0  zum  Doppelpunkt  hat,  zugeordnet  der  h^^,  bilden  die 
Jacobische  Fläche  J  von  G. 

Weil  eine  Gerade  a  diesen  Flächen  fünfmal,  dreimal  begegnet, 
so  stützt  sich  die  kubische  Raumkurve  f,  die  ihr  entspricht, 
fünfmal  auf  Ji^  und  dreimal  auf  h^'^. 

Dem  Hauptpunkt  0,  einfach  auf  allen  Kurven  4.  Ordnung  /) 
welche  den  Geraden  von  Z'  entsprechen,  korrespondiert  eine  Ebene, 
welche  in  der  Jaco bischen  Fläche  J'  12.  Ordnung  doppelt  zu  rechnen 
ist  (Nr.  934);  sie  ist  die  Ebene  von  h^^  weil  jeder  z^  durch  0  geht. 

Jede  der  fünf  Doppelsekanten  der  /^^  aus  0  trifft  die  Regelfläche 
der  dreifachen  Sekanten,  außerhalb  h^,  noch  einmal  und  bildet  mit 
der  dort  getroffenen  dreifachen  Sekante  ^  einen  ^^;  beiden  entspricht 
derselbe  Punkt  Z';  wir  haben  daher  fünf  Begegnungspunkte  von 
h'^  und  /?2'^;  wie  auch  daraus  folgt,  daß  h^^  für  alle  cp'  ein  voller 
ebener  Schnitt  ist. 

Eine  Gerade  /,  welche  h'''  zweimal,  h^^  einmal  trifft,  scheidet 
aus  dem  Gebüsche  der  cp'  ein  Netz  aus,  und  jedem  Punkte  Z  von  h^ 
ist  eine  solche  Gerade  /  zugeordnet,  weil  durch  ihn  zwei  Geraden  2 
und  ein  Kegelschnitt  s^  gehen,  und  zwar  eine  Gerade  /,  weil  er  ein- 
fach auf  den  cp  ist. 

Die  Kongruenz  der  Dopp elsekanten  von  Ji'^  ist  5.  Ordnung  10.  Klasse, 
daher  die  Regelfläche  derjenigen,  welche  eine  Gerade  treffen,  vom 
Grade  15;  auf  ihr  sind  die  Gerade  fünffach  und  die  Kurve  vierfach. 
Die  2-15  —  5  •  4  =  10  ferneren  Schnitte  mit  h^^  lehren,  daß  jene 
Geraden  /  eine  Regelfläche  10.  Grades  erzeugen.  Auf  ihr  ist  h^^ 
fünffach,  Ji^  aber  hat  die  Vielfachheit  4-2  —  5  =  3,  wie  die  Kegel 
beweisen,  welche  aus  einem  Punkte  auf  ihr  beide  Kurven  projizieren. 
Dieser  Grad  10  folgt  auch  daraus,  daß  die  Kurven  f,  Raumkurven 
4.  Ordnung  2.  Art,  welche  den  Geraden  a  korrespondieren,  der  h^, 
mit  der  sie  sich  zu  vollen  Schnitten  kubischer  Flächen  ergänzen, 
zehnmal  begegnen  ^). 

Es    sind    daher    zugeordnet:     dem    Hauptpunkte    0    die 

1)  Auf  jeder  cp  durch  h^  bilden  die  zwei  gar  nicht  und  die  zehn  zweimal 
trefFenden  Geraden  —  die  g^  und  die  g^  —  eine  Doppelsechs ;  auf  qp^  haben  sich 
je  zwei  dieser  zwölf  Geraden  in  eine  der  sechs  Geraden  des  Knotenpunktes  ver- 
einigt: Flächen  3.  Ordnung  Nr.  111. 

2)  Flächen  3.  Ordnung  Nr.  67. 
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doppelte  Ebene  von  li^'^,  der  h^  diese  Regelfläche  der  Ge- 
raden, welche  h''^  zweimal,  \'^  einmal  treffen  und  den  ein- 
zelnen Punkten  von/i^  korrespondieren.  Sie  bilden  die  Jacobi- 
sche Fläche  J'  12.  Ordnung  in  T . 

Den  zehn  Schnitten  einer  Gerade  a  mit  der  Regelfläche 
10.  Grades  korrespondieren  die  zehn  Inzidenzen  der  ihr  ent- 
sprechenden Kurve  4.  Ordnung  f  mit  Jv"  (Nr.  934). 

Man  bestätigt,  daß  Jv"  dreifach,  0  zweifach  auf  «7,  h'^  drei- 
fach, li^^  siebenfach  auf  J"'  ist,  entsprechend  den  Ergebnissen  der 
eben  genannten  Nummer. 

Bei  der  Verwandtschaft  (3,  5)'  haben  die  kubischen  Flächen  946 
cp  in  Z  eine  kubische  Raumkurve  h^  =  i^^^,  eine  gegen  sie  windschiefe 
Gerade  h  und  zwei  Punkte  0^,  0^  gemeinsam.  Die  Geraden,  welche 
h^  zweimal,  It  einmal  treffen,  erzeugen  eine  Regelfläche  4.  Grades  vom 
Geschlechte  0,  auf  welcher  /^^  doppelt,  h  einfach  ist;  sie  sind  Ge- 
raden ^;  jede  qp  enthält  ihrer  fünf,  denn  die  sechs  Geraden  auf  ihr, 
welche  h^  zweimal  treffen,  bilden  ein  Sextupel,  das  durch  die  sechs 
gar  nicht  treffenden  zur  Doppelsechs  vervollständigt  wird  (Nr.  377)^); 
zu  diesen  gehört  h  und  wird  durch  fünf  von  jenen  getroffen. 

Folglich  erzeugen  die  jenen  Geraden  z  zugehörigen  Punkte  Z' 
eine  Raumkurve  5.  Ordnung  li'^,  die  auf  den  cp'  einfach  ist.  Sie  ist, 
weil  eindeutig  auf  jene  Regelfläche  bezogen,  wie  sie,  vom  Geschlechte  0, 
also  eine  B^^. 

Ferner  bestimmen  die  Kurve  h^  und  die  beiden  Punkte  0^,  Og 
eine  Fläche  2.  Grades;^)  auf  dieser  haben  wir  einen  Büschel  von  ku- 
bischen Raumkurven  durch  0^,  0^  und  die  beiden  Schnitte  von  hy 
welche  gegen  die  beiden  Geradenscharen  sich  umgekehrt  verhalten 
wie  h^'^  folglich  treffen  sie  h^  in  fünf  Punkten  und  haben  mit  allen 
q)  5  -|-  2  -|-  2  Punkte  gemeinsam.  Durch  jede  von  diesen  Kurven  z^ 
geht  daher  ein  Netz  von  cp.  Auf  jeder  q)  gibt  es  eine  solche  Kurve; 
denn  jene  Doppelsechs  von  h^  zweimal  und  gar  nicht  treffenden  Ge- 
raden liefert  (Nr.  378,  379)  zwei  doppelt  unendliche  Systeme  von  ku- 
bischen Raumkurven  auf  der  qp,  von  denen  die  einen  sich  ebenso,  die 
andern  umgekehrt  wie  die  h^  verhalten;  aus  dem  letzteren  Systeme, 
dessen  Kurven  die  Ji^  fünfmal,  die  h  zweimal  treffen,  geht  eine  Kurve 
durch   Oj,  Og. 

Folglich  ist  der  Ort  der  Punkte  Z',  die  diesen  z^  korrespondieren, 
eine  Gerade  li^j  dreifach  auf  allen  qp',  weil  jede  zr  je  den  entspre- 
chenden a  in  drei  Punkten  begegnet. 

In  der  Ebene  0-Ji  besteht  ein  Büschel  von  Kegelschnitten  durch 
0^  und  die   drei  Spuren  von  /i^;   jeder  ist,   weil  er  h  zweimal   trifft, 

1)  Flächen  3.  Ordnung  Nr.  58. 

2)  Die  beiden  Flächen  von  G,  welche  0^ ,  bzw.  0^  zu  Doppelpunkten  haben, 
zerfallen  in  diese  Fläche  und  die  Ebene  Oj/i,  bzw.  O^h. 
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eine  Kurve  2^,  durch  die  ein  Netz  von  qp  geht.  Auf  jeder  qp  liegt 
ein  solcher  Kegelschnitt,  eingeschnitten  durch  die  Ebene  O^h.  Also 
ist  der  Ort  der  zugehörigen  Z'  eine  Gerade  h^  ^y  doppelt  auf  allen 
cp',  und  die  Ebene   Og/i  gibt  eine  zweite  h^  2- 

Die  Jacobische  Fläche  «7  in  X  besteht  aus  der  Regelfläche 
4.  Grades  der  Geraden,  welche  h^  zweimal,  h  einmal  treffen, 
zugeordnet  der  Kurve  Ä'^,  der  Fläche  2.  Grades  durch  h^, 
0^,  0.^y  zugeordnet  der  h^'j  und  den  Ebenen  li{0^,  0^),  zuge- 
ordnet den  h^^2y  K,2'    ^^  ^  ^^^^  ^^^  i^^  dreifach,  0^,  0^  zweifach. 

Die  Flächen  5.  Ordnung  qp'  haben  gemeinsam  zwei  dop- 
pelte Geraden  Ji^  g?  ^2  2?  eine  dreifache  \'  und  eine  ein- 
fache Kurve  5.  Ordnung  h'^,  also  einen  Schnitt  von  der  Ordnung 
2-4-f-l-94-5  =  22,  so  daß,  wie  notwendig,  ein  veränderlicher  Schnitt 
3.  Ordnung  bleibt. 

Diese  kubischen  Raumkurven  /",  welche  den  Geraden  a 
korrespondieren,  treffen  h'^  viermal,  h/  zweimal,  h^  2?  ^2  2 
je  einmal,  weil  die  a  so  oft  die  zugeordneten  Bestandteile  der  J 
schneiden. 

Die  Doppelsekante  aus  Og  an  h^  trifft  einen  der  Kegelschnitte  0^ 
in  0-^Ji  und  setzt  mit  ihm  eine  Kurve  0^  zusammen.  Also  trifft 
h.[  2  die  h^',  und  ebenso  tut  es  h^  g. 

Jedes  der  drei  Geradenpaare  des  Büschels  in  OJi  enthält  eine 
Gerade,  welche  h^  zweimal  und  h  einmal  trifft,  also  eine  0  ist.  Daraus 
folgt,   daß  Ji'^  der  /^/ 2  sowohl  wie   der  h.^  ^   dreimal  begegnet. 

Alle  Kegelschnitte,  welche  h^  dreimal  treffen  und  durch  0^,  Og 
gehen,  liegen  auf  der  obigen  Fläche  2.  Grades  (h^,  0^,  Og);  zwei  von 
ihnen  treffen  h,  und  jeder  von  diesen  trifft  die  Regelfläche  4.  Grades, 
außer  auf  h^  und  h,  noch  einmal  und  damit  eine  Erzeugende  3  der- 
selben, mit  welcher  er  eine  z^  zusammensetzt. 

Also  begegnet  sich  li^  mit  h'^-'  in  zwei  Punkten. 

Jetzt  haben  wir  noch  die  Jacobische  X  16.  Ordnung  in  Y!  auf- 
zubauen. Ihr  gehören  zunächst  zwei  doppelte  Ebenen  an,  zugeordnet 
den  Punkten  0^,  O2,  und  weil  jede  z^  durch  0^,  O2,  die  einen  0^  durch 
0^,  die  andern  durch  Og  gehen,  so  folgt,  daß  diese  Ebenen  die  Yer- 
bindungsebenen  h^h^  2?  ^'^^^  2  ^^^d. 

Ferner,  durch  jeden  Punkt  Z  von  Iv'  gehen  zwei  Geraden  0  der 
Regelfläche  4.  Grades  und  eine  Kurve  0^  aus  dem  Büschel  auf 
(li^j  Ol,  O2);  weil  er  auf  den  qp  einfach  ist,  so  wird  ihm  eine  Gerade 
/  korrespondieren,  welche  li^  zweimal,  \'  einmal  trifft;  und  jede  Ge- 
rade, die  das  tut,  trifft  die  qp'  5.  Ordnung  damit  schon  fünfmal  und 
scheidet  aus  ihrem  Gebüsche  ein  Netz  aus. 

Weil  h'^  vom  Geschlechte  0  ist,  empfängt  sie  aus  jedem  Punkte 
sechs  Doppelsekanten  und  die  Fläche  der  Doppelsekanten,  welche  eine 
Gerade  treffen,    ist   vom   Grade  6  -j-  10.     Bei   der  Gerade  h^j  welche 
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h'^  zweimal  triflPt,  sondern  sich  zwei  Kegel  4.  Ordnung  ab,  und  es 
bleibt  eine  Regelfläche  8.  Grades  von  Geraden  s  übrig,  die  den 
Punkten  Z  von  h^  entsprechen.  Auf  ihr  ist  h^  fünffache  und  Ji^ 
zweifache  Leitlinie,  die  beiden  Geraden  /</ g  ^^^  ^'2,2  sind  dreifache 
Erzeugenden. 

Durch  jeden  Punkt  Z  der  Gerade  h  geht  eine  Erzeugende  z  der 
Regelfläche  4.  Grades  und  aus  jedem  der  beiden  Büschel  ein  Kegel- 
schnitt z^'^  folglich  entspricht  ihm  eine  Gerade  z,  welche  li^  und 
^1  27  ^9  2  trifft.  Diese  Geraden  erzeugen  eine  Regelfläche  4.  Grades, 
auf  welcher  li'^  einfache,  h^  ^  ^^^  ^'2'  2  doppelte  Leitlinien  und  h.^' 
eine  doppelte  Erzeugende  ist. 

Die  Regelfläche  8.  Grades  der  Geraden,  welche  li'^  zwei- 
mal, Äg'  einmal  treffen,  zugeordnet  der  Hauptkurve  h^,  die 
Regelfläche  4.  Grades  der  Geraden,  welche  /i'^,  li[  9?  ^i^  2  treffen, 
zugeordnet  der  Hauptgerade  Ä,  und  die  doppelten  Ebenen 
^sQ^i  27  ^2'  2)7  zugeordnet  den  Hauptpunkten  0^,  0^,  bilden  die 
Jacobische  Fläche  16.  Ordnung  J'  in  X'.  Auf  ihr  sind  li'"  drei- 
fach, h^  2,  h^  2  siebenfach  und  h^'  elffach  (JSTr.  934\ 

Bei  der  Verwandtschaft  (3,  5)"  haben  die  kubischen  Flächen  947 
<p  eine  Raumkurve  4.  Ordnung  2.  Art  Ji^  =  Bq^  gemeinsam  und  be- 
rühren eine  gegebene  Ebene  uj  in  einem  gegebenen  Punkte  0.  Die 
dreifachen  Sekanten  z  von  h^,  welche  bekanntlich  eine  Regelschar 
bilden,  bestimmen  je  ein  Netz  in  G,  jede  qp  von  G  enthält  zwei  drei- 
fache Sekanten.  Daher  entsprechen  den  Geraden  z  Punkte  Z',  welche 
einen  Kegelschnitt  h'^  erzeugen,  der  auf  allen  9'  5.  Ordnung  ein- 
fach ist. 

Es  sind  ferner  00^  Kegelschnitte  z^  möglich,  welche  h^  viermal 
treffen  und  du  in  0  berühren;  durch  jeden  geht  ein  Netz  aus  G,  und 
jede  Fläche  cp  aus  G  enthält  fünf  solche  Kegelschnitte;  die  ergänzen- 
den Geraden  sind  nämlich  die  fünf  gegen  h^  windschiefen  auf  cp 
(welche  die  beiden  dreifachen  Sekanten  treffen)  ^).  Die  diesen  Kurven 
z'^  zugeordneten  Punkte  Z'  bilden  daher  eine  Kurve  5.  Ordnung  ^2'^ 
doppelt  auf  aEen  qp'. 

Und  die  feste  den  qp'  gemeinsame  Kurve  22.  Ordnung 
ist  in  dem  einfachen  h'^  und  der  doppelten  h^^  erhalten. 

Diese  Kurve  h^'^  hat  einen  dreifachen  Punkt.  Im  Gebüsche  G 
gibt  es  nämlich  ein  Netz  von  Flächen  qp,  für  welche  0  Doppel- 
punkt ist,  wodurch  die  Berührung  mit  uu  in  ausgearteter  Weise  zu- 
stande kommt;  irgend  ein  Punkt,  unendlich  nahe  neben  0,  aber  nicht 
in  UJ  gelegen,  bestimmt  dieses  Netz.  Die  drei  Doppelsekanten  aus  0 
an  h*  liegen  auf  allen  Flächen  desselben  und  bilden,  zu  je  zweien, 
einen  Kef^elschnitt  ^-,  welcher   h^  viermal   trifft   und  uj  in  0,  in  aus- 


1)  Math.  Annalen  Bd.  21  S.  494  w  =  4  1),  g^  und  g^ 
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gearteter  Weise,  berülirt.  Folglich,  ist  der  diesem  Netze  ent- 
sprechende Punkt  W  ein  dreifacher  Punkt  von  h^'^^  sowie 
auch  aller  qp';  die  qp'  sind  also  Flächen  5.  Ordnung  mit  einer  Doppel- 
kurve 5.  Ordnung,  die  einen  dreifachen  Punkt  hat  ^).  Durch  ihn  be- 
kommt die  Kurve  das  Geschlecht  0. 

Man  beachte  wohl,  daß  diesem  Punkt  nur  eine  Kurve  ent- 
spricht, nicht  eine  Fläche.  Es  gehen  auch  die  Kurven  /*',  die  den 
Geraden  a  korrespondieren,  im  allgemeinen  nicht  durch  ihn.  Er  ist 
nicht  einzelner  Hauptpunkt,  der  für  die  qp'  eine  weitere  Bedingung 
wäre.  Indem  die  qp'  die  h^^  zur  Doppelkurve  haben,  haben  sie  von 
selbst  den  W  zum  dreifachen  Punkte. 

In  jenem  Netze,  dessen  Flächen  qp  den  0  zum  Doppelpunkte 
haben,  gibt  es  eine  Fläche,  welche  eine  durch  0  gehende  Gerade  l 
ganz  enthält.  Dieselbe  nimmt  alle  Kegelschnitte  in  sich  auf,  welche 
h'^  viermal  treffen,  durch  0  gehen  und  l  nochmals  begegnen.  Die 
beiden  Kanten,  in  denen  uu  den  Anschmiegungskegel  2.  Grades  dieser 
Fläche  in  0  schneidet,  lehren,  daß  sich  unter  diesen  Kegelschnitten 
zwei  von  jenen  z^  befinden,  daß  also  die  Ebenen  der  ^^  einen  Kegel 
2.  Grades  umhüUen.  Lassen  wir  aber  l  die  Kurve  h^  treffen,  so  ergibt 
sich,  daß  durch  jeden  Punkt  von  /^*  zwei  von  den  Kegelschnitten  z^ 
gehen  und  h'^  auf  der  Fläche  derselben  doppelt  ist.  Da  nun  jede  q> 
fünf  Kurven  ^^  enthält,  so  schließen  wir,  daß  die  Ordnung  ihrer 
Fläche  6  ist. 

Aus  der  Fläche  2.  Grades  der  dreifachen  Sekanten  2  der 
h^,  zugeordnet  dem  K^,  und  der  eben  gefundenen  Fläche 
6.  Ordnung  der  Kegelschnitte  ^^,  zugeordnet  der  h^'^j  setzt 
sich  die  Jacobische  Fläche  J  von  G  zusammen. 

0  ist  vierfach  auf  ihr,  weil  jede  Gerade  durch  ihn  zwei  von 
den  z^  noch  einmal  trifft.  Die  Berührung  der  Flächen  qp  in  0  mit  a> 
bringt  diesen  Punkt  in  höherer  Vielfachheit  auf  J,  als  der  Satz  am 
Schlüsse  von  Nr.  934  verlangt.  Der  Anschmiegungskegel  4.  Ordnung 
der  J  (ihres  zweiten  Bestandteils)  in  0  setzt  sich  aus  lu  und  den  drei 
Ebenen  zusammen,  welche  die  auf  ihr  zweifachen  Doppelsekanten  aus 
0  an  h^  verbinden. 

Von  den  kubischen  Raumkurven  /",  die  den  a  entsprechen,  wird 
h'^  zweimal,  Ji^'^  sechsmal  getroffen,  entsprechend  der  Zahl  der  Be- 
gegnungspunkte der  a  mit  den  beiden  Teilen  von  J. 

Die  vier  Geraden  von  (0,  lu),  welche  nach  den  Spuren  von  h^ 
gehen,  treffen  je  eine  dreifache  Sekante  z  dieser  Kurve  und  bilden 
mit  ihr  einen  Kegelschnitt  z^.  Also  begegnen  sich  h'^  und  h2^ 
viermal. 

Durch   jeden    Punkt  Z  von  h^  gehen    eine   Gerade  z   und   zwei 


1)  Math.  Annalen  Bd.  4  S.  278 
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Kegelschnitte  z^\    demnacli  entspriclit  ihm  eine  Gerade  s\    welche  Ä'^ 
einmal  und  li^^  zweimal  trifft  und  daher  aus  G'  ein  Netz  ausscheidet. 

Das  Geschlecht  0  und  der  dreifache  Punkt  W  der  Ä^'^  lehren, 
daß  sie  aus  jedem  Punkte  drei  Doppelsekanten  erhält  und  die  Fläche 
derjenigen,  welche  eine  Gerade  treffen,  13.  Grades  ist  mit  h^J  als  vier- 
facher Leitlinie;  sie  hat  mit  7i'^  2  •  13  —  4  •  4  =  10  weitere  Punkte 
gemeinsam. 

Folglich  bilden  die  vorhin  genannten  Geraden  /  eine  Regelfläche 
10.  Grades:  den  der  Hauptkurve  h^  korrespondierenden  Teil  von  J' . 
Die  Ordnung  10  folgt  wiederum  auch  daraus,  daß  die  Kurven  5.  Ord- 
nung /",  welche  den  a  entsprechen  und  sich  mit  li^  zu  vollen  Schnitten 
zweier  cp  ergänzen,  der  ]i^  zehnmal  begegnen.  Auf  dieser  Regelfläche 
ist  }i^  dreifach  und  li^^  (2-4  —  4)  =  4- fach. 

Durch  0  gehen  alle  Kurven  /*,  wegen  der  Berührung,  doppelt; 
also  entspricht  ihm  eine  Fläche  2.  Grades;  da  für  die  /'  zu  der  vier- 
fachen Bedingung  des  zweimaligen  Durchgangs  durch  0  noch  die 
Berührung  der  beiden  Aste  mit  lü,  zwei  einfache  Bedingungen  treten, 
so  daß  den  f  durch  ihr  Verhalten  in  0  sechs  Bedingungen  auferlegt 
sind,  so  ist  diese  Fläche  2.  Grades  in  der  Jacobischen  Fläche  J' 
f  =  3-fach  zu  zählen  (Nr.  934). 

Weil  ferner  jeder  z^  durch  0  geht,  so  muß  diese  Fläche  durch 
jeden  Punkt  von  }i^'^  gehen;  sie  ist  die  einzige  durch  diese  Kurve 
gehende  Fläche  2.  Grades,  nämlich  der  Kegel,  der  sie  aus  ihrem  drei- 
fachen Punkte  projiziert. 

Die  Jacobische  Fläche  J'  von  G'  setzt  sich  zusammen 
aus  der  Regelfläche  10.  Grades  der  Geraden,  welche  /^g'^ 
zweimal,  h'^  einmal  treffen,  zugeordnet  der  Hauptkurve  7i^, 
und  dem  dreifachen  Kegel  2.  Grades,  welcher  li.p  aus  ihrem 
dreifachen  Punkte  projiziert,  dem  Hauptpunkte  0  zuge- 
ordnet. Die  Hauptkurve  }i'^  ist  dreifach,  allein  auf  dem  ersten  Be- 
standteil, 1\^^  siebenfach,  vierfach  auf  diesem,  dreifach  auf  dem  Kegel. 

Bei  (3,  6)'  berühren  die   kubischen  Flächen   qp   von  G  eine  ge-  948 
gebene  —  etwa  qp^  —  längs  einer  gegebenen  Gerade  \^  gehen  durch 
eine  zweite  gegebene  Gerade  li^  und  durch  drei  gegebene  Punkte  0^, 
Og,  O3  (natürlich  auf  cpo  gelegen). 

Jede  Gerade  z,  welche  Ä^,  \  trifft  und  auf  ersterer  qp^  und  daher 
aUe  qp  berührt,  bestimmt  ein  Netz  in  (r;  auf  jeder  qp  von  G  gibt  es 
fünf  solche  Geraden;  in  Z'  ergibt  sich  also  eine  durch  die  zugehörigen 
Punkte  Z  gebildete  Kurve  /i'^,  welche  auf  allen  Flächen  6.  Ord- 
nung qp'  des  G'  einfach  ist.  In  Nr.  911  haben  wir  die  Regelfläche 
3.  Grades  dieser  Geraden  z  bestimmt;  sie  hat  \  zur  einfachen,  \  zur 
doppelten  Leitgerade;  ihre  Entstehung  lehrt,  daß  alle  qp  sie  längs  \ 
tangieren.  Die  Kurve  h'^  steht  zu  ihr  in  eindeutiger  Beziehung  und 
ist  daher  vom  Geschlechte  0. 
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In  der  Ebene  \  0^  besteht  ein  Büschel  von  Kegelschnitten  s^, 
welche  durch  0^,  die  Spur  von  \  und  die  beiden  Punkte  von  \ 
gehen,  in  denen  cp^  und  alle  cp  von  dieser  Ebene  berührt  werden;  so 
daß  die  2^  in  ihnen  ebenfalls  die  qp  tangieren.  Jeder  von  diesen  ^^ 
bestimmt  ein  Netz  in  (r;  auf  jeder  qp  gibt  es  einen  z^. 

Daher  ergeben  sich,  entsprechend  den  Ebenen  \{0^,  0^,  0^), 
durch  die  zugehörigen  Z'  drei  Geraden  h^  27  K  2y  ^32;  welche 
auf  den  Flächen  cp'  doppelt  sind. 

Damit  haben  wir  von  der  Jacobischen  Fläche  J  8.  Ord- 
nung in  Z  die  obige  der  Ji^  zugeordnete  Regelfläche  3.  Grades 
und  die  drei  Ebenen  h^{0^,  0^,  0^,  welche  zu  den  li.  ^  gehören. 
Vervollständigt  wird  sie  durch  die  Fläche  2.  Grades  X^,  die 
durch  \j  h^,  0^,  0^,  O3  geht.  Dieselbe  berührt  auf  \  dreimal  die 
cpo  und  alle  cp,  denn  es  entsteht  auf  \  eine  Korrespondenz  [2,  1],  in 
welcher  die  Berührungspunkte  je  derselben  Ebene  durch  \  mit  qp^ 
und  X^  zugeordnet  sind.  Nun  wird  aber  auf  X^  durch  sieben  Punkte 
eindeutig  eine  Raumkurve  4.  Ordnung  2.  Art,  welche  den  Geraden 
einer  bestimmten  Regelschar  dreimal  und  denen  der  andern  einmal 
begegnet,  festgelegt,  weil  diese  sieben  Punkte  eindeutig  die  Korre- 
spondenz [3,  1]  zwischen  den  Regelscharen  bestimmen  (Nr.  156),  in 
welcher  solche  Geraden  aus  ihnen  entsprechend  sind,  die  sich  auf  der 
Kurve  begegnen;  folglich  ist  auf  X^  durch  0^,  Og,  O3  und  die  drei 
Berührungspunkte  auf  \  ein  Büschel  von  solchen  Raumkurven  0* 
festgelegt.  Jede  trifft  auch  li^  dreimal  und  hat  daher  mit  jeder  qp 
schon  zwölf  Punkte  gemeinsam;  und  irgend  ein  13^®''  Punkt  auf  ihr 
bestimmt^)  ein  Netz  von  qp,  die  sämtlich  durch  die  ganze  Kurve 
gehen. 

Jede  9  enthält  eine  solche  Kurve,  eingeschnitten  durch  unsere 
Fläche  2.  Grades;  die  Punkte  Z',  welche  diesen  z^  zugehören,  bilden 
daher  eine  Gerade  h^,  welche  auf  allen  Flächen  qp'  vierfach  ist, 
und  welcher  der  Bestandteil  X^  von  J  zugeordnet  ist.  Durch 
die  einfache  Kurve  5.  Ordnung  Ji^,  die  drei  doppelten  Geraden  h^^y  ••• 
und  diese  vierfache  Gerade  hl  ist  die  feste  Kurve  33.  Ordnung 
(5  -}-  3  •  2^  +  1  •  42)  erschöpft,  welche  den  9'  gemeinsam  sein  muß. 

Wir  schließen  wieder,  daß  die  den  Geraden  a  korrespon- 
dierenden kubischen  Raumkurven  f  dreimal  die  h'^,  je  ein- 
mal die  li.  2  und  zweimal  die  h^  treffen. 

Jede  der  drei  Geraden  der  Regelfläche  3.  Grades  der  ^,  welche 
durch  die  Berührungspunkte  auf  \  zwischen  qpo  und  X^  gehen,  liegt, 
weil  sie  auch  li^  treffen,  auf  X^  und  setzt  mit  der  kubischen  Raum- 
kurve auf  X^,  welche  durch   0^,  0^,  O3  und  je  die  beiden  andern  Be- 


1)  Anmerkung  in  Nr.  942  mit    der    Tabelle  über    die  Anzahl  der  Punkt- 
bedingungen. 
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rührungspunkte  geht,  eine  Raumkurve  z^  zusammen.  Daraus  folgt, 
daß  die  vierfache  Gerade  Ji^  sich  dreimal  auf  die  einfache 
Kurve  5.  Ordnung  h"^  stützt. 

Ferner,  jede  der  beiden  Geraden  ^  der  kubischen  Regelfläche, 
die  durch  einen  der  Berührungspunkte  der  Ebene  h^  Oj  mit  den  qp  geht, 
fällt,  weil  sie  die  q)  berührt,  in  diese  Ebene,  trifft  h^  und  setzt  daher 
mit  der  Gerade  aus  Oj  nach  dem  andern  Berührungspunkte  einen  Kegel- 
schnitt z-  zusammen.  Demnach  wird  /«'^  von  jeder  der  drei 
Doppelgeraden  /?/ g?  •  •  •  zweimal  getroffen. 

Im  Gebüsche  G  gibt  es  ein  ausgezeichnetes  Netz,  von  dessen 
Flächen  die  Berührung  längs  /^^  dadurch  erfüllt  wird,  daß  h^  auf  ihnen 
doppelt  ist,  so  daß  die  Flächen  Regelflächen  werden.  In  der  Tat, 
eine  kubische  Regelfläche  ist  eindeutig  bestimmt,  wenn  von  ihr  ge- 
geben sind:  die  doppelte,  die  einfache  Leitgerade  und  fünf  Punkte 
oder,  was  dasselbe  ist,  fünf  Erzeugenden,  denn  dadurch  wird  die 
Korrespondenz  [1,  2]  zwischen  den  Punktreihen  auf  den  Leitgeraden 
festgelegt. 

Es  gibt  daher  in  G  ein  Netz  von  Regelflächen  3.  Grades, 
welche  \  zur  doppelten,  Äg  zur  einfachen  Leitgerade  haben 
und  durch  0^,  O^y  O3  gehen.  AUe  diese  Regelflächen  enthalten  die 
drei  Geraden  Oj,  Og,  Ö3  durch  0^,  Og,  O3,  welche  7^^  und  h^  treffen; 
und  während  sonst  \  nur  zweifach  im  gemeinsamen  Schnitte  zählt, 
zählt  sie  bei  diesen  Flächen  vierfach,  aUe  Flächen  dieses  Netzes  haben 
für  sich  noch  eine  Kurve  5.  Ordnung  gemeinsam,  bestehend  aus  o^,  ög,  O3 
und  der  doppelt  gerechneten  h^.  Daraus  ergibt  sich,  daß  der  diesem 
Netze  korrespondierende  Bündelscheitel  W  auf  allen  qp' 
fünffach  ist. 

Die  drei  Geraden  o^^,  Og,  Ö3  bilden  mit  h^  eine  von  den  Raum- 
kurven 4.  Ordnung  5^;  also  geht  die  vierfache  Gerade  h^'  durch  TP. 
Femer  die  o^  bildet  mit  h^  einen  Kegelschnitt  z^^  des  Büschels  in  OjÄ^; 
folglich  gehen  h^^^f  K,2y  ^3,2  durch  TF'. 

Zur  Jacob i sehen  Fläche  J'  20.  Ordnung  in  T'  gehören  drei  doppelte 
Ebenen,  welche  den  Hauptpunkten  0^,  Og,  O3  zugeordnet  sind.  Weil 
durch  0^  die  ^  und  die  z^^  gehen,  so  enthält  die  dem  0^  zugeordnete 
Ebene  die  Geraden  /i/  und  Ji^o,  ist  also  deren  Verbindungsebene,  und 
ebenso  entsprechen  den  Og,  O3  die  Ebenen  h^  Qi^,^^  K,2)- 

Die  Hauptgerade  /^g  wird  von  den  Restschnitten  6.  Ordnung  der 
qp  viermal  getroffen,  also  wird  der  ihr  entsprechende  Teil  der  J' 
4.  Ordnung  sein.  Jedem  Punkte  von  h^,  einfach  auf  den  qp,  muß  in 
Z'  eine  Gerade  /  entsprechen;  durch  ihn  gehen  zwei  Erzeugenden  der 
Regelfläche  3.  Grades  der  0  und  eine  Kurve  ^  aus  dem  Büschel  auf  \^; 
demnach  trifft  jene  Gerade  /  zweimal  die  h''^  und  einmal  die  h^\  Jene, 
als  Kurve  vom  Geschlechte  0,  erhält  aus  jedem  Punkte  sechs  Doppel- 
sekanten;   von  jedem  Punkte  auf  Ä/  kommen  außer  dieser  selbst  als 
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dreifacher  Sekante  noch  drei  Dopp elsekanten;  sie  wird  dreifache  Leit- 
gerade der  gesuchten  Regelfläche,  und  in  jeder  Ebene  durch  sie  liegt 
noch  eine  Doppelsekante,  welche  die  beiden  übrigen  Schnitte  von  li^ 
verbindet.  Die  Regelfläche  ist  4.  Grades.  Die  Ji^  ist  auf  ihr  einfach 
und  die  drei  Geraden  h^  ^y  •  •  •  ^i^^  Erzeugenden. 

Die  Hauptgerade  h^  wird,  wegen  der  Berührung,  von  dem  Rest- 
schnitte zweier  qp  fünfmal  getroffen  (Nr.  941);  also  entspricht  ihr  eine 
Fläche  5.  Ordnung.  Durch  jeden  Punkt  von  ihr  geht  eine  der  Ge- 
raden z,  denen  die  Punkte  von  Ji'"  korrespondieren. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  von  \  geht  von  den  Kegelschnitten 
ß-^  nur  der  ausgeartete  (h^,  o^  und  von  den  ^  nur  die  ausgeartete 
Qi^,  0^,  Og,  O3);  diese  Kurven  sind  in  der  Kurve  5.  Ordnung  Qi^^  \,  0^,  o^,  O3) 
enthalten,  die  zu  W  führt.  Dem  Punkte  von  h^^  einfach  auf  den  qp, 
entspricht  eine  Gerade  /-^  diese  geht  also  durch  W  und  trifft  h'^-^ 
also  ist  die  Fläche  5.  Ordnung  der  Kegel,  welcher  h'^  aus  W  proji- 
ziert; er  hat  h^'  zur  dreifachen  und  die  drei  /i/  2  ^^  doppelten  Kanten. 

Den  Kurven  /*,  den  Restschnitten  6.  Ordnung  der  qp,  wird  nicht 
bloß  fünfmaliges  Treffen  mit  h^  auferlegt,  sondern  auch  Berührung 
mit  cpo  in  den  Treffpunkten,  also  zehn  Bedingungen;  daher  zählt 
die  Fläche  5.  Ordnung  in  der  Jacobischen  Fläche  J'  ~  =  2  mal 
(Nr.  934). 

Demnach  setzt  sich  diese  Jacobische  Fläche  20.  Ordnung 
J'  zusammen  aus  den  drei  doppelten  Ebenen  h^'Qi^  2;  ^2  2?  K  2)? 
den  Ol,  O2,  O3  zugeordnet,  dem  doppelten  Kegel  5.  Ordnung, 
welcher  h'^  aus  W  projiziert,  der  Hauptkurve  h^  zugeordnet, 
und  der  Regelfläche  4.  Grades  der  Geraden,  welche  Ji^  zwei- 
mal, A/  einmal  treffen,  der  /^g  zugeordnet. 

Den  fünf  bzw.  vier  Punkten,  in  denen  eine  f  über  \j  \  geht, 
korrespondieren  die  Schnitte  der  ihr  entsprechenden  a  mit  den  beiden 
letzten  Bestandteilen. 

Auf  J"ist  \  (2  +  l)-fach,  \  (3  +  1  +  l)-fach,  0,  (1-f  l)-fach; 
auf  J'  ist  die  einfache  Kurve  h'^  (l+2)-fach,  die  h^  ^  siebenfach, 
nämlich  auf  der  doppelten  Ebene  \'h^  2  2  •  1-fach,  auf  der  Regel- 
fläche 4.  Grades  einfach,  auf  dem  doppelten  Kegel  2  •  2 -fach. 

Endlich,  die  dreifache  \'  ist  auf  den  drei  doppelten  Ebenen 
3  •  2  •  1-fach,  auf  dem  doppelten  Kegel  2  •  3-fach,  so  daß  ihr  höhere 
Vielfachheit  12  zukommt  als  der  allgemeine  Satz  fordert,  nach  welchem 
sie  bloß  11  ist.  Dasselbe  gilt  für  \,  und  wird  durch  die  Berührung 
bewirkt. 

949  Bei  der  zweiten  Verwandtschaft  (3,  6)"  haben  die  kubischen 

Flächen  drei  Hauptgeraden  \,  \y  h^  gemeinsam,  berühren  in  0  die 
feste  Ebene  lu  und  gehen  durch  0^.  Kurven  s  1.  Ordnung  sind  er- 
sichtlich   die  Geraden    der  Regelschar  \h^j  \,  W     Auf  jeder  Fläche 
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cp  des  Gebüsches  befinden  sich  drei.  Dies  führt  zu  einer  einfachen 
Hauptkurve  3.  Ordnung  h'^  in  Z'. 

In  der  Ebene  Oh^  erhalten  wir  einen  Büschel  von  Kegelschnitten 
2^^,  welche  in  0  die  uj  berühren  und  durch  die  Spuren  von  h^j  \ 
gehen.  Auf  jeder  cp  gibt  es  einen  solchen  Kegelschnitt;  folglich  er- 
halten wir  in  J.'  eine  doppelte  Hauptgerade  hi^t  und,  durch  die 
Ebenen   OQi^,  Ji^),  noch  zwei  andere  7^2,2,  Ä3',2. 

Drittens  gibt  es  oo^  kubische  Raumkurven  2^,  welche  \,  \,  Ji^ 
je  zweimal  treffen^  uu  in  0  berühren  und  durch  0^  gehen  und  damit 
elf  Bedingungen  erfüllen;  sie  sind  auf  der  Fläche  (po  des  Gebüsches 
gelegen,  die  in  0^  einen  Doppelpunkt  hat.  Auf  jeder  cp  gibt  es  zwei 
solche  Kurven;  denn  aus  dem  Tripel  h^  K  h^  lassen  sich  auf  qp  zwei 
Sextupel  ableiten,  zu  denen  es  gehört,^)  und  zu  jedem  derselben  gibt 
es  auf  der  Fläche  einen  Bündel  von  kubischen  Raumkurven,  welche 
seine  Geraden  zweimal  treffen,  und  darin  eine  Kurve  durch  ö,  0^. 
Dadurch  erhalten  wir  einen  dreifachen  Haupt-Kegelschnitt  hP 

in  r. 

Durch  die  einfache  Kurve  Ji^,  die  drei  doppelten  Geraden  h'^  g, 
diesen  dreifachen  Kegelschnitt  hP  ist  die  Kurve  33.  Ordnung 
(3  +  3  •  2^  +  2  •  3^),  die  allen  qp'  6.  Ordnung  gemeinsam  sein  muß,  er- 
schöpft. Und  auch  die  Jacobische  Fläche  J  von  G  haben  wir 
vollständig:  sie  besteht  aus  der  Fläche  2.  Grades  [^i; /^2?  ^^sl  ^^' 
geordnet  der  K^,  den  drei  Ebenen  Oh.,  zugeordnet  den  Ä/,2; 
und  der  Fläche  cpo  des  Gebüsches,  die  0^  zum  Doppelpunkte 
hat,  zugeordnet  dem  h^'^. 

Die  h  sind  auf  ihr  dreifach,   0^  doppelt,  aber   0  vierfach. 

Die  kubischen  Raumkurven  f  treffen  also  K^  zweimal, 
die  7i/,2  je  einmal  und  h/^  dreimal. 

In  dem  Büschel  der  z^^  in  Oh-^  gibt  es  ein  Geradenpaar,  dessen  eine 
Gerade  alle  drei  h^  schneidet;  daraus  folgt,  daß  h'^  von  h{^2  und 
ebenso  von  lh.-2,hz,2  getroffen  wird. 

Die  Gerade  von  0^  nach  h^,  \  trifft  einen  von  den  Kegelschnitten 
2y^  und  setzt  mit  ihm  eine  Kurve  2^  zusammen.  Daher  stützt  sich 
jede  der  drei  doppelten  Hauptgeraden  auf  den  dreifachen 
Kegelschnitt  h^'^. 

Dies  folgt  auch  daraus,  daß  der  dreifache  Kegelschnitt  voller 
Schnitt  aller  qp'  ist;  aus  demselben  Grunde  treffen  sich  h^''^  und  h"^ 
dreimal. 

Dem  Punkte  0^  entspricht  eine  doppelte  Ebene,  ersichtlich  die 
Ebene  von  h^'^,  weil  die  z'^  alle  durch   0^  gehen. 

Die  Kurven  6.  Ordnung  f,  welche  den  Geraden  a  von  X'  korre- 
spondieren,   gehen   doppelt  durch   0;  daher  entspricht  diesem  Punkte 


1)  Flächen  3.  Ordnung,  Nr.  22. 
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eine  Fläche  2.  Grades;  aber  weil  jene  f  in  0  sechs  Bedingungen  zu 
erfüllen  haben  (vgl.  Nr.  947),  so  ist  diese  Fläche  dreifach  in  J'  zu 
zählen.  Sie  geht  durch  die  drei  doppelten  Geraden  V,2  und  den  drei- 
fachen Kegelschnitt  h^'^,  weil  sowohl  alle  ^/,  als  alle  z'^  durch  0 
gehen. 

Irgendein  Punkt,  unendlich  nahe  neben  0,  aber  nicht  in  uj,  be- 
stimmt ein  Netz  in  G,  dessen  Flächen  sämtlich  den  0  zum 
Doppelpunkte  haben;  auf  allen  diesen  Flächen  liegen  die  drei 
Geraden  l^,  l^,  \,  welche  von  0  nach  /^2,  \'^  h^,  \'^  \^  \  gehen. 
Je  zwei  derselben  bilden  einen  Kegelschnitt  z^^j  z^^^  z^.  Daraus  folgt, 
daß  die  drei  doppelten  Geraden  /i/^2  in  den  Punkt  W  zu- 
sammenlaufen, welcher  diesem  Netze  entspricht,  und  die  obige 
Fläche  2.  Grades,  welche  dem  0  zugeordnet  ist,  der  Kegel  ist,  der 
aus    W  den  //g'^  projiziert  und  daher  die  /i/,2  enthält. 

Auf  den  cp'  ist  W\  wegen  der  Kurve  3.  Ordnung  (?^,  \^  /g),  die 
den  Flächen  jenes  Netzes  gemeinsam  ist,  und  ihrer  drei  Schnittpunkte 
mit  jeder  a,  dreifach. 

Durch  einen  Punkt  Z  von  \  geht  eine  ^,  eine  Z{'  und  eine  z^. 
Nur  letzteres  ist  noch  zu  beweisen.  Die  kubischen  Raumkurven, 
welche  durch  0,  0^,  Z  gehen  und  Ji^y  \  zweimal  treffen,  liegen  auf 
der  Fläche  2.  Grades  durch  jene  Punkte  und  diese  Geraden  in  doppelt 
unendlicher  Mannigfaltigkeit;  diejenigen  von  ihnen,  welche  lu  in  0 
berühren,  d.  h.  die  Schnittlinie  von  uu  mit  der  Tangentialebene  dieser 
Fläche  in  0,  erhalten  in  dem  Nachbarpunkte  von  0  auf  dieser  einen 
vierten  Grundpunkt,  bilden  einen  Büschel,  und  eine  von  ihnen  geht 
durch  den  zweiten  Schnitt  der  \  mit  der  Fläche  und  wird  dadurch 
eine  z^. 

Folglich  entspricht  dem  Punkte  Z  von  \  eine  Gerade  z',  welche 
]i^,  V  2?  ^B^  trifft.  Aus  den  Ordnungen  dieser  Kurven  und  der  Zahl 
der  Begegnungspunkte  schließt  man,  daß  diese  Geraden  /  eine  Regel- 
fläche 4.  Grades  erzeugen,  für  welche  h-[^2  und  h^'^  eine  doppelte 
kubische  Leitkurve  bilden,  während  Ji'^,  ^h,2,  Jh,2  auf  ihr  liegen,  letztere 
als  Erzeugenden. 

Die  Jacobische  Fläche  J'  von  G'  besteht  aus  der 
doppelten  Ebene  des  Haupt-Kegelschnitts  Äg'^,  zugeordnet 
dem  Ol,  dem  dreifachen  Kegel  2.  Grades,  welcher  h^'^  aus  W 
projiziert,  zugeordnet  dem  0,  und  drei  Regelflächen  4.  Gra- 
des, zugeordnet  den  Geraden  h.  und  durch  die  Geraden  ge- 
bildet, welche  h'^y  V^  ^1,2  treffen. 

Die   Yielfachheit    der   einfachen    Hauptkurve  ]i^    auf   der  J'    ist 

3-1,    die    der    doppelten  \^^  ist  3  •  1  -f-  2  +  1  +  1  =--  7  und  die  der 

dreifachen  \'^  endlich  2-l-f3-l-|-3-2  =  ll,  wie  notwendig. 

950  Wir  kommen  zur  letzten  Verwandtschaft  (3,  6)"',  bei  welcher 

die  Flächen  qp    durch    eine    feste    kubische  Raumkurve  Ji^   gehen  und 
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eine  gegebene  Fläche  —  qp^  aus  dem  Gebüsche  —  in  einem  gegebenen 
Punkte   0   oskulieren.     Die   (nicht  oskulierte)  Berührungsebene  sei  uü. 

Es  gibt  oo^  Kegelschnitte  z^,  welche  cp^  in  0  oskulieren  und  h^ 
dreimal  treffen;  denn  jene  Bedingung  besteht  aus  der  doppelten  des 
Hindurch  gehens  durch  0  und  der  ebenfalls  doppelten  des  Oskulierens. 
Durch  jeden  von  diesen  z^  geht  ein  Netz  aus  dem  Gebüsche  G]  jede 
9  enthält  6:  sie  liegen  in  den  Ebenen  von  0  nach  den  sechs  gegen 
h^  windschiefen  Geraden  auf  ihr.  Die  zugehörigen  Punkte  Z'  bilden 
daher  eine  auf  den  qp'  doppelte  Kurve  6.  Ordnung  h^^. 

Die  Ebenen  dieser  Kegelschnitte  z^  umhüllen  einen  Kegel  ?>.  Klasse. 
Wir  erkennen  zunächst  die  Ebene  uu  als  doppelte  Berühmngsebene 
desselben.  Wegen  der  Oskulation  sind  den  cp  die  beiden  Haupt- 
tangenten in  0  gemeinsam;  die  beiden  Kegelschnitte  in  lu,  welche 
durch  die  Punkte  Qi'^,  lu)  gehen  und  in  0  die  eine  oder  andere  be- 
rühren, haben  mit  dem  Schnitte  ujqpo;  ^^^  ^^^  diese  Geraden  die 
Doppelpunkts  -  Tangenten  sind,  drei  vereinigte  Schnitte  gemeinsam: 
zwei  von  dem  einem,  den  dritten  vom  andern  Ast,  sind  also  Kegel- 
schnitte z'--  Ist  nun  l  ein  Strahl  von  (0,  uj),  so  erzeugen  die  Kegel- 
schnitte, welche  h^  dreimal  treffen  und  ?  in  0  berühren,  die  Fläche 
2.  Grades,  welche  durch  h^  geht  und  l  in  0  tangiert.  Sie  schneidet 
cpo  in  einer  Kurve,  welche  ebenfalls  von  l  in  0  berührt  wird,  und 
die  Schnittkurve  ihrer  Schmiegungsebene  in  0  mit  jener  Fläche  ist 
ein  Kegelschnitt,  welcher  cp^  in  0  dreipunktig  berührt.  Es  geht  also 
durch  l  nur  eine  weitere  Tangentialebene  an  den  Kegel. 

Die  drei  Tangentialebenen  desselben,  die  durch  einen  Punkt  auf 
h^  gehen,  beweisen,  daß  durch  ihn  drei  Kegelschnitte  0-  gehen,  die 
h^  also  auf  dem  Erzeugnisse  der  z^  dreifach  ist.  Daher  hat  dasselbe 
mit  einer  beliebigen  qp  einen  Schnitt  von  der  Ordnung  3-3  +  6.2  =  21 
gemeinsam,  die  h^  dreifach  und  die  sechs  auf  qp  befindlichen  z^.  Dies 
Erzeugnis  der  Kegelschnitte  z^  ist  also  7.  Ordnung.  Wir  wollen  in 
UJ,  in  welche  zwei  der  erzeugenden  Kegelschnitte  fallen,  den  Rest- 
schnitt 3.  Ordnung  nachweisen;  er  kann  nur  aus  Bestandteilen  zer- 
fallender z^  bestehen.  Es  sind  die  drei  Geraden  o^,  O2,  O3  aus  0  nach 
den  Schnitten  (Ji^,  uu) ;  sie  setzen  mit  der  Doppelsekante  5,  die  von  0  an 
li^  kommt,  solche  Kegelschnitte  zusammen,  denn  die  in  uu  liegende  Gerade 
tangiert  qp^  in  0  und  s  hat  einen  Punkt  mit  ihr  dort  gemein,  so  daß 
eine  ausgeartete  Oskulation  eintritt.  Die  Doppelsekante  s  stellt  sich  als 
dreifache  Gerade  auf  der  Fläche  7.  Ordnung  heraus,  und  5(0^,  Og,  O3) 
sind  die  drei  Tangentialebenen  durch  sie  an  den  Kegel.  Die  drei 
zweiten  Schnitte  der  z^  in  den  Tangentialebenen  durch  eine  beliebige 
Gerade  aus  0  mit  derselben  lassen  erkennen,  daß  sie  nur  diese  Punkte 
als  fernere  Schnitte  mit  der  Fläche  hat,  0  also  auf  derselben  vierfach 
ist;  zu  den  drei  Berührungsebenen,  die  ihm  als  Punkt  der  dreifachen 
Gerade  s  zukommen,  tritt  uu  als  vierte. 
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Die  Kurve  h^^  hat  das  Geschleclit  0,  ebenso  wie  der  Kegel^ 
zu  dessen  Ebenen  ihre  Punkte  in  eindeutiger  Beziehung  stehen. 

Die  Flächen  qp  schneiden  in  uu  einen  Büschel  von  Kurven  3.  Ord- 
nung 2^  ein,  welche  durch  die  Spurpunkte  von  h^  gehen,  0  zum 
Doppelpunkte  haben  mit  den  beiden  Haiipttangenten  als  Tangenten; 
durch  jede  geht  wiederum  ein  ISTetz  aus  G.  Weil  jede  qp  eine  solche 
^^  enthält,  so  ergibt  sich,  als  Ort  der  zugehörigen  Z',  eine  auf  allen 
9'  dreifache  Gerade  \'.  Die  gemeinsame  Kurve  33.  Ordnung  der 
qp'  wird  also  durch  die  doppelte  Kurve  6.  Ordnung  Ag'®  und  die  drei- 
fache Grerade  h^'  gebildet. 

Die  Jacobische  Fläche  J  von  G  besteht  aus  der  Fläche 
7.  Ordnung  der  ^^,  welche  der  h^^  zugeordnet  ist,  und  der 
Berührungsebene  uu  der  qp  in  0,  dem  Träger  der  ^^,  welche 
der  h^'  zugeordnet  ist. 

0  ist  auf  ihr  (4  +  1) -fach,  von  höherer  Vielfachheit  als  der  Satz  von 
Nr.  934  fordert;  handelt  es  sich  doch  nicht  um  ein  einfaches  Durchgehen. 

Von  den  kubischen  Raumkurven  /",  welche  den  a  korrespondieren, 
wird  h2^  siebenmal  und  h^'  einmal  getroffen. 

Unter  den  s^  befinden  sich  zwei  zerfallende:  je  aus  einer  Haupt- 
tangente von  0  und  demjenigen  der  beiden  z^  in  uu  bestehend,  welcher 
die  andere  Haupttangente  berührt.  Daraus  ergeben  sich  zwei  Be- 
gegnungspunkte von  li^'^  und  h^'. 

Das  Gebüsche  G  enthält  ein  ausgezeichnetes  Netz  iV",  dessen 
Flächen  alle  0  zum  Doppelpunkte  haben,  also  durch  die  vier  Geraden 
s,  Ol,  O2,  O3  gehen;  es  wird  durch  7^^,  die  vierfache  Bedingung  des 
Doppelpunktes  und  drei  beliebige  Punkte  auf  o^,  Og,  O3  festgelegt. 

Diese  drei  Geraden  durch  den  Doppelpunkt  in  uu  beweisen,  daß 
er  biplanar  ist  mit  dieser  Ebene  als  einem  Teil  des  zerfallenden  An- 
schmiegungs- Kegels.  Jeder  Strahl  von  (0,  uu)  hat  also  mit  jeder  qp 
des  Netzes  drei  vereinigte  Schnitte  in  0;  in  einer  beliebigen  Ebene  e 
durch  0  ist  uue  Tangente  des  Schnitts  mit  qp^  und  die  eine  Tangente 
des  Doppelpunktes  des  Schnittes  mit  der  qp,  daher  haben  sie  drei  ver- 
einigte Schnitte  in  0,  und  die  Oskulation  wird,  freilich  in  aus- 
gearteter Weise,  erfüllt. 

Der  Scheitel  des  dem  Netz  iV  korrespondierenden  Bündels  inZ' 
sei  W\  Für  so^,  5O2,  so.^  als  zerfallende  Kegelschnitte  z^  ist  N  das 
zugehörige  Netz;  daher  ist  W  dreifacher  Punkt  von  h^^-^  ebenso 
ist  N  das  zu  der  aus  o^,  Og,  O3  bestehenden  Kurve  z^  gehörige  Netz; 
also  liegt  W  auf  Ji^'.  Und  h^'^  und  \'  haben  fünf  Punkte  ge- 
meinsam, den  dreifachen  Punkt  W  der  ersteren  und  die  oben  ge- 
nannten.    Die   fünffache  Sekante  von  h^^  bestätigt  das  Geschlecht  0. 

Weil  ferner  die  Kurve  4.  Ordnung  (s,  0^,  o^,  O3),  welche  den 
Flächen  von  iV,  außer  der  Hauptkurve  W,  gemeinsam  ist,  einer  Ebene 
viermal  begegnet,  ist   W  auf  allen  Flächen  qp'  vierfach. 
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Den  Strahlen  a  von  W,  welche  eine  cp'  nur  noch  zweimal 
schneiden^  korrespondieren  Kegelschnitte  f,  die  nicht  durch  0  gehen, 
weil  es  schon  s,  o^,  o.y,  Og  tun.  Durch  jeden  a  geht  eine  qp'  aus  G', 
in  der  entsprechenden  a  liegt  f. 

Der  Anschmiegungskegel  4.  Ordnung  hat  drei  doppelte  Kanten, 
die  Tangenten  w^j  u\2,  w^  von  Z^^'^,  und  eine  dreifache  h^,  muß  also  in 
vier  Ebenen  zerfallen,  die  Ebenen  von  dieser  nach  jenen,  und  die  Ebene 
dieser  drei  Tangenten,  so  daß  sich  als  Spezialität  des  dreifachen  Punktes 
von  h^^  herausstellt,  daß  seine  drei  Tangenten  in  einer  Ebene  t'  liegen. 
Jede  Ebene  durch  h^'  schneidet  eine  qp',  außer  in  dieser  dreifachen  Gerade, 
in  einer  Kurve  3.  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  im  sechsten 
Schnitte  mit  li^^^  der  in  einer  der  Ebenen  nach  den  Tangenten  iv 
in  W  fällt  (oder  den  Nachbarpunkt).  Jeder  Strahl  durch  W  in 
dieser  Ebene  hat  also  mit  qp'  in  W  fünf  vereinigte  Schnitte,  wo- 
raus erhellt,  daß  sie  zum  Anschmiegungskegel  gehört. 

Diesen  Ebenen  a'  durch  1%.^  entsprechen  ausgezeichnete 
Flächen  des  Netzes  iV;  jede  muß  alle  Kurven  z^  enthalten,  sie  zer- 
fallen also  in  die  Ebene  lu  und  eine  Fläche  2.  Grades:  durch  li^  und 
die  Doppelsekante  s,  damit  0  als  Doppelpunkt  sich  ergebe.  Diese  qp 
bilden  in  N  einen  Büschel  B.  Jede  der  Flächen  2.  Grades  trägt  einen 
z'^:  in  der  Schmiegungsebene  des  0  an  die  Schnittkurve  mit  qp^;  er 
korrespondiert  dem  sechsten  Punkt  der  li^^  in  der  Ebene  a'  durch 
A3';  und  wenn  die  Fläche  2.  Grades  durch  0^,  0^  oder  O3  geht,  so 
haben  wir  die  besonderen  Ebenen  Ji^'  iv\  in  denen  dieser  Punkt  nach 
W  gerückt  ist. 

Außerhalb  B  besitzt  N  noch  eine  ausgezeichnete  Fläche,  den 
Kegel  3.  Ordnung,  welcher  li^  aus  0  projiziert.  Die  drei 
Geradenpaare  so^,  so^y  so.^  repräsentieren,  binär,  die  sechs  Kegelschnitte 
z^  auf  ihm;  alle  sechs  Schnitte  der  entsprechenden  Ebene  o!  mit  h^^ 
sind  in  W  gerückt,  zu  je  zweien  benachbart  auf  den  w'-^  die  Ebene 
ist  also  die  Ebene  x'  dieser  Tangenten.  Mit  einer  beliebigen  qp  von 
N  hat  der  Kegel  außer  li^,  s,  0^,  Og,  Ö3  noch  eine  Gerade  gemein; 
ihrem  Schnitte  mit  a  korrespondiert  der  einzige  von  W  verschiedene 
Schnitt  der  entsprechenden  qp'  mit  der  i'a';  der  Schnitt  von  qp'  mit 
t'  hat  also  in  W  einen  fünffachen  Punkt,  wie  das  für  t'  als  An- 
schmiegungsebene  auch  notwendig  ist. 

Die  Strahlen  a  des  Büschels  {W\  x')  korrespondieren  eindeutig 
den  Kanten  des  Kegels. 

Auf  die  genauere  Untersuchung  dieses  singulären  Punktes,  welcher 
in  jeder  Ebene  durch  ihn  6^— (3  •  2^  +  3)  =  21  Schnittpunkte  der 
aus  zwei  9'  geschnittenen  Kurven,  in  x'  sogar  33  repräsentiert,  gehen 
wir  nicht  ein,  weil  sie  uns  zu  weit  führen  würde. 

Jede  Kurve  6.  Ordnung  liegt  auf  einer  Fläche  3.  Ordnung;  wenn 
\'^  durch  den  dreifachen  Punkt   W  das   Geschlecht  0  bekommt,  so 
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hat  sie  sieben  scheinbare  Doppelpunkte  und  ist  eine  Kurve  6.  Ord- 
nung, die  mit  einer  kubischen  Raumkurve  den  vollen  Schnitt  zweier 
Flächen  3.  Ordnung  bildet.^)  Dann  ist  die  Regelfläche  der  dreifachen 
Sekanten  8.  Grades  und  die  Kurve  dreifach  auf  ihr. 

Weil  jede  dieser  dreifachen  Sekanten  eine  beliebige  cp'  schon 
sechsmal  auf  dieser  ihrer  Doppelkurve  \'^  trifft,  wird  sie  eine  Ge- 
rade s,  durch  welche  alle  Flächen  eines  Netzes  aus  G'  gehen;  ihr  ent- 
spricht ein  Punkt  Z  auf  K^,  den  drei  Treffpunkten  die  drei  Kegel- 
schnitte s^j  die  durch  ihn  gehen.  Dadurch  wird  diese  Regelfläche 
8.  Grades  ein  Bestandteil  der  Jacobischen  Fläche  J"';  und  ihre  acht 
Schnitte  mit  einer  Gerade  a  korrespondieren  den  acht  Begegnungs- 
punkten der  entsprechenden  6.  Ordnung  f  mit  h^y  mit  der  sie  auch 
den  vollen  Schnitt  zweier  cp  bildet. 

Die  Vervollständigung  der  J'  zur  Ordnung  20  erfolgt  durch  die 
Fläche,  welche  dem  Hauptpunkte  0  zugeordnet  ist;  weil  jede  der 
eben  genannten  Kurven  f  dreimal  durch  0  geht,  ist  diese  Fläche 
3.  Ordnung;  weil  sie  aber  in  0  zwölf  Bedingungen  zu  erfüllen  hat, 
nämlich  die  sechsfache  Bedingung  des  dreimaligen  Durchgangs,  und 
die  ebenfalls  sechsfache  Bedingung,  daß  sie  mit  allen  drei  Ästen  cp^ 
oskulieren  soll,  so  zählt  diese  Fläche  in  der  Jacob ischen  Fläche 
f  =  4fach  (Nr.  934). 

Demnach  besteht  die  Jacobische  Fläche  </'  des  Ge- 
büsches G'  aus  der  h^  zugeordneten  Regelfläche  8.  Grades 
der  dreifachen  Sekanten  von  li^^  und  der  vierfachen  Fläche 
3.  Ordnung,  welche  dem  0  zugeordnet  ist. 

Geraden,  welche  h^^  zweimal  und  h^  einmal  treffen,  gibt  es 
nicht;  li^  stellt  für  jeden  ihrer  Punkte  die  sieben  durchgehenden 
Doppelsekanten  der  li^'^  vor. 

Die  den  Geraden  a  durch  W'  korrespondierenden  Kegelschnitte 
f  gehen  nicht  durch  0;  folglich  treffen  jene  nicht  mehr  die  Fläche 
3.  Ordnung,  außer  in  W\  der  also  für  sie  dreifach  ist.  Diese 
Fläche  (0)'  ist  ein  Kegel  3.  Ordnung  aus  diesem  Punkte  W'y 
und  zwar  derjenige,  welcher  h^^  projiziert  und  daher  h^  zur 
Doppelkante  hat;  in  der  Tat  liegen  \'^  und  h^'  auf  ihm  einfach,  bzw. 
doppelt,  weil  jeder  0^  einmal,  jede  s^  zweimal  durch  0  geht. 

Eine  Kante  dieses  Kegels  trifft  die  9'  schon  in  sechs  Punkten, 
in  W  und  dem  zweiten  Punkte  der  h^^-^  also  ist  sie  allen  Flächen 
eines  Netzes  von  G'  gemeinsam.  Das  ist  immer  dasselbe,  nämlich 
das  dem  Bündel  0  entsprechende  Netz;  seine  Flächen  be- 
stehen   aus    dem  festen   Kegel    dritter    Ordnung    (0)'  und   je 

1)  Math.  Annalen  Bd.  21  S.  494  n  =  6,  5),  wo  die  Kurve  ohne  vielfachen 
Punkt  vorausgesetzt  ist  und  daher  das  Geschlecht  3  hat;  sie  ist  für  die  Be- 
stimmung einer  kubischen  Fläche  mit  16  Punkten  äquivalent  (Nr.  941  Anm.)» 
woran  der  dreifache  Punkt  nichts  ändert. 


Bei  (3,  6)'".     Eindeutige  Flächenabbildungen.  387 

einer  Fläche  3.  Ordnung,  auf  welcher  h^^  und  h^  einfach  sind. 
Diese  kubischen  Flächen  bilden  ein  Netz;  durch  h^^  allein  gehen 
oc^  Flächen  3.  Ordnung,  für  welche  W  nur  einfach  ist,  weil  die  drei 
Tangenten  iv'  in  dieselbe  Ebene  fallen,  so  daß  h^  erst  dreimal  trifft, 
und  es  oo^  Flächen  gibt,  die  noch  durch  sie  gehen. 

Den  Geraden  a  durch  0  entsprechen  ebenfalls  Kegelschnitte  f-^ 
sie  liegen  in  den  Ebenen  des  Bündels  W,  weil  jede  a  auf  einer  cp 
des  Netzes  N  liegt-  Weoren  der  drei  weitereu  Schnitte  der  a  mit 
der  Fläche  7.  Ordnung  trifft  der  f  die  h^^  dreimal,  und  weil  die 
durch  a  gehende  cp  einem  der  Netze  zugehört,  welche  durch  die  z^ 
bestimmt  sind,  hat  f  auch  mit  h^  einen  Punkt  gemeinsam. 

Auf  der  Regelfläche  8.  Grades  liegt  \'^  dreifach,  wie  wir 
schon  wissen,  aber  auch  für  h^  gilt  das;  denn  einer  Gerade,  welche 
jene  oder  diese  trifft,  entspricht,  nach  Abspaltung  einer  z-  oder  z^, 
welche  beide  der  li^  dreimal  begegnen,  eine  Kurve  f  von  der  Ord- 
nung 4,  bzw.  3,  welche  die  /^^  in  8  —  3  Punkten  trifft.  Also  hat  a 
fünf  fernere  Schnitte  mit  der  Regelfläche,  der  Stützpunkt  auf  die 
Kurve  zählt  für  drei;  h.^  ist  dreimal  dreifache  Sekante,  je  mit  einem 
der  im  dreifachen  Punkte  sich  deckenden  Punkte  und  den  beiden 
anderen  Begegnungspunkten  als  Stützpunkten.  Die  Regelfläche  wird 
dadurch  vom  Geschlechte  0.  Nunmehr  ist  festgestellt,  daß  h.2^  und  li^ 
auf  J'  siebenfach,  bzw.  elffach  sind. 

Der  Kegelschnitt  /*,  der  einer  durch  W  gehenden  Gerade  a 
entspricht,  hat  mit  li^,  da  die  sich  abspaltenden  5,  o^,  Og,  O3  ihr  in 
fünf  Punkten  begegnen,  noch  drei  Punkte  gemein.  Also  ist  W  auf 
der  Regelfläche  fünffach.^) 


§  137.  Weitere  Betrachtungen  über  diese  kubischen  Verwandtschaften. 

Die  Transformationen  (2,  2),  (2,  3),  (2,  4)  (§  134)  liefern  ein-  951 
deutige  Abbildungen  der  Fläche  2.  Grades,  irgendeiner  qp  aus 
dem  Gebüsche  G,  auf  eine  Ebene,  die  der  cp  entsprechende  ö';  den 
ebenen  Kurven  9  a  entsprechen  die  Kurven  ö'qp'.  Die  Schnitte  von 
ä'  mit  den  Hauptkurven  in  Z'  sind  die  Hauptpunkte  der  Abbildung. 
Umgekehrt  wird  9'  —  eine  Fläche  2.  Grades,  eine  kubische  Regel- 
fläche, eine  St  einer  sehe  Fläche  4.  Ordnung  —  auf  die  Ebene  ö  ab- 
gebildet. Die  Bilder  der  ebenen  Schnitte  sind  durchweg  Kegelschnitte; 
wir  kennen  diese  Abbildungen  (§  128);  während  vorhin  das  Gebüsche 
der  Bildkurven  der  ebenen  Schnitte  durch  die  festen  Punkte  bestimmt 
ist,  gilt  das  jetzt  bei  (2,  3)  und  (2,  4)  nicht;  und  ähnliches  gilt  im 
folgenden.    Ebenso  geben  uns  die  sieben  Transformationen  (3,  3), . . ., 


1)  Meine  Ergebnisse  weichen  etwas  von  denen  ab,  welche  Loria  in  der  in 
Nr.  945  erwähnten  Abhandlung  erhalten  hat. 
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(3, 6)"'  sieben  eindeutige  Abbildungen  einer  kubischen  Fläche,  von  denen 
die  erste  die  Clebscbsche,  die  zweite,  bei  der  Kurven  4.  Ordnung  als 
Bilder  der  ebenen  Schnitte  sich  ergeben,  die  in  Nr.  911  gefundene  ist. 

Die  Umkehrungen  von  (2,  4),  .  .  .  (3,  6)"'  geben  einfache  eindeu- 
tige Abbildungen  der  mit  steigender  Ordnung  immer  spezielleren 
Flächen  4.  bis  6.  Ordnung,  bei  denen  die  ebenen  Schnitte  durchweg 
Kurven  3.  Ordnung  zu  Bildern  haben.  Die  bei  (3,  4)  haben  wir  in 
Nr.  919  erhalten;  es  war  aber  notwendig,  der  eindeutigen  Abbildung 
der  Fläche  4.  Ordnung  mit  doppeltem  Kegelschnitte,  die  sich  unmittel- 
bar auffinden  ließ,  die  jedoch  Bilder  6.  Ordnung  der  ebenen  Schnitte 
lieferte,  eine  quadratische  Transformation  folgen  zu  lassen. 

Bei  (3,  5)'  führen  die  Strahlen  des  Netzes,  welche  die  doppelten 
Geraden  der  9'  zu  Leitgeraden  hiiben,  auch  zunächst  zu  Bildkurven 
6.  Ordnung,  die  durch  denselben  Prozeß  auf  die  3.  Ordnung  gebracht 
werden  können.  Bei  (3,  6)',  wo  die  Projektion  aus  dem  fünffachen 
Punkte  W  zu  Bild  kurven  6.  Ordnung  führt,  können  diese  durch  eine 
Transformation  3.  Grades  auf  die  Ordnung  3  gebracht  werden.  Bei 
(3,  6)"  und  (3,  6)"'  führt  die  Kongruenz  1.  Ordnung  2.  Klasse,  deren 
Strahlen  h^'^  und  eine  der  Doppelgeraden,  bzw.  die  Kongruenz  1.  Ord- 
nung 6.  Klasse,  deren  Strahlen  h^^  und  h^'  treflPen,  zu  Abbildungen 
mit  Bildkurven  8.,  12.  Ordnung. 

Wir  haben  im  vorangehenden  bei  den  kubischen  Flächen  cp  ge- 
meinsame vielfache  Punkte  ausgeschlossen.  Es  sei  ihnen  ein  Doppel- 
punkt 0  gemeinsam.  Die  Ausgangsfläche  cp^  kann  dann  aus  ihm 
eindeutig  in  die  Ebene  TT  abgebildet  werden.  Die  Schnittkurven  9.  Ord- 
nung der  cpo  mit  anderen  cp  aus  G  werden  aus  ihm  in  Kurven  5.  Ord- 
nung projiziert,  die  alle  durch  die  Spuren  der  sechs  binären  Geraden 
der  qpQ  gehen,  welche  0  enthalten.^)  Ein  homaloidisches  Kurvennetz 
5.  Ordnung  mit  sechs  einfachen  Hauptpunkten  ist  vorhanden;  es  hat 
noch  zwei  einfache  und  einen  vierfachen  (Nr.  787  n  =  ö  1)).  Proji- 
zieren wir  diese  auf  qpo,  so  ergibt  sich  ein  homaloidisches  Gebüsche 
von  Flächen  3.  Ordnung,  welche  den  gemeinsamen  Doppelpunkt  0, 
zwei  einfache  gemeinsame  Punkte  und  mit  der  9^  in  einem  festen 
Punkte  eine  Berührung  3.  Ordnung  eingehen,  und  eine  zugehörige 
Verwandtschaft  (3,  9).2) 

Ein  homaloidisches  Gebüsche  bilden  alle  Flächen  3.  Ord- 
nung, welche  vier  gegebene  Punkte  Ä,  B,  C,  D  zu  Doppel- 
punkten haben  und  daher  auch  die  sechs  Verbindungslinien 
enthalten. 

Wir  fanden  sie  als  die  ersten  Polaren  der  Punkte  des  Raumes  in 
bezug  auf  die  Fläche  4.  Ordnung,  welche  aus  den  Ebenen  des  Tetra- 


1)  Flächen  3.  Ordnung  Nr.  112. 

2)  Cremona  erwähnt  diesen  Spezialfall.     Ygl.  Anm.  2  S.  363. 
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eders  AB  CD  besteht,  und  dadurch  das  Gebüsche  kollinear  auf  den 
Punktraum  bezogen  (Nr.  695).  Weil  die  Grundkurven  der  Büschel 
des  Gebüsches  als  veränderliche  Bestandteile  kubische  Raumkurven 
haben,  so  führt  die  kollineare  Beziehung  des  Gebüsches  auf  den 
Ebenenraum  Z'  zu  einer  in  beiderlei  Sinn  kubischen  Verwandt- 
schaft. Das  Gebüsche  in  X'.ist  von  derselben  Art.  Das  ge- 
gebene Gebüsche  in  Z  enthält  vier  ausgezeichnete  Netze  (JL),  .  .  .  (JD). 
Die  Flächen  von  (Ä)  bestehen  aus  der  festen  Ebene  a  =  BCD  und 
den  Kegeln  2.  Grades  durch  Ä(B,  C,  D).  Ihm  entspreche  der  Bündel 
Ä'.  Einem  Büschel  in  (Ä),  dessen  Kegel  die  vierte  gemeinsame 
Kante  a  haben,  entspricht  ein  Ebenenbüschel  um  den  Strahl  a  von 
A\  Und  zwischen  den  beiden  Strahlenbündeln  Ä  und  Ä'  besteht 
eine  quadratische  Verwandtschaft.  Hauptstrahlen  in  Ä  sind  A(B,  G^D), 
homolog  in  A'  sind  Ä(B,  C\  D').  Der  Ebene  ß'  =  A'C'B'  entspricht 
nämlich  die  den  drei  Netzen  {Ä)y  (G),  (D)  gemeinsamen  Fläche 
B{CB,  DA,  AC).  Nun  gibt  es  im  Netze  (A)  einen  Büschel,  dessen 
Kegel  längs  AB  eine  bestimmte  durchgehende  Ebene  tangieren;  zu 
ihm  gehört  die  eben  genannte  aus  drei  Ebenen  bestehende  Fläche; 
folglich  liegt  die  entsprechende  Axe  aus  A'  in  der  Ebene  ß';  so  daß 
diese  Ebene  dem  Hauptstrahle  AB  zugeordnet  ist. 

Für  die  Flächen  qp'  in  Z'  sind  A',  .  .  .  Doppelpunkte;  denn  ein 
Strahl  a  von  A'  trifft  eine  qp',  außer  in  A',  nur  in  dem  Punkte,  der 
dem  Schnitt  aa  korrespondiert.  Folglich  liegen  auch  die  sechs  Ver- 
bindungslinien auf  diesen  kubischen  Flächen,  und  die  einen  und 
anderen  Verbindungslinien  sind  außerordentliche  Haupt- 
kurven (Nr.  933),  von  denen  AB  und  CD',  .  .  .  einander  zu- 
geordnet sind. 

Jede  der  kubischen  Flächen  in  Z  hat,  außer  den  sechs  quater- 
nären  Geraden,  noch  drei  unäre,  welche  je  zwei  Gegenkanten  des 
Tetraeders  treffen;  diejenige,  welche  AB,  CD  trifft,  ist  mit  ihnen 
durch  Ebenen  verbunden,  welche  längs  dieser  Kanten  die  Fläche  be- 
rühren^); und  in  unserem  Gebüsche  berühren  je  oo^  Flächen  dieselbe 
Ebene  durch  eine  der  Kanten,  etwa  AB,  und  bilden  ein  Netz,  be- 
stimmt durch  irgendeinen  Nachbarpunkt  neben  AB  in  der  Ebene. 
Zu  diesem  Netze  gehört  aus  den  Netzen  (A),  (B)  je  ein  Büschel  von 
Flächen,  deren  Kegel  die  Ebene  längs  AB  tangieren.  Die  diesen 
Büscheln  zugehörigen  Axen  in  Z'  befinden  sich  in  (A',  ß'),  (B",  a'), 
der  Scheitel  des  dem  Netze  korrespondierenden  Bündels  also  im 
Schnittpunkte,  der  auf  a'  ß'  =  CD'  liegt. 

Die  Flächen  des  Netzes  haben,  außer  den  Kanten,  eine  in  der 
Ebene  unendlich  nahe  neben  AB  verlaufende  Gerade  gemein.  Dieser 
auf  der  Grenze  mit  AB  sich  vereinigenden  Gerade  und   ihren  Punkten 


1)  Flächen  3.  Ordnung  Nr.  123. 
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entspriclit,  so  lange  die  Ebene  festgehalten  wird^  jener  Punkt  auf 
CD';  er  durchläuft  diese  Gerade,  wenn  die  Ebene  um  AB  sich 
dreht;  so  daß  in  der  Tat  allen  Punkten  von  AB  alle  Punkte  von 
CD'  zugeordnet  sind. 

Die  Jacob i sehe  Fläche  besteht  je  aus  den  vier  doppelt  gerech- 
neten Tetraederebenen. 

Im  Anschluß  hieran  möge  noch  folgende  reziproke  im  beiderlei 
Sinne  kubische  Verwandtschaft  erwähnt  werden.  Ein  räumliches  Ko- 
ordinatensystem liegt  vor;  jeder  Ebene  wird  der  Punkt  zugeordnet, 
welcher  ihre  Axenab schnitte  zu  Koordinaten  hat. 

Eine  in  beiderlei  Sinne  kubische  zentrale  Verwandt- 
schaft (vgl.  Nr.  938)  ergibt  sich  folgendermaßen.^) 

Eine  Fläche  2.  Grades  y^  ein  Punkt  0  und  zwei  Ebenen 
K,  k'  sind  gegeben;  auf  jedem  Strahle  durch  0  wird  die  Pro- 
jektivität  hergestellt,  in  welcher  die  Schnitte  mit  f^  sich 
selbst  und  die  mit  k,  k'  einander  entsprechen. 

Es  sei  a'  eine  Gerade  von  Z';  in  der  Ebene  tt  von  0  nach  ihr 
werde,  mit  ttt^  und  0,a,  die  ebene  Verwandtschaft  von  Nr.  807  herge- 
stellt; weil  der  in  ihr  der  ttk  entsprechende  Kegelschnitt  der  ttk'  zweimal 
begegnet,  so  geht  die  in  der  jetzigen  Verwandtschaft  der  a'  korrespon- 
dierende Kurve  zweimal  durch  0  und  ist  3.  Ordnung  wegen  des 
einzigen  weiteren  Punktes  auf  jedem  Strahle  von  (0,  tt).  Daraus 
folgt,  daß  die  kubische  Fläche,  die  einer  Ebene  a'  oder  a  ent- 
spricht, in  0  ebenfalls  einen  Doppelpunkt  hat.  Die  Kegel 
von  0  nach  y^k  und  ^^k  schneiden  aus  t^  noch  zweite  Kegelschnitte 
aus:  in  den  Ebenen  \\\.  Auf  ihren  Kanten  artet  die  Projektivität 
aus,  derartig,  daß  die  Punkte  von  y^k  und  y^\'  bzw.  diejenigen  von 
T^X,  -i^K  singulare  Punkte  sind.  Diese  Kegelschnitte  werden  also 
Hauptkurven,  t^k,  f^X  in  Z,  t^k',  t^X'  in  Z',  und  ihren  Punkten  ent- 
spricht je  die  durchgehende  Kegelkante.  Die  Kegel  werden  damit,  in 
beiden  Räumen,  Bestandteile  der  Jacobischen  Fläche.  Auf  den  Ge- 
raden, die  von  0  nach  den  beiden  Punkten  t^(k,  k')  und  zugleich 
nach  den  y^(X,  X')  gehen,  wird  die  Projektivität  unbestimmt;  jedem 
Punkt  einer  von  diesen  Geraden  entspricht  jeder  andere.  Wir  haben 
in  ihnen  zwei  sich  selbst  zugeordnete  außerordentliche  Haupt- 
geraden. Den  Flächen  qp,  welche  den  Ebenen  a'  entsprechen, 
sind  daher  t^k,  t^X  und  diese  beiden  Geraden  gemeinsam;  der 
veränderliche  Restschnitt  zweier  ist  die  ebene  Kurve  3.  Ordnung, 
welche  der  Schnittlinie  der  beiden  a'  entspricht.  Weil  sie  zweimal 
durch  0  geht,  so  ist  diesem  Hauptpunkt  von  Z  eine  als  Bestandteil 

1)  Diese  zentralen  Verwandtschaften  hat  W.  Vogt  konstruiert  und  in  ähn- 
licher Weise  auch  „windschiefe"  hergestellt,  bei  denen  die  Verbindungslinien 
entsprechender  Punkte  zwei  feste  Geraden  treffen.  Jahresber.  der  Schles.  Ges. 
für  Vaterland.  Kultur  1906,  V  S.  8. 


Eiüe  zentrale  (3,  3)  und  die  (3,  3)  beim  Korrelationeimetz.  391 

von  J'  zweifach  zu  rechnende  Fläche  2.  Grades  zugeordnet.  Sie  geht 
durch  0,  der  ja  auch  Hauptpunkt  von  Z'  ist,  t^k',  y-X'  und  die 
beiden  außerordentlichen  Hauptgeraden,  und  diese  Hauptelemente 
haben  die  notwendige  Vielfachheit  2,  3,  4  auf  J'  (Nr.  934). 

Drei  Korrelationen  und  das  durch  sie  konstituierte  Netz  952 
von  Korrelationen  haben  uns  in  Nr.  729 — 731  zu  (3,3)  geführt; 
entsprechende  Punkte  X,  X'  sind  solche,  welche  in  den  drei  Kor- 
relationen und  daher  in  aUen  des  Netzes  konjugiert  sind.  Die  Haupt- 
kurve  h^  bzw.  Ji'^  entsteht  durch  die  Punkte,  deren  Polarebenen  in 
eine  Gerade  zusammenlaufen;  diese  Geraden  erzeugen  im  andern 
Räume  die  Jacobische  Fläche,  die  Regelfläche  8.  Grades  der  drei- 
fachen Sekanten  der  Hauptkurve  desselben,  von  denen  je  drei  durch 
jeden  Punkt  dieser  Kurve  gehen.  Für  aUe  Punkte  einer  solchen  Ge- 
rade laufen  dann  die  Polarebenen  im  ersten  Räume  durch  den  Punkt 
der  Hauptkurve,  dem  sie  zugeordnet  ist. 

Für  das  Netz  der  Korrelationen  haben  die  Hauptkurven  noch 
eine  andere  Bedeutung:  sie  entstehen  durch  die  Zentren  der  zentralen 
Korrelationen,  welche  in  ihm  enthalten  sind. 

Sich  selbst  entsprechende  Punkte  sind  die  Grundpunkte  des  Netzes 
der  Punkt-Kernflächen. 

Sind  die  Korrelationen  Polarräume  und  daher  in volu torisch,  so 
wird  auch  die  Verwandtschaft  (3,  3)  involutorisch;  es  decken  sich  die 
beiden  Hauptkurven  und  zwar  in  der  Kurve  der  Kegelspitzen  des 
Netzes  der  Basisflächen,  und  die  beiden  Jaco bischen  Flächen.  Es 
liegt  dann  die  eineindeutig  gewordene  Verwandtschaft  von  Nr.  689 
für  n^  =  ^2  =  »^3  =  2  vor  oder  die  von  Nr.  735. 

Mit  diesen  Ergebnissen  für  drei  Korrelationen  können  wir  auch, 
wenn  drei  kollineare  Räume  X,  T',  Z"  gegeben  sind,  die  Frage  nach 
den  Geraden  beantworten,  durch  welche  drei  entsprechende  Ebenen 
gehen,  oder  auf  denen  drei  entsprechende  Punkte  liegen. 

Wir  haben  nur  die  drei  Räume  korrelativ  auf  einen  vierten  ^^ 
zu  beziehen,  so  daß  drei  Korrelationen  zwischen  (5  und  ©^  vorliegen. 
Die  Jaco  bische  Fläche  in  ^  ist  die  Fläche  der  Geraden,  durch 
welche  drei  entsprechende  Ebenen  gehen. 

Drei  kollineare  Räume  führen  zu  zwei  Regelflächen 
8.  Grades:  die  eine  ist  das  Erzeugnis  der  Geraden,  durch 
welche  drei  entsprechende  Ebenen  H,  H',  H"  gehen,  die  andere 
entsteht  durch  diejenigen  Geraden,  auf  welchen  drei  ent- 
sprechende Punkte  X,  X\  X"  liegen. 

Wir  wollen  die  zweite  noch  auf  eine  andere  Weise  ableiten. 
Jede  Ebene  H  =  ti'=Z!"  enthält  ein  Tripel  homologer  Punkte 
aus  den  drei  Räumen,  nämlich  die  Punkte  lr\l,  ^'r\'t\  Vy\"V\ 
Drehen  wir  die  Ebene  um  eine  Gerade  ?  =  m'=w",  so  beschreiben 
diese  Punkte   kubische  Raumkurven,    denen   die   Gerade   als   Doppel- 
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Sekante  gemeinsam  ist,  so  daß  die  drei  Punkte  je  die  dritten  Schnitte 
X,  X',  X"  sind.  XX'  beschreibt  eine  Regelfiäche  6.  Grades,  für 
welche  die  Gerade  fünffache  Leitgerade  ist,  ebenso  XX' \  Gemein- 
sam ist  diesen  beiden  Regelflächen,  außer  der  Leitgerade  und  der  ku- 
bischen Raumkurve  der  X,  noch  eine  Kurve  8.  Ordnung,  welche 
jedoch  in  acht  gemeinsame  Erzeugenden  zerfällt:  die  acht  Geraden 
XX' X",  welche  die  gegebene  Gerade  treffen. 

Die  beiden  Regelflächen  8.  Grades  sind  vom  Geschlechte  3, 
die  der  Geraden  11'^"  wegen  der  eindeutigen  Beziehung  auf  die  Haupt- 
kurve in  ©1,  welche  dies  Geschlecht  hat. 

Die  Ebenen  H,  H',  l"  in  den  drei  Räumen,  welche  zu  Ge- 
raden i,i.'i."  führen,  umhüllen  je  einen  Torsus  6.  Klasse:  weil 
in  drei  entsprechenden  Bündeln  P,  P',  P"  sechs  Tripel  homologer 
Ebenen  vorhanden  sind  mit  einer  gemeinsamen  Gerade.  Sie  haben 
wegen  der  eindeutigen  Beziehung  zur  Regelfläche  ebenfalls  das  Ge- 
schlecht 3. 

Und  dual  erzeugen  die  geradlinigen  Punkte  X,  X',  X" 
drei  Kurven  6.  Ordnung  vom  Geschlechte  3  (also  vom  Range  16), 
welche  auf  der  zweiten  Regelfläche  8.  Grades  verlaufen,  jede  Erzeugende 
einmal  überschreitend. 

953  Cremona  hat  eine  größere  Anzahl  von  Verwandtschaften  (3,  3) 

mit  zerfallenden  Hauptkurven  erörtert^).  Wir  wollen  sein  erstes  Bei- 
spiel behandeln,  das  zu  denjenigen  gehört,  bei  denen  dies  Zerfallen  in 
den  beiden  Räumen  verschiedenartig  ist.  Er  läßt  die  Hauptkurve  A^  in 
X  in  eine  Raumkurve  5.  Ordnung  Jv'  vom  Range  10  und  dem  Ge- 
schlechte 1,  die  mit  einer  Raumkurve  4.  Ordnung  2.  Art  einen  vollen 
Schnitt  bildet,^)  und  eine  Gerade  h  zerfallen,  die  ihr  dreimal 
begegnet.  Aus  dem  Range  von  Iv*  folgt,  daß  durch  jeden  Punkt  von 
ihr  zwei  dreifache  Sekanten  gehen.  Auf  jeder  durch  Jv"  gehenden 
kubischen  Fläche,  etwa  einer  Fläche  qp  des  Gebüsches,  liegen  fünf 
Geraden,  die  sie  dreimal  treffen;  ist  nämlich  ¥"  eine  sie  ergänzende 
Kurve  auf  cp  mit  zwei  sie  dreimal  treffenden  Geraden  \y  l^,  in  denen 
9  noch  von  der  (einzigen)  durch  li^  gehenden  Fläche  2.  Grades  ge- 
schnitten wird,  so  sind  die  fünf  Geraden  auf  cp,  welche  diese  beiden 
treffen,  jene  Geraden;  daher  hat  die  Regelfläche  der  dreifachen  Se- 
kanten der  h^y  auf  welcher  diese  Kurve  doppelt  ist,  mit  qp  einen 
Schnitt  von  der  Ordnung  2  •  5  -f  5  =  15,  ist  also  5.  Grades.  Die  ä, 
welche  Iv"  schon  dreimal  trifft,  trifft  ¥"  nicht,  also  beide  Geraden  Z^,  l^. 
Die  volle  Kurve  (/i^,  h)  hat  noch  dreifache  Sekanten,  welche  Iv"  zwei- 
mal, h  einmal  treflen;  ihr  Erzeugnis  ist  eine  kubische  Regelfläche  mit 
li   als    doppelter  Leitgerade;    denn    von  jedem   Punkte  von  h  gehen,. 


1)  Göttinger  Nachrichten  1871  S.  129;  Math.  Annalen  Bd.  4  S.  213. 

2)  Flächen  3.  Ordnung  Nr.  67;  Math.  Annalen  Bd.  21  S.  494  n  =  b  2). 
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außer   der   dreifaclien  h,  noch   zwei  Doppelsekanten   von  ]fy   in  jeder 
Ebene  durch  h  liegt  eine. 

Zu  den  fünf  Trisekanten  von  Iv"  auf  einer  Fläche  qp  des  Gebüsches 
G  gehört  immer  h-.  die  vier  übrigen  beweisen,  daß  den  dreifachen 
Sekanten  von /^^  und  ihrer  Regelfläche  5.  Grades,  vom  Geschlechte 
1,  eine  den  qp'  gemeinsame  Raumkurve  4.  Ordnung  It^  von 
diesem  Geschlechte,  also  erster  Art  entspricht.  Die  beiden  dritten 
Geraden  auf  qp  in  den  Ebenen  lil^,  Jil^  sind  die  einzigen,  welche  h^ 
zweimal,  h  einmal  treffen.  Sie  führen  zu  einem  den  qp'  gemein- 
samen Kegelschnitt  Ji^,  welcher  der  kubischen  Regelfläche 
zugeordnet  ist.  Die  zweiten  Doppelsekanten  der  h^  aus  den  Be- 
gegnungspunkten mit  h  gehören  zu  beiden  Regelflächen-,  sie  weisen 
auf  drei  Schnittpunkte  von  h'^  und  h'^  hin.  In  Z'  zerfällt  also 
die  Hauptkurve  in  eine  Raumkurve  4.  Ordnung  erster  Art 
und  einen  ihr  dreimal  begegnenden  Kegelschnitt. 

Aus  jenen  beiden  Regelflächen  5.  und  3.  Grades  besteht 
die  Jacobische  Fläche  J.  Da  ]i^  selbst  keine  dreifachen  Sekanten 
hat,  so  handelt  es  sich  nur  um  solche,  welche  die  eine  Kurve  zwei- 
mal, die  andere  einmal  treffen.  Die  einen  sind  die  Strahlen  in  der 
Ebene  von  Ji^  um  den  vierten  Schnittpunkt  von  h'^.  Der 
Regelfläche  8.  Grades  der  Doppelsekanten  von  //*,  welche  eine  Ge- 
rade treffen,  begegnet  li^,  außer  auf  der  dreifachen  h'^,  noch  sieben- 
mal; und  so  ergibt  sich  die  Regelfläche  7.  Grades  der  dreifachen 
Sekanten  der  zweiten  Art,  welche  ]i^  zweimal,  Ji^  einmal 
treffen.  Sie  setzt  mit  jener  Ebene  die  Jacobische  Fläche  J' 
zusammen. 

Durch  jeden  Punkt  von  h^  gehen  zwei  Erzeugenden  der  Regel- 
fläche 5.  Grades  und  eine  der  vom  3.  Grade;  also  entspricht  ihm  in 
Z'  eine  Gerade,  welche  li^  zweimal,  h'^  einmal  begegnet;  der  Haupt- 
kurve h^  ist  also  die  Regelfläche  7.  Grades  zugeordnet.  Durch 
jeden  Punkt  von  h  geht  eine  Erzeugende  der  Regelfläche  5.  Grades, 
nämlich  immer  die  h,  und  zwei  derjenigen  3.  Grades.  Dieser  Haupt- 
gerade h  ist  also  der  Strahlenbüschel  in  der  Ebene  von  h'^ 
zugeordnet. 

Und  einer  Gerade  a  in  dieser  Ebene  entspricht  eine  kubische 
Raumkurve  f,  die  aus  h  und  zwei  Erzeugenden  der  kubischen  Regel- 
fläche besteht. 

Cremona  hat  diese  speziellen  Transformationen  konstruiert,  um 
interessante  eindeutige  Abbildungen  von  Flächen  in  einander 
zu  gewinnen.  Er  legt  z.  B.  in  Z  durch  die  Gerade  h  eine  Fläche 
2.  Grades  -F-;  von  der  Fläche  6.  Ordnung,  in  die  sie  übergeführt 
wird,  löst  sich  die  Ebene  des  eben  genannten  Strahlenbüschels  ab, 
und  es  bleibt  eine  Fläche  5.  Ordnung  i^'^,  welche  eindeutig  in  jene 
abgebildet  ist.     Weil  F'^  jede  Erzeugende   der  Regelfläche  5.  Grades 
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zweimal  und  jede  derjenigen  vom  3.  Grade,  außer  auf  1^  noch,  einmal 
trifft,  so  ist  li^  doppelt,  li^  einfach  auf  jP'^;  so  daß  wir  es  mit  einer 
Fläche  5.  Ordnung  zu  tun  haben,  welche  eine  doppelte  Raum- 
kurve 4.  Ordnung  erster  Art  besitzt;  ihre  Abbildung  in  die  Ebene 
ist  in  §  132  besprochen. 

F^  trifft  li^j  außer  in  den  Stützpunkten  von  7^,  noch  in  sieben 
Punkten  P..  Ihnen  entsprechen  sieben  Geraden  a-  auf  F'^.  Durch 
diese  sieben  Punkte  F.  gehen  sieben  Geraden  auf  F^,  welche  h  treffen; 
von  den  entsprechenden  kubischen  Raumkurven  lösen  sich  die  dem 
P^  und  die  dem  Schnittpunkte  mit  h  entsprechende  Gerade  ab;  es 
bleibt  eine  die  a/  treffende  Gerade  &/  auf  P'^,  und  wir  haben  deren 
sieben  Geradenpaare. 

Wird  durch  ///*  eine  kubische  Fläche  F'^  gelegt,  so  löst  sich  von 
der  korrespondierenden  Fläche  9.  Ordnung  die  jener  Kurve  zuge- 
ordnete Regelfläche  5.  Grades  ab;  es  bleibt  eine  Fläche  4.  Ordnung 
F^j  auf  welcher  h  doppelt  ist;  weil  jeder  Strahl  des  ihr  zugeordneten 
Strahlenbüschels  der  F'^,  außer  in  dem  auf  li^  gelegenen  Scheitel, 
noch  zweimal  begegnet. 

Die  16  Geraden  der  Fläche  4.  Ordnung  mit  einer  doppel- 
ten Gerade  (§  131)  ergeben  sich  auf  verschiedene  Weisen.  Auf  P'^ 
gibt  es  zehn  Geraden,  welche  h'^  zweimal  treffen;  von  der  entspre- 
chenden kubischen  Raumkurve  lösen  sich  je  die  den  Treffpunkten 
korrespondierenden  Geraden  ab;  wir  haben  dadurch  zehn  Geraden  auf 
P*.  Jene  zehn  Geraden  bilden  fünf  Paare,  weil  sie  alle  die  Gegen- 
gerade /j'  der  li^  auf  P'^  treffen,  in  welcher  die  Ebenen  der  Kegel- 
schnitte zusammenlaufen,  welche  von  den  Flächen  des  Büschels  2.  Ord- 
nung durch  h'^  ausgeschnitten  werden.  Also  gilt  dies  auch  für  die 
zehn  Geraden  auf  P^.  Den  drei  weiteren  Schnitten  P/  der  P'^  mit 
K^  korrespondieren  drei  Geraden  auf  P^;  durch  jeden  dieser  Punkte 
geht  einer  der  eben  genannten  Kegelschnitte;  von  der  ihm  entspre- 
chenden Kurve  6.  Ordnung  spalten  sich  die  fünf  Geraden  ab,  die  dem 
P/  und  den  vier  Begegnungspunkten  mit  h'"^  entsprechen;  die  übrig 
bleibende  Gerade  begegnet  der,  welche  von  P/  herrührt;  und  so  er- 
geben sich  drei  weitere  Geradenpaare  auf  P^  Weil  die  16  Geraden 
von  Punkten  auf  li^y  von  Geraden  oder  Kegelschnitten  herrühren, 
welche  Ji^  treffen,  so  treffen  alle  die  Doppelgerade  h. 

Besitzt   man  nun  für  die  eine  zweier  so    eindeutig  in    einander 
abbildbaren  Flächen  eine  Abbildung  in  der  Ebene,    so    hat    man    sie 
auch  für  die  andere. 
'954  Drei  Paare  projektiver  Ebenenbüschel  u^  und  u^,  u^  und 

U2,  1(^2,  ^^^  %'  führen  zu  einer  Verwandtschaft  (3,  3)  mit  zer- 
fallenden Hauptkurven,  wenn  Punkte  X,  X'  einander  zuge- 
ordnet werden,  in  denen  drei  Ebenen  von  w^,  %,  u^  und  die 
drei    homologen    in    %',  u^y  u^    sich    schneiden.     Die  kubischen 
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Raumkurven  und  Flächen,  welche  je  den  Geraden,  Ebenen  des  andern 
Raums  korrespondieren,  entstehen  durch  projektive,  bzw.  trilineare 
Ebenenbüschel.  Zur  Hauptkurve  in  T  gehören  ersichtlich  ii^,  w^,  %; 
den  einzelnen  Punkten  von  u^  z.  B.  entsprechen  die  Geraden  der  Regel- 
schar p/,  in  denen  die  Ebenen  von  u^,  %'  sich  schneiden,  welche  den 
auf  21^  sich  treffenden  Ebenen  von  u^,  u^  entsprechen.  Die  Haupt- 
kurve wird  vervollständigt  durch  die  kubische  Raumkurve  A^,  deren 
Punkten  Z  die  Geraden  z'  der  Regelschar  [?^i'w2'^3T  entsprechen: 
Pi  ?  92)  9ä  gehen  durch  die  analog  sich  ergebende  h'^.  Die  Jacobi- 
sche Fläche  J'  besteht  aus  p/,  pg',  Pg'  und  [Wi'wg'^']- 

Die  durch  n^,  ?(/;  Wg,  u^]  u-^,  %'  erzeugten  Hyperboloide  schneiden 
sich  in  den  acht  sich  selbst  entsprechenden  Punkten. 

Liegen  ^/j,  u^,  u^  in  einer  Ebene  u,  so  liefern  die  drei  entspre- 
chenden Ebenen  in  ^<^',  H2,  u^'  einen  Punkt  II\  und  aus  ihren  drei 
Schnittlinien  besteht  h'^.  Jede  kubische  Raumkurve  /^,  die  einer 
Gerade  a  entspricht,  geht,  wegen  des  Punktes  va,  durch  H',  jede 
kubische  Fläcbe  cp',  die  einer  Ebene  a  korrespondiert,  durch  jene  drei 
Geraden  und  hat  daher  H'  zum  Doppelpunkt:  in  der  Tat,  eine 
durch  H'  gehende  Gerade  a  führt  zu  drei  projektiven  Büscheln  um 
Wj,  «2?  ^*3  7  i^  denen  u  sich  selbst  entspricht;  Erzeugnis  ist  daher  eine 
Gerade,  und  ihrem  Schnitte  mit  a  entspricht  der  einzige  von  H'  ver- 
schiedene Schnittpunkt  der  a    mit  cp'^). 

Es  seien  zweimal  drei  Geraden  gegeben: 

«17  «27  «3;  h>  h>  h- 
Einem  Punkte  X  sei  die  Ebene  H'  zugeordnet,  welche  die 
drei  Punkte  {Xa^,bj),  {Xa^yh<^,  [Xa^,  63)  verbindet,  und  daher 
der  l'  der  Schnittpunkt  der  Ebenen  {l'h^,  a^,  {l'h^,a^)y  (H'63,  a^). 
Es  ergibt  sich  ohne  Weiteres,  daß  einer  Gerade  in  Z  ein  Torsus 
3.  Klasse  und  einem  Ebenenbüschel  in  Z'  eine  kubische  Raumkurve 
entspricht;  woraus  folgt,  daß  einer  Ebene  in  Z  eine  Fläche  3.  Klasse, 
einem  Bündel  in  Z'  eine  Fläche  3.  Ordnung  korrespondiert. 

Sie  werden  durch  trilineare  Punktreihen  auf  6j,  62?  ^3  bzw.  tri- 
lineare Ebenenbüschel  um  «j,  a.2,  %  erzeugt. 

Die  Hauptkurve  6.  Ordnung  in  Z  besteht  aus  den  drei  Geraden 
«n  «2J  «3  ^^^  einer  kubischen  Raumkurve.  Einem  Punkte  z.  B.  von 
«j  entspricht  in  Z'  ein  Ebenenbüschel,  und  die  Axe  erzeugt,  wenn  a^ 
durchlaufen  wird,  eine  Regelschar.  Ferner,  allen  Ebenen  einer  Gerade, 
welche  \,  h^,  \  trift\  zu  Z'  gerechnet,  entspricht  derselbe  Punkt  in 
Z,  und  durchläuft  die  Gerade  die  Regelschar  [b^,  h^,  63],  so  beschreibt 
der  Punkt  eine  kubische  Raumkurve.  Die  Trägerflächen  der  vier  ge- 
nannten Regelscharen   bilden  in  Z'  die  Jaco bische  Fläche   8.  Klasse. 

1)  von  Krieg,  Zeitschr.  f.  Math,  und  Phys.  Bd.  29,  S.  38;  Döhlemann, 
Sitzungsber.  der  bayr.  Akademie  Bd.  24,  S.  41. 
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Und   dual   ergibt   sich    der  Kaupttorsus  6.  Klasse  in  Z'  und   die  ihm 
zugehörige  Jaco bische  Fläche  8.  Ordnung  in  Z. 

Hier,  wo  ungleichartige  Elemente  einander  zugeordnet  sind,  haben 
wir  noch  zwei  Flächen  zu  untersuchen:  der  Punkte  X  und  der  ent- 
sprechenden Ebenen  H',  welche  inzidieren. 

Von  einer  geraden  Punktreihe  in  Z  und  dem  projektiv  korrespon- 
dierenden Torsus  3.  Klasse  sind  viermal  entsprechende  Elemente  inzi- 
dent;  in  jedem  der  beiden  Gebilde  entsteht  eine  Korrespondenz  [3,  1], 
in  der  einem  Elemente  die  mit  dem  entsprechenden  im  andern  Gebilde 
inzidenten  Elemente  zugeordnet  sind. 

Daher  ist  die  Fläche  der  Punkte  X,  welche  je  mit  ihrer 
entsprechenden  Ebene  H'  inzidieren,  4.  Ordnung  und  die  dieser 
Ebenen  4.  Klasse. 

Eine  Ausartung  tritt  ein,  wenn  die  drei  Geraden  ö^,  ftg?  ^3  i^i 
derselben  Ebene  ß  liegen. 

Es  korrespondiert  dann  einem  beliebigen  Punkt  X,  weil  die  drei 
Punkte  (Xa^y  h^),  .  .  .  nicht  geradlinig  sind,  immer  die  Ebene  ß;  auf 
jeder  Gerade  von  Z  gibt  es  aber  drei  Punkte,  für  welche  jene  drei 
Punkte,  entsprechend  in  drei  projektiven  Punktreihen,  in  gerader  Linie 
liegen,  so  daß  sofort  ein  ganzer  Ebenenbüschel  entspricht.  Diese 
Punkte  erfüllen  also  eine  Fläche  3.  Ordnung.  Einer  Gerade  in  Z  ent- 
spricht daher  ein  in  drei  Ebenenbüschel  (um  Axen  in  ß)  zerfallender 
Torsus  3.  Klasse,  und  einer  Ebene  eine  Fläche  3.  Klasse,  welche  in 
eine  ebene  Kurve  3.  Klasse  (in  ß)  ausgeartet  ist,  weil  bei  drei  tri- 
linearen  Punktreihen  derselben  Ebene  diejenigen  Geraden,  welche  durch 
drei  zugeordnete  Punkte  gehen,  eine  solche  Kurve  umhüllen. 

Die  Fläche  4.  Ordnung  der  je  mit  den  entsprechenden 
Ebenen  H'  inzidenten  Punkte  zerfällt  in  die  Ebene  ß  und  die 
eben  besprochene  Fläche  3.  Ordnung  der  Punkte,  denen  ein 
Ebenenbüschel  korrespondiert. 

Jede  Gerade  in  ß  ist  Axe  eines  solchen  Ebenenbüschels;  denn 
durch  die  Geraden  von  ß  werden  die  Punktreihen  auf  ft^,  ^g,  b^  tri- 
linear  und  damit  auch  die  Ebenenbüschel  um  a^,  a^,  a^,  und  diese 
erzeugen  die  Fläche  3.  Ordnung.  Die  Fläche  der  T,  die  mit  diesen 
X  inzidieren,  bleibt  4.  Klasse;  denn  einer  beliebigen  Ebene  in  Z'  ent- 
spricht noch  eindeutig  ein  Punkt  und  einem  Ebenenbüschel  eine 
kubische  Raumkurve  (immer  auf  der  Fläche  3.  Ordnung).  Die  eben 
besprochenen  Ebenenbüschel  um  die  Geraden  von  ß  haben,  außer  ß, 
je  eine  Ebene  H',  die  durch  den  entsprechenden  Punkt  X  geht;  also 
stellt  sich  ß  als  dreifache  Berührungsebene  der  Fläche  4.  Klasse 
heraus. 

Ein  Spezialfall  hiervon  ist,  wenn  die  &i,  &2>  ^s  ^i^  unendlich  fernen 
Geraden  der  zu  %,  «2?  <^3  normalen  Ebenen  sind.  Der  Ort  der  Punkte, 
aus  denen  Lote  auf  a^,  «g,  a^  gefällt  sind,  die  in  einer  Ebene  liegen, 
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ist  3.  Ordnung,  während  diese  Ebene  eine  Fläche  4.  Klasse  umhüllt, 
für  welche  die  unendlich  ferne  Ebene  dreifache  Tangentialebene  ist. 
Laufen  h^,  h^,  h.^  in  einen  Punkt  B  zusammen,  so  entspricht 
diesem  als  Punkte  von  Z  der  ganze  Ebenenbündel  um  ihn  in  Z';  was 
mancherlei  Modifikationen  hervorbringt,  z.  B.  daß  einer  Gerade  durch 
ihn  nur  noch  ein  Ebenenbüschel  korrespondiert  und  auf  den  kubischen 
Flächen,  die  den  Ebenenbündeln  von  Z'  entsprechen,  B  Doppel- 
punkt ist. 

Zu   eindeutigen  Verwandtschaften   ziemlich    hohen    Grades,   näm-  955 
lieh  in  beiderlei  Sinne  11.  Grades,  sind  wir  bei  der  Untersuchung 
korrelativer  Bündel  gelangt  (§  69,  insb.  Nr.  465).    Es  liege,  nach 
der  dortigen    Bezeichnung,    die   Signatur    (aßTO)ii  vor;   d.  h.  es  sind 
im  Räume  A  a  Punkte  A^,  ß  Geraden  a^.,  t  Punkte  %^  gegeben,  wobei 

2a-f2ß-fT  =  ll 
ist,  und  ihnen  zugeordnet  in  B  a  Geraden  h^j  ß  Punkte  B^,  t  Punkte 
S3j-;  es  soUen  korrespondierende  Punkte  A,  B  ermittelt  werden,  deren 
Bündel  so  korrelativ  sind,  daß  entsprechende  Elemente  nach  A.  und 
Z)^,  nach  a^  und  B^  gehen  und  konjugierte  Strahlen  nach  %.  und  S^.. 
Die  Punkte  A  und  B  sind  eindeutig  einander  zugeordnet,  und  die 
dadurch  entstehende  Cremo nasche  Verwandtschaft  ist  11.  Grades, 
mit  Ausnahme  der  Signatur  (3210)  oder  (2310),  wo  sie  9.  Grades 
ist.     Von  ihr  sehen  wir  im  Folgenden  ab. 

Ordentliche  Hauptkurven  sind  in  A  die  ß  Geraden  a^  und  eine 
Kurve  «o^^"'^  (10  —  ß)*^'^  Ordnung,  in  B  die  a  Geraden  h^  und  eine 
Kurve  6o^°~".  Jedem  Punkte  einer  dieser  Kurven  entspricht  im  andern 
Räume  eine  kubische  Raumkurve,  und  diese  Kurven  erzeugen  bei  den 
«,.  oder  h^  je  eine  Fläche  7.  Ordnung,  bei  «0^^"'^  V^~"  ^^^^  Fläche 
von  der  Ordnung  40  —  (6  a  +  7ß),  bzw.  40  —  (7  a  +  6ß). 

Hauptpunkte  sind  die  A^,  B^-^  ihnen  sind  doppelte  kubische 
Flächen  zugeordnet;  so  daß  die  Ja co bische  Fläche  z.  B.  in  A  aus 
a  Flächen  7.  Ordnung,  ß  doppelten  kubischen  Flächen  und  der  Fläche 
von  der  Ordnung  40  — (7a  +  6ß)  besteht,  also,  wie  notwendig,  von 
der  Ordnung  4(11  —  1)  ist. 

Hier  gibt  es  auch  außerordentliche  Hauptkurven:  es  exi- 
stieren 20  Paare  Geraden  a',  6',  von  denen  jedem  Punkte  der  einen 
jeder  der  andern  entspricht.  Sie  sind  Axen  axialer  Korrelationen,  bei 
denen  ja  die  Scheitel  unbestimmte  Punkte  der  Axen  sind.  Sie  sind 
einfach  auf  den  Flächen  11.  Ordnung,  die  den  Ebenen  des  andern 
Raums  korrespondieren,  und  daher  vierfach  auf  der  Jacobischen 
Fläche  (Nr.  934).  Zu  den  a  gehören  die  Verbindungslinien  zweier 
Punkte  A^  oder  eine  Gerade  aus  einem  A.  nach  zwei  Geraden  o.  oder 
die  Treffgeraden  von  vier  a^.;  die  h'  liegt  dann  auf  den  beiden  doppelten 
kubischen  Flächen,  auf  einer  und  zwei  Flächen  7.  Ordnung  oder  auf 
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vier  solchen  Flächen.  Inzidiert  a  mit  keinem  J[.  und  keiner  a-,  so 
muß  sie  aQ^^~^  viermal  treffen;  die  zugeordnete  6'  kommt  dann  vier- 
fach auf  die  Fläche  von  der  Ordnung  40  —  (6  a  +  '?  ß)- 

Am  einfachsten  sind  die  Verhältnisse,  wenn  a=ß  =  Oj  y=11? 
wenn  also  elf  Paare  von  Punkten  %^,  33^  gegeben  sind,  nach  denen 
konjugierte  Strahlen  der  korrelativen  Bündel  Aj  B  gehen  sollen. 


§  138.    Verwandtschaften,  bei  denen  das  eine  Gehüsche  aus  kubischen 

Regelflächen  besteht. 

956  Aus   kubischen   Regelflächen   mit   gemeinsamer  Doppel- 

gerade d  lassen  sich  auch  leicht  homaloidische  Gebüsche  und  zuge- 
hörige räumliche  eindeutige  Transformationen,  vom  Geschlechte  0, 
konstruieren.  Die  weitere  Durchschnittskurve  5.  Ordnung  zweier 
solchen  Regelflächen  trifft  jede  Erzeugende  der  einen  oder  andern  ein- 
mal und  daher  die  gemeinsame  Doppelgerade  viermal;  in  der  Tat,  die 
beiden  Involutionen  der  Paare  der  Berührungsebenen  je  desselben 
Punktes  von  d  sind  projektiv  und  erzeugen  eine  Korrespondenz  [2,  2]; 
die  vier  Koinzidenzen  berühren  beide  Flächen  je  in  den  nämlichen 
Punkten,  in  denen  dann  d  von  der  Rest-Schnittkurve  überschritten  wird. 
Als  Abbildung  der  Regelfläche  cp^,  von  der  wir  ausgehen,  be- 
nutzen wir  diejenige  (Nr.  914),  welche  durch  die  Projektion  aus  einem 
Punkte  D  von  d  sich  ergibt.  Sie  hat  den  Spurpunkt  D*  von  d  zum 
doppelten  und  die  Spurpunkte  (55^*,  ©g*  der  beiden  von  D  ausgehenden 
Erzeugenden  g^,  gg  zu  einfachen  Hauptpunkten  für  die  Bilder  3.  Ord- 
nung der  ebenen  Schnitte.  Jene  Kurven  5.  Ordnung  auf  qpo  werden 
Kurven  ebenfalls  5.  Ordnung,  die  viermal  durch  D*,  je  einmal  durch 
@i*,  @2*  gehen.  Die  Jonquieressche  Transformation  5.  Grades  mit 
einem  vierfachen  und  acht  einfachen  Hauptpunkten  liefert  ein  geeig- 
netes homaloidisches  Kurvennetz.  Die  sechs  weiteren  einfachen  Haupt- 
punkte geben  sechs  Punkte  0-^,  .  .  .0^  auf  qp^,  durch  welche  aUe  die 
Kurven  5.  Ordnung  /'  auf  qp^  und  daher  alle  Flächen  des  Gebüsches  G 
laufen.  Es  handelt  sich  also  um  die  kubischen  Regelflächen 
mit  gemeinsamer  Doppelgerade  d  und  sechs  festen  Punkten 
Ol,  .  .  .  Oß.  Diese  bilden  in  der  Tat  ein  homaloidisches  Gebüsche,  da 
die  Doppelgerade  mit  zehn  Punkten  äquivalent  ist  (Nr.  921),  und  die 
Schnittkurve  5.  Ordnung  von  zweien  einer  dritten  außer  viermal  auf 
d  und  in  Oj, .  .  .  Og  noch  einmal  begegnet. 

Kurven  ^^  sind  die  Geraden  s  der  sechs  Büschel  von  den  Punkten 
0^, .  .  .  nach  d  und  die  Kurven  4.  Ordnung  zweiter  Art  z^  auf  der 
Fläche  2.  Grades  V  =  {d,  0^,  .  .  .  Og),  welche  durch  0^,...0^  gehen 
und  ^  dreimal  treffen  und  einen  Büschel  bilden,  weil  erst  durch  sieben 
Punkte  eine   solche  Kurve   auf  dieser  Fläche  bestimmt  ist  (Nr.  165). 
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Aus  jedem  jener  Büschel  liegt  ein  Strahl  auf  X^  und  gehört  zu  einer 
zerfallenden  Kurve  z^.  Daraus  ergibt  sieh,  daß  die  Flächen  5.  Ord- 
nung cp'  des  andern  Gebüsches  G'  eine  vierfache  Gerade  (T 
und  sechs  sie  treffende  einfache  Geraden  ^^'^  ...  ^g'  gemein- 
sam haben,  also  auch  Regelflächen  sind.  Es  bleibt  als  Schnitt 
von  zweien  eine  Kurve  3.  Ordnung,  wie  notwendig.  Der  volle  Schnitt 
9.  Ordnung,  außer  der  vierfachen  Gerade  r?',  muß  jeder  Erzeugenden 
einmal,  also  dieser  Gerade  achtmal  begegnen,  folglich  tut  es  die 
kubische  Raumkurve  zweimal  und  trifft  eine  dritte  Fläche  außer 
in  diesen  beiden  Punkten  und  auf  den  sechs  Geraden  g^  noch  in 
3-5  —  2-4  —  6  =  1  Punkte.  Ferner  ist  für  eine  Fläche  5.  Ordnung 
eine  vierfache  Gerade  d'  mit  40  Punkten  äquivalent,  die  sechs  Er- 
zeugenden gl  mit  noch  je  zwei  Punkten;  also  bleibt,  weil  55  Punkte 
eine    Fläche    5.   Ordnung    bestimmen,    eine    lineare    Mannigfaltigkeit 

3.  Stufe,  ein  Gebüsche,  und  dies  ist  nach  obigem  homaloidisch. 

Die  Jacobische  Fläche  von  G  besteht  aus  den  sechs 
Ebenen  d{0^,  .  .  .  Og)  und  der  Fläche  2.  Grades  X^,  bzw.  zuge- 
ordnet den  (//  und  der  d\ 

Die  von  G'  (16.  Ordnung)  setzt  sich  zusammen  aus  den 
sechs  doppelten  Ebenen  (d'g.'),  den  Hauptpunkten  0.  zuge- 
hörig, und  einer  der  d  zugeordneten  Fläche  4.  Ordnung,  er- 
zeugt durch  die  Kegelschnitte,  welche  d'  und  die  sechs  g{ 
treffen,  nämlich  der  Regelfläche  4.  Grades  mit  jener  als  drei- 
facher Leitgerade  und  diesen  als  Erzeugenden.  Durch  diese 
22  -f  2  •  6  =  34  Bedingungen  ist  sie  bestimmt. 

Nehmen  wir  weiter  an,  daß  die  kubischen  Regelflächen  des  Ge- 
büsches G,  außer  f/,  eine  Erzeugende  g^  gemeinsam  haben.  Die  Rest- 
Schnittkurve  4.  Ordnung  f  überschreitet  dann  d  dreimal  und  jede  Er- 
zeugende   einmal.     Die   Bilder    der    auf  qp^   gelegenen  /'  sind   Kurven 

4.  Ordnung  mit  einem  dreifachen  Punkte  D*  und  zwei  einfachen 
®i*,  @2*  Jonquieres'  Transformation  4.  Grades  mit  einem  dreifachen 
und  sechs  einfachen  Hauptpunkten  führt  zum  Gebüsche  der  kubi- 
schen Regelflächen  durch  d^  g^  und  vier  Punkte  Oj, .  .  .  0^, 
welches  leicht  als  homaloidisch  nachzuweisen  ist.  Die  vier  Büschel 
von  O^j  .  .  .  0_^  nach  d,  die  Fläche  \-=(d,  g^,  0^,...0^  mit  den 
durch  O^y  .  .  .  0^  gehenden  kubischen  Raumkurven,  welche  d  zweimal 
treffen,  lehren,  daß  die  Flächen  4.  Ordnung  cp'  von  G'  eine  drei- 
fache Gerade  d'  und  vier  Geraden  (//,...  <//  gemeinsam  haben 
und  wiederum  Regelflächen  sind. 

Ferner,  das  Gebüsche  G  enthält  ein  Netz,  dessen  Flächen  in  die 
Ebene  dg^  und  je  eine  Fläche  des  Netzes  2.  Ordnung  (d,  0^,  .  .  .  OJ 
zerfallen.  Der  korrespondierende  Bündelscheitel  0/  liegt  auf 
allen  cp'.  Die  dreifache  Gerade  d\  die  vier  Geraden  g  und  der  Punkt 
0^,  mit  22 -|- 2-4 -f  1  =  31   Punktbedingungen  äquivalent,  bestimmen 


400      XL  §  138.  Kubische  Verwandtscliaften  mit  Regelflächen  3.  Grades. 

ein  Gebüsche.  Die  Rest-Schnittkurve  3.  Ordnung  f  von  zwei  Flächen 
q)'  trifft  eine  dritte,  außer  auf  d\  der  sie  zweimal  begegnet,  auf  den 
vier  g^  und  in  0^ ,  noch  einmal. 

Die  Jacobische  Fläche  in  G  besteht  aus  den  vier  Ebenen  dO^^ 
der  Fläche  X^  und  der  doppelten  Ebene  dg^,  bzw.  zugeordnet  den  g^j 
der  d'  und  dem  0^\  diejenige  in  G'  (12.  Ordnung)  aus  den  vier  doppelten 
Ebenen  [d! g[),  den  0^  zugeordnet,  der  der  d  zugeordneten  kubischen 
Regelfläche  {d"^ g^ g^ g^ glO{),  welche  die  Kegelschnitte  trägt,  die  auf 
^'  1  9\y  '-'91  sich  stützen  und  durch  0^  gehen,  und  der  Ebene  des 
Büschels  der  Strahlen  von  0^  nach  d\  die  den  Punkten  von  g<^  kor- 
respondieren. 

Die  beiden  nächsten  Fälle  sind  zu  einfach,  um  noch  ausführlich 
besprochen  zu  Averden. 

Der  eine  führt  zu  einer  Verwandtschaft  (3,  3),  in  der  beide 
Gebüsche  aus  kubischen  Regelflächen  bestehen,  welche  die 
Doppelgerade,  zwei  Erzeugenden  und  zwei  Punkte  gemein- 
sam haben.  Den  Bestandteilen  der  Jacobischen  Fläche  von  (r,  den 
zwei  Ebenen  d{0^^  Og),  der  Fläche  X^=(^,  g^^  g^j  0^,  0^)  und  den 
doppelten  Ebenen  d{g^,g^  sind  zugeordnet  in  Z'  die  Geraden  ^/,  g^'y 
die  Doppelgerade  d',  die  beiden  Punkte  0^,  0^. 

Und  der  andere  Fall  führt  uns  zu  (3,  2),  die  als  (2,  3)  schon 
in  Nr.  936  behandelt  worden  ist^). 

Untersuchen  wir  noch,  ob  den  kubischen  Regelflächen  cp  eines 
homaloidischen  Gebüsches  außer  d  ein  Kegelschnitt  K  gemeinsam  sein 
kann.  Er  trifft  d  einmal-,  und  der  Restschnitt  zweier  Flächen  be- 
gegnet deshalb  der  d  dreimal  und  jeder  Erzeugenden  einmal,  dem  K 
dreimal:  er  besteht  aus  drei  Erzeugenden  (wie  die  Projektion  aus  O 
zeigt)  und  hat  mit  einer  dritten  Fläche  keinen  veränderlichen  Schnitt. 

957  Betrachten  wir  bei   der  jetzigen  Verwandtschaft  (3,  4)   die  Ab- 

bildung der  Regelfläche  4.  Grades  qp'  mit  der  dreifachen 
Gerade  d'  in  die  entsprechende  Ebene  ä.  Die  ebenen  Schnitte  bilden 
sich  in  Kurven  3.  Ordnung  ab,  welche  durch  da  =  D  zweimal  und 
durch  die  Spur  G^  von  g^  einmal  gehen,  die  dreifache  Gerade  d'  in 
die  Spur  \^ä  =  L^  und  jeder  Punkt  von  d'  in  die  drei  Spuren  der 
entsprechenden  kubischen  Raumkurve  auf  \^;  diese  drei  Bilder  der 
Punkte  von  d'  bilden  auf  L^  eine  kubische  Involution,  und 
das  Bild  jedes  ebenen  Schnitts  schneidet  ein  Tripel  dieser  Involution 
ein.  Die  vier  Doppelpunkte  derselben  weisen  auf  vier  Kuspidalpunkte 
auf  d\  Die  Bilder  der  Erzeugenden  vervollständigen  L^  zu  Kurven 
3.  Ordnung  und  sind  die  Strahlen  durch  J),  und  die  drei  aus 
einem  Punkte  von  d'  kommenden  bilden  sich  ab  in  die  Strahlen  aus 


1)    V^l.    zu    diesen   Transformationen    Cremona,    Annali   di    Matematica, 
Ser.  II,  Bd.  5  S.  156  ff. 
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D  nach  der  zugehörigen  Gruppe  der  Involution.  Eine  beliebige  Ge- 
rade durch  G^  ist  Bild  des  Kegelschnitts  auf  der  Fläche  in  der  Ebene 
von  zwei  Erzeugenden  aus  einem  Punkte  von  d. 

Die  Kurven  3.  Ordnung  in  den  Berührungsebenen  t  haben  Kegel- 
schnitte zu  Bildern^  die  je  durch  D,  G^  und  zwei  Punkte  eines  Tripels 
gehen. 

Dem  Punkte  D  entspricht  der  Kegelschnitt ,  in  dem  9'  von  der 
Regelfläche  3.  Grades  {d'^g^  .  .  .  g^  0^')  geschnitten  wird,  dem  Punkte 
G^  die  Erzeugende  durch  0/,  während  diesem  Punkte  die  ganze  Ge- 
rade BG^=  {dg^,  d)  korrespondiert.  Daraus  folgt,  daß  den  Schnitten 
der  Ebenen  durch  0^  nur  noch  Kegelschnitte  entsprechen:  durch  D 
und  die  Tripel  der  Involution.  Sie  bilden,  wie  die  Ebenen,  ein  Netz. 
Die  Geradenpaare  desselben  kommen  her  von  den  Berührungsebenen 
durch  Oj';  je  eine  Gerade,  das  Bild  der  Erzeugenden  in  t,  geht  durch 
B,  die  andere,  das  Bild  der  Kurve  3.  Ordnung,  verbindet  zwei  Punkte 
eines  Tripels  der  Involution.  Die  Cayleysche  Kurve  des  Netzes  zer- 
fällt in  den  Büschel  um  D  und  einen  Kegelschnitt  P^,  eingehüUt  von 
den  andern  Geraden,  also  die  Direktionskurve  der  von  U  getragenen 
kubischen  Involution.  Zusammengehörige  Geraden  machen  den  Büschel 
um  D  und  diesen  Kegelschnitt  projektiv;  Erzeugnis  ist  eine  Kurve 
3.  Ordnung,  die  zweimal  durch  D  geht,  die  Jacobische  Kurve  des 
Netzes  und  Bild  der  Berührungskurve  5.  Ordnung  des  Tangential- 
kegels  4.  Ordnung  aus  0/  an  9'. 

Ähnliche  Betrachtungen  lassen  sich  bei  (3,  5)  machen  hinsicht- 
lich der  Abbildung  einer  Regelfläche  5.  Grades  mit  einer  vierfachen 
Gerade.  Bild  dieser  Gerade  ist  der  Kegelschnitt  L^,  in  dem  a  von 
der  Fläche  2.  Grades  (rf,  Oj,  .  .  .  Og)  getroffen  wird;  er  trägt  diesmal 
eine  Involution  4.  Grades,  usw.^) 

Die  ebenen  Schnitte  einer  kubischen  Regelfläche  9  in  X  bilden 
sich  bei  diesen  Transformationen  ab:  in  Kurven  5.  Ordnung  mit  einem 
vierfachen,  sechs  einfachen  festen  Punkten,  in  Kurven  4.  Ordnung 
mit  einem  dreifachen,  vier  einfachen,  in  Kurven  3.  Ordnung  mit  einem 
doppelten  und  zwei  einfachen,  endlich  in  Kegelschnitte  mit  einem  ein- 
fachen festen  Punkte.  Jedesmal  wird  durch  die  festen  Punkte  noch 
nicht  eine  dreifache  Unendlichkeit  festgelegt. 

§  139.    Involutorisclie  Verwandtschaften. 

Bei  ihnen  haben  wir  es  mit  einem  Flächengebüsche,  einer  Grad-  958 
zahl  und  einem  System  von  Hauptelementen  zu  tun. 

Zu  den  beiden  ebenen  involutorischen  quadratischen  Verwandt- 
schaften 7i  und  7n  sind   analog   eine  quadratische  und  eine  kubische. 


1)  Ygl.  Cremona  a.  a.  0. 

Sturm,  Geometr.  Verwandtachaften.  IV. 
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Die  räumliche  Inversion  entsteht,  genau  ebenso  wie  Ji, 
durch  die  Punkte  X,Xy  welche,  in  gerader  Linie  mit  dem 
Zentrum  0,  in  bezug  auf  eine  Fläche  2.  Grades  0^,  die  Basis, 
konjugiert  sind,  die  kubische  Verwandtschaft  durch  die  in 
bezug  auf  ein  Flächennetz  2.  Ordnung  konjugierten  Punkte. 

Bei  jener  wird  die  Schnittkurve  von  (t>^  mit  der  Polar- 
ebene DU  von  0  Hauptkurve  Ji^,  und  jedem  Punkte  auf  ihr  ent- 
spricht der  Verbindungsstrahl  mit  0.  Dieser  Punkt  wird 
Hauptpunkt  und  uu  ihm  zugeordnet.  Jede  Ebene  durch  0  schneidet 
eine  Ij  aus.    Diese  Verwandtschaft  wurde  schon  in  Nr.  938  erwähnt. 

Einer  Gerade  a  entspricht  in  der  Ebene  Oa  ein  Kegel- 
schnitt f,  der  sich  zweimal  auf  h^  stützt  und  durch  0  geht, 
einer  Ebene  a  daher  einer  Fläche  2.  Grades  9,  welche  durch 
Ji^  und  0  geht.  Sie  entsteht,  wenn  X  die  a  durchläuft,  durch  den 
Bündel  OX  und  den  zu  ihm  korrelativen  Bündel  der  Polarebenen  der 
X  nach  O^. 

Die  Jacobische  Fläche  dieses  9 -Gebüsches  setzt  sich  aus  dem 
Kegel  Oh^  und  der  doppelten  Ebene  uj  zusammen  (Nr.  934).  Einem 
beliebigen  Kegelschnitte,  der  sich  zweimal  auf  h^  stützt,  einer  Fläche 
2.  Grades,  welche  durch  h^  geht,  korrespondiert  eine  Kurve  bzw. 
Fläche  2.  Grades,  welche  dasselbe  tut. 

0^  entspricht  wiederum  Punkt  für  Punkt  sich  selbst,  und  daher 
auch  jede  Kurve  auf  ihr. 

Wir  richten  unsere  Aufmerksamkeit  auf  andere  (nicht  Punkt 
für  Punkt)  sich  selbst  entsprechende  Kurven  und  Flächen 
2.  Grades  f,  F\ 

Ein  sich  selbst  entsprechender  Kegelschnitt  muß  in  einer  Ebene 
durch  0  liegen;  die  7i  in  jeder  liefert  je  ein  Netz  von  sich  selbst 
entsprechenden  Kegelschnitten  p  mit  zwei  Grundpunkten  auf  7^^;  durch 
jede  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  geht  einer.  Nehmen  wir  daher 
auf  drei  Strahlen  durch  0,  die  nicht  derselben  Ebene  angehören,  drei 
Paare  korrespondierender  Punkte,  so  bestimmen  die  drei  Kegelschnitte 
eindeutig  eine  Fläche  2.  Grades,  auf  der  sie  und  h^  liegen;  sie  ent- 
spricht sich  selbst,  weil  die  Kegelschnitte  es  tun.  Zwei  solche  Flächen 
legen  dann  einen  Büschel  fest,  in  dem  jede  Fläche  sich  selbst  ent- 
spricht; denn  die  Involution  entsprechender  Punkte  auf  irgend  einem 
Strahle  durch  0  ist  mit  der  Schnittinvolution  identisch.  Benutzt  man 
zwei  solche  Büschel  und  verbindet  die  Flächen  des  einen  mit  denen 
des  andern  durch  Büschel,  so  erhält  man  ein  Gebüsch  von  lauter 
sich  selbst  entsprechenden  Flächen  2.  Grades,  und  damit  alle; 
denn  durch  drei  Punkte  X,  Y,  Z  (die  nicht  in  einer  Ebene  durch  0 
liegen)  geht  eine  Fläche  des  Gebüsches,  sie  enthält,  als  sich  selbst 
entsprechend,  die  X\  Y\  Z' \  durch  drei  Paare  XXI,  YY',  ZZ'  aber 
bestimmten  wir  oben  eindeutig  eine  sich  selbst  entsprechende  Fläche. 
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Jede  dieser  oo^  Flächen  F^  steht  zu  O^  in  der  Beziehung, 
daß  ihre  Schnitte  mit  einem  Strahl  durch  0  in  bezug  auf  O^  kon- 
jugiert sind  und  daß  alle  Strahlen  durch  0  sie  und  O^  harmo- 
nisch schneiden.^)  Darin  verhalten  sich  die  beiden  Flächen  gleich- 
artig.   Es  entspricht  also  auch  0^  sich  selbst  in  der  Inversion  (0,  F^). 

Zu  diesem  Gebüsche  der  sich  selbst  entsprechenden  Flächen  F^j 
die  alle  durch  /^^  gehen  und  die  oo*  Kegelschnitte  f^  zu  veränder- 
lichen Bestandteilen  der  Büschel-Grundkurven  haben,  gehört  O^,  welche 
mit  Paaren  in  bezug  auf  die  F'^  konjugierter  Punkte  erfüllt  ist,  je  in 
gerader  Linie  mit  0,  als  ein  Teil  der  Jaco bischen  Fläche.  Sie  ent- 
hält die  Spitzen  der  eigentlichen  Kegel  des  Gebüsches.  Jeder  Büschel 
des  Gebüsches  desselben  mit  der  Grundkurve  (Ji^,  p)  enthält  zwei 
eigentliche  Kegel  und  ein  Ebenenpaar,  dessen  zweite  Ebene  durch  0 
geht,  und  in  dem  die  beiden  weiteren  Kegel  sich  vereinigt  haben;  die 
Doppellinien  dieser  Ebenenpaare  machen  uj,  doppelt  gerechnet,  zum 
weiteren  Bestandteil  der  Jacobischen  Fläche,  so  daß  dieselbe  Jacobi- 
sche Fläche  (0-,  2uj)  zu  beiden  Gebüschen,  der  9  und  der 
F\  gehört. 

Auf  einer  beliebigen  F^  entsteht  durch  einen  Strahlen- 
bündel 0  eine  involutorische  Korrespondenz.  Jede  der  sich 
selbst  entsprechenden  Flächen  O^  der  Inversion  (0,  F^) 
kann  als  Basis  einer  Inversion  (mit  dem  Zentmm  0)  genom- 
men werden,  welche  auf  F^  jene  Korrespondenz  hervorruft. 
Daß  sie  auch  durch  die  zu  0  und  seiner  Polarebene  nach  F^  ge- 
hörige involutorische  Homologie  entsteht,  wissen  wir  längst. 

Wir  gehen  jetzt  umgekehrt  von  einem  Gebüsche  (55  2.  Ord- 
nung aus,  dessen  Flächen  alle  durch  einen  Kegelschnitt  h^ 
gehen  (wodurch  es  noch  nicht  festgelegt  ist).  Jedes  Netz  dieses 
Gebüsches  hat,  neben  h^,  zwei  Grundpunkte;  denn  der  Kegel- 
schnitt, in  welchem  zwei  seiner  Flächen  sich  weiterhin  schneiden,  be- 
gegnet, außerhalb  /r,  einer  dritten  noch  zweimal.  Durch  jeden 
dieser  assoziierten  Punkte  X,  X  wird  das  Netz  und  der 
andere  eindeutig  und  involutorisch  bestimmt.  Das  Gebüsche® 
enthält  ein  ausgezeichnetes  Netz  N^,  das  aus  lauter  Ebenen- 
paaren besteht:  wir  erhalten  es,  wenn  wir  den  netzbestimmenden 
Punkt  in  die  Ebene  uu  von  h^  legen,  jedoch  nicht  auf  Ji^.  Dadurch 
wird  diese  Ebene  ein  Bestandteil  aller  Flächen  von  N^^  der  gemein- 
same Punkt  0  der  zweiten  Ebenen  von  dreien  der  Ebenenpaare  liegt 
dann  auf  allen  zweiten  Ebenen,  und  diese  erfüllen  den  Bündel  um 
ihn.  Jeder  Punkt  von  uj  bildet  mit  0  ein  zu  diesem  Netze  N^ 
gehöriges  Paar  assoziierter  Punkte,  deren  es  also  oo^  besitzt. 

1)  Diese  Lage  kann  also  entstehen,  ohne  daß  die  beiden  Flächen  harmo- 
nisch zugeordnet  sind  mit  konischer  Berührung.  Die  Berührongskurve  des 
Tangentialkegels  aus  0  an  die  eine  Fläche  liegt  je  auf  der  andern. 

26* 
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Ein  Büschel  von  (3  hat  mit  Nq  ein  Ebenenpaar  gemeinsam-,  in 
der  zweiten  durch  0  gehenden  Ebene  desselben  liegt  der  veränderliche 
Grund-Kegelschnitt  des  Büschels;  jede  Ebene  durch  0  enthält  oo^ 
solche  Grundkur ven^  welche  ein  Netz  bilden:  den  Schnitt  mit  irgend 
einem  Netze  von  Ö5;  in  welchem  das  Ebenenpaar^  dem  sie  angehört^ 
sich  nicht  befindet. 

Zwei  assoziierte  Punkte  X,  X  liegen  immer  in  gerader 
Linie  mit  0;  denn  das  zugehörige  Netz  hat  mit  Nq  einen  Büschel 
von  Ebenenpaaren  gemeinsam,  deren  zweite  Ebenen  einen  Büschel 
bilden;  auf  seiner  Axe  liegen   0,  X,  X. 

Jeder  Strahl  durch  0  trägt  eine  Involution  von  Punkten  X,  X, 
in  welcher  auch  0  and  der  Schnitt  mit  uu  gepaart  sind. 

Wir  wollen  jetzt  die  Jacobische  Fläche  des  Gebüsches  etwas 
anders  ableiten:  zunächst  als  Ort  der  Punkte,  deren  Polarebenen  in 
bezug  auf  vier  konstituierende  Flächen  konkurrent  sind.  Dazu  nehmen 
wir  drei  Ebenenpaare  aus  Nq  und  eine  beliebige  Fläche  von  (3.  Die 
Polarebenen  eines  Punktes  S  in  bezug  auf  jene  haben  den  Punkt  © 
gemeinsam^  welcher  von  ;S^  durch  0  und  uu  harmonisch  getrennt  ist, 
oder  ihm  in  der  involutorischen  Homologie  (0,  lu)  entspricht.  Durch- 
läuft S  eine  Gerade,  so  durchläuft  @  projektiv  eine  andere  (die  ent- 
sprechende in  der  Homologie  oder  das  Erzeugnis  von  drei  projektiven 
Ebenenbüscheln  mit  einer  sich  selbst  entsprechenden  Ebene)  und  die 
Polarebene  nach  der  vierten  Fläche  projektiv  einen  Büschel;  sie  geht 
also  zweimal  durch  den  entsprechenden  Punkt.  Danach  ergibt 
sich,  als  zur  Jacobischen  Fläche  gehörig,  eine  Fläche 
2.  Grades  0^;  sie  geht  durch  h^,  weil  jeder  Punkt  dieser  Kurve  sich 
selbst  konjugiert  in  bezug  auf  (^  ist. 

Vervollständigt  wird  die  4.  Ordnung  durch  die  doppelte  Ebene  tu, 
deren  Punkte  sogar  in  eine  Gerade  konkurrente  Polarebenen  haben; 
sie  genügen  also  der  Bedingung,  daß  ihre  Polarebenen  in  einen  Punkt 
zusammenlaufen,  derartig,  daß  diese  in  zwei  Punkte,  d.  h.  in  eine 
Gerade  zusammenlaufen.  Auf  O^  haben  wir  die  involutorische  Ver- 
wandtschaft der  in  bezug  auf  @  konjugierten  Punkte. 

Jede  Kegelspitze  5,  als  X,  vereinigt  sich  mit  dem  assoziierten 
X;  denn  der  Kegelschnitt,  in  dem  sich  zwei  beliebige  Flächen  des 
durch  X  bestimmten  Netzes  schneiden,  geht  durch  diesen  Grund- 
punkt und  hat  mit  dem  Kegel  (S)  als  der  dritten  Konstituente  zwei 
vereinigte  Schnitte. 

Somit  ist  die  Jacobische  Fläche  0^  die  Koinzidenzfläche 
der  Verwandtschaft  der  X  und  X.  Ihre  Schnitte  mit  einem  Strahle 
durch  0  sind  immer  die  Doppelpunkte  der  auf  ihm  befindlichen 
Involution,  also  sind  X  und  X  konjugiert  in  bezug  auf  01  Es 
liegt  daher  die  quadratische  Inversion  mit  0^  als  Basis  und  0  als 
Zentrum  vor. 
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Jede  Fläche,  jeder  Grund-Kegelschnitt  eines  Büschels 
von  ®  ist  sich  selbst  entsprechend,  weil  immer  zwei  assoziierte 
Punkte  zugleich  enthaltend. 

Einem  Punkte  X  der  Hauptkurve  /i^  =  0-u}  korrespondiert 
in  der  Inversion  jeder  Punkt  der  Gerade  von  ihm  nach  0, 
aber  es  sind  verschiedene  Netze  in  @,  für  welche  die  ver- 
schiedenen Punkte  dieser  Gerade  jenem  Punkte  assoziiert 
sind.  Jede  Ebene  durch  die  Tangente  von  h^  in  ihm  ist  Tangential- 
ebene für  die  Flächen  eines  Netzes  in  Q^,  von  dessen  Grundpunkten 
der  eine  in  X  liegt,  weil  die  Schnittkurve  zweier  Flächen  eine  dritte 
in  ihm  berührt,  während  der  andere  ein  bestimmter  Punkt  ist,  gelegen 
auf  der  Gerade  durch  0,  in  welcher  die  Ebenen  zweier  solchen  Schnitt- 
kurven sich  begegnen. 

Den  Spezialfall  der  Kugelinversion  oder  Transformation  durch 
reziproke  Radien  brauchen  wir  nicht  zu  verfolgen,  weil  ja  in  Nr.  938 
die  allgemeine  Kugelverwandtschaft  erörtert  worden  ist. 

Bei  der  quadratischen  Inversion  in  der  Ebene  fanden  wir  (Nr.  812, 
853),  daß  sie  oo*  Kurven  3.  Ordnung  in  sich  überführt,  und  für  eine 
gegebene  Kurve  3.  Ordnung  und  einen  Punkt  0  auf  ihr,  als  Zentrum 
einer  zentralen  Involution,  daß  es  oc^  quadratische  Inversionen  gibt, 
welche  sie  in  sich  transformieren  und  auf  ihr  diese  Involution  her- 
vorrufen. Der  Büschel  der  Kegelschnitte  durch  die  Berührungspunkte 
der  vier  Tangenten  aus  0  lieferte  die  Basen. 

Auf  einer  kubischen  Fläche  F^  entsteht  durch  den 
Strahlenbündel  um  einen  Punkt  0  auf  ihr  zweifellos  eine 
involutorische  Korrespondenz^,)  und  in  jeder  Ebene  durch  0 
werden  wir  für  die  darin  befindlichen  Paare  ebene  quadratische  In- 
versionen herstellen  können;  sie  können  aber,  im  allgemeinen,  nicht  zu 
räumlichen  Inversionen  vereinigt  werden,  weil  die  jeweiligen  vier 
Grundpunkte  nicht  eine  Raumkurve  4.  Ordnung,  sondern  eine  Raum- 
kurve 6.  Ordnung,  mit  0  als  Doppelpunkt,  erfüUen,  die  Berührungs- 
kurve des  Tangentialkegels  an  F^  aus  0,  oder  die  Schnittkurve  der 
ersten  Polare  von   0. 

Liegt  aber  0  in  dem  Schnittpunkte  zweier  Geraden  hy  c 
der  Fläche  F^,  so  spaltet  sich  dieses  Geradenpaar  hc  von  der  Kurve 
ab,  es  bleibt,  als  eigentliche  Berührungskurve,  eine  Raum- 
kurve 4.  Ordnung  1.  Art,  und  der  Flächenbüschel  2.  Ord- 
nung, der  sie  zur  Grundkurve  hat,  liefert  die  Basen  für  die 
gesuchten  Inversionen.^)  Zu  ihm  gehört  die  genannte  erste  Polare 
und  schneidet  das  Geradenpaar  hc  aus;  ist  also  a  die  dritte  Gerade 
der  F^  in  dessen  Ebene,  so  schneiden  die  übrigen  Flächen  durch  B^ 

1)  Wir  sind  ihr  in  Nr.  825  begegnet. 

2)  Montesano,  Su  alcuni  gruppi  chiusi  etc.  Atti  delF  Istituto  Yeneto 
Ser.  n  Bd.  6. 
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Kegels clinitte  aus,  deren  Ebenen  durch  a  gehen,  und  diese  Kegel- 
schnitte sind  die  Berührungskurven  der  Tangentialkegel  aus  0  an  die 
Flächen  des  Büschels.  In  der  Tat,  F^  ist  der  Ort  dieser  Berührungs- 
kurven, Steiners  Pampolare^),  da  auch  diese  Fläche  von  allen  Kanten 
des  Kegels  4.  Ordnung  von  0  nach  It^  in  den  Punkten  von  B^  be- 
rührt wird  (Nr.  853),  und  außer  dieser  Berührungskurve  4.  Ordnung 
haben  beide  Flächen  noch  das  Geradenpaar  hc  gemein,  woraus  die 
Identität  folgt.  Die  weiteren  Schlüsse  sind  wie  in  Nr.  853  5  der  sich 
selbst  entsprechende  Kegelschnitt,  in  der  Polarebene  von  0,  ist  der 
jeweilige  Restschnitt  der  betreffenden  Basis  mit  F^. 

Die  Gerade  a  ist  dem  0  in  bezug  auf  den  Büschel  konjugiert. 
Die  vier  andern  Geradenpaare  auf  F^  in  Ebenen  durch  a  rühren  von 
den  Kegeln  des  Büschels  her,  und  ihre  Doppelpunkte  0^,  0^,  O3,  0^, 
die  Spitzen  der  Kegel,  bilden  das  gemeinsame  Polartetraeder. 

Sei  K^  ein  Kegelschnitt  von  F^  in  einer  Ebene  k  durch  a,  F^ 
die  durchgehende  Fläche  des  Büschels,  also  k  die  Polarebene  von  0 
nach  ihr,  so  sind  (O2O3O4,  k)  und  00^  polar  in  bezug  auf  jP^, 
also  jene  und  {00^^  k)  polar  in  bezug  auf  Z"^;  d.  h.  die  fünf 
Punkte  0  bilden  in  bezug  auf  K^,  als  ausgeartete  Fläche 
2.  Grades,  ein  Polfünfeck. ^) 

Anschließend  an  Nr.  812  untersuchen  wir  das  Verhalten  in  einem 
Koinzidenzpunkte  ©,  also  einem  Punkte  der  Basisfläche  O^.  Jeder 
ebene  Schnitt  durch  0(S  zeigt,  daß  die  im  Bündel  ©  entstehende 
Kollineation  der  Strahlen  a  und  der  Tangenten  a  je  an  den  ent- 
sprechenden Kegelschnitt  so  beschaffen  ist,  daß  der  Strahl  nach  0 
und  die  in  der  Ebene  liegende  Tangente  von  <t)^  sich  selbst  ent- 
sprechend sind,  nach  den  beiden  Schnitten  mit  h^  aber  entsprechende 
Strahlen  gehen.     Es  entsteht  involutorische  Homologie. 

Bei  der  quadratischen  Inversion  sind,  im  Bündel  um 
einen  Punkt  der  Basisfläche,  ein  Strahl  und  die  Tangente 
an  den  entsprechenden  Kegelschnitt,  eine  Ebene  und  die 
Berührungsebene  an  die  entsprechende  Fläche  2.  Grades 
oder  allgemeiner  Tangenten  an  entsprechende  Kurven,  Be- 
rührungsebenen an  entsprechende  Flächen  in  der  involuto- 
rischen  Homologie  einander  zugeordnet,  welche  zu  dem 
Strahle  nach  dem  Zentrum  und  der  Tangentialebene  der 
Basis  gehört.  Die  Berührungsebenen  einer  sich  selbst  entsprechen- 
den Fläche  in  den  Punkten  ihres  Schnitts  mit  O^  gehen  nach  dem 
Zentrum  0. 

959  Die  kubische  Verwandtschaft  der  konjugierten   Punkte 

in  bezug  auf  ein   Flächennetz  N  2.  Ordnung  (Nr.  735)  besitzt 


1)  Die  dritte  St  einer  sehe  Erzeugungsart,  Flächen  3.  Ordnung,  Nr.  9. 

2)  Journal  f.  Math.  Bd.  88,  S.  216. 
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nur   eine   endliche   Anzahl  von  Koinzidenzpunkten:    die    acht    Grund- 
punkte des  Netzes. 

In  ihr  entspricht  einer  Grerade  a  eine  kubische  Raumkurve  f, 
das  Erzeugnis  des  Netzes  projektiver  Büschel  der  Polarebenen  der 
Punkte  von  a  je  in  bezug  auf  die  einzelnen  Flächen  des  Netzes,  oder 
der  sich  darauf  stützenden  Reihe  kollinearer  Bündel  der  Polarebenen, 
in  bezug  auf  die  Flächen  des  Netzes,  gehörig  zu  den  einzelnen  Punkten 
von  a.  Und  die  einer  Ebene  a  entsprechende  kubische  Fläche  9  ist 
das  Erzeugnis  der  beiden  sich  stützenden  Netze  der  kollinearen  Bündel 
der  Polarebenen,  von  denen  die  einen  den  einzelnen  Punkten  von  a, 
die  andern  den  einzelnen  Flächen  des  Netzes  zugehören  (Nr.  694). 
Wir  wissen  aber,  daß  9  auch  der  Ort  der  Pole  der  Ebene  a  ist;  und 
so  erweist  sich  die  Kegelspitzen-Kurve  oder  Jacob i sehe  Kurve  6.  Ord- 
nung h^  als  auf  allen  9  gelegen,  weil  diese  Spitzen  immer  Pole  in 
bezug  auf  den  betreffenden  Kegel  sind.  Jeder  Punkt  dieser  Kurve 
hat  die  Eigenschaft,  daß  ihm  nicht  bloß  ein  Punkt,  sondern  eine 
Gerade  konjugiert  ist,  je  eine  dreifache  Sekante  der  Kurve.  Diese 
Trisekanten  bilden  eine  Regelfläche  8,  Grades,  auf  der  die  Kurve  drei- 
fach ist  (Nr.  692):  wir  haben  die  Hauptkurve  6.  Ordnung  li^  und  die 
zugehörige  Jacob  i  sehe  Fläche  8.  Ordnung. 

Es  sei  (^  einer  von  den  acht  Koinzidenzpunkten  der  Verwandtschaft 
Jedem  Strahle  a  durch  ihn  entspricht  eine  ebenfalls  durch  ihn  gehende 
kubische  Raumkurve  f]  a  sei  ihre  Tangente  in  ß.  Bewegt  sich  a  in 
der  Ebene  a,  so  durchstreicht  a  die  Berührungsebene  der  der  a  ent- 
sprechenden Fläche  9.  Daher  stehen  a  und  a  in  Kollineation.  Ist 
nun  i^i  ein  zweiter  Koinzidenzpunkt,  so  trifft  die  Verbindungslinie 
ß^i  zweimal  die  Kegelspitzen-Kurve  h^.  Denn  sie  scheidet  aus  dem 
Netz  einen  Büschel  aus,  dessen  Grundkurve  aus  ihr  und  der  kubischen 
Raumkurve  durch  die  sechs  andern  Grundpunkte  besteht;  die  beiden 
Begegnungspunkte  sind  die  Spitzen  der  (binären)  Kegel  dieses  Büschels. 
Folglich  spalten  sich  von  der  kubischen  Raumkurve  /*,  die  der  ©Sj 
in  der  Verwandtschaft  entspricht,  die  beiden  diesen  Punkten  der  h^  zu- 
geordneten Geraden  ab;  es  bleibt  als  eigentlich  entsprechend  eine  Ge- 
rade, die  aber  auch  durch  ^  und  ßj  geht.  Die  KoUineation  im 
Bündel  d  bekommt  auf  diese  Weise  sieben  sich  selbst  entsprechende 
Geraden,  die  nicht  in  eine  Ebene  faUen,  also  wird  sie  Identität. 

Jeder  Strahl  oder  jede  Ebene  durch  einen  der  acht  Ko- 
inzidenzpunkte unserer  kubischen  Verwandtschaft  berührt 
die  korrespondierende  kubische  Raumkurve  oder  Fläche, 
oder  allgemeiner,  jede  Kurve  oder  Fläche  durch  ihn  berührt  sich  in 
ihm  mit  der  entsprechenden. 

Ein  Beispiel  dieser  kubischen  Verwandtschaft  ergibt  sich  in  der 
Korrespondenz  der  Punkte  0,  0',  welche  in  bezug  auf  eine 
gegebene  Fläche  3.  Ordnung  eine  gegebene  Ebene  E  zur  ge- 
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mischten  zweiten  Polare  haben  (Nr.  693).  Von  einem  Punkt  0 
sei  ö^  die  erste  Polare  und  in  bezug  auf  sie  0'  der  Pol  von  E;  dann 
ist  E  die  gemischte  zweite  Polare  von  0,  0' .  Man  findet  leicht,  daß 
0'  sich  auf  einer  kubischen  Raumkurve  oder  kubischen  Fläche  be- 
wegt, wenn  0  eine  Gerade  oder  Ebene  durchläuft;  und  die  Haupt- 
kurve 6.  Ordnung  ist  der  Ort  der  Punkte  0,  deren  erste  Polaren 
Kegel  sind,  die  ihre  Spitze  auf  E  haben;  sie  entspricht  dem  Schnitt 
der  Ebene  E  mit  der  Kernfläche.') 

Ist  X  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene  E,  so  geht  seine  Polar- 
ebene nach  0^  durch  0'  \  also  liegt  0'  auf  der  Polarebene  des  0  nach 
der  ersten  Polare  X^  des  X;  d.  h.  0  und  0'  sind  in  bezug  auf  diese 
und  die  erste  Polare  eines  jeden  Punktes  von  E  konjugiert;  diese 
ersten  Polaren  bilden  aber  ein  Netz. 

Ein  anderes  Beispiel  mit  interessanten  Spezialitäten  ist  die  Ver- 
wandtschaft 3.  Grades  der  Punkte  X  und  X,  welche  in  bezug 
auf  eine  gegebene  kubische  Raumkurve  W'  konjugiert  sind,^) 
d.  h.  auf  einer  Doppelsekante  der  Kurve  harmonisch  zu  deren  Stütz- 
punkten liegen.  Es  handelt  sich  hier  um  dasNetz2.  Ordnung,  dessen 
Flächen  durch  sieben  Punkte  der  W  und  daher  durch  die 
ganze  Kurve  gehen;  der  achte  assoziierte  Punkt  ist  ein  beliebiger 
Punkt  der  W. 

Einem  Punkte  auf  einer  Tangente  von  W  ist  immer  der  Be- 
rührungspunkt konjugiert;  und  die  Punkte  der  kubischen  Raum- 
kurve stellen  sich  so  als  Hauptpunkte  heraus,  denen  je  eine 
Gerade  entspricht,  die  zugehörige  Tangente. 

Daraus  folgt,  daß  die  kubische  Raumkurve  /",  welche  einer 
Gerade  a  korrespondiert,  der  W  in  den  vier  Punkten  be- 
gegnet, deren  Tangenten  von  a  getroffen  werden.  Ferner,  die 
einer  Ebene   a   entsprechende  Fläche  q)   3.  Ordnung    geht   durch  W. 

Auf  jeder  Doppelsekante  von  H^  sind  die  Schnitte  mit  qp  die 
beiden  Stützpunkte  und  der  Punkt,  welcher  dem  Schnitte  mit  a  kon- 
jugiert ist.  Auf  einer  Tangente  von  W  vereinigen  sich  also  alle  drei 
in  den  Berührungspunkt.  Für  jede  der  Flächen  9  sind  daher 
die  Tangenten  von  W  Haupttangenten,  und  jR^  ist  Haupt- 
tangenten-Kurve. Dann  ist  die  Schmiegungsebene  von  W'  die 
Tangentialebene  von  9.  Folglich  sind  alle  P'lächen  9  der  ab- 
wickelbaren Fläche  D*  der  Tangenten  von  W'  längs  dieser 
Kurve  eingeschrieben,  und  W  repräsentiert,  doppelt  gerech- 
net, die  Haaptkurve  6.  Ordnung  des  allgemeinen  Falles,  und 
D*,  doppelt  gerechnet,  die  Regelfläche  8.  Grades. 

Weil  jede  der  kubischen  Raumkurven  f  auf  den  Flächen  9  eines 


1)  Flächen  3.  Ordnung  Nr.  48. 

2)  Vgl.  Journal  f.  Math.  Bd.  70  S.  212  Nr.  49. 
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Büschels  liegt,  so  muß  sie  in  den  vier  Punkten,  in  denen  sie  R^  trifft, 
ebenfalls  jene  Tangentenfläche  berühren  und  damit  alle  andern  9,  so 
daß,  außerhalb  R'',  nur  ein  gemeinsamer  Punkt  einer  f  und  einer  q) 
bleibt,  wie  notwendig:  derjenige,  welcher  dem  aa  korrespondiert. 

Wenn  eine  Gerade  a  die  R^  in  Q  trifft,  so  löst  sich  von  f  die 
Tangente  von  R^  in  Q  ab;  der  verbleibende  Kegelschnitt  fg  ergibt 
sich  als  Schnitt  der  Trägerfläche  der  Regelschar  der  a  treffenden 
Doppelsekanten  mit  der  Polarebene  von  (i  in  bezug  auf  den  Kegel 
(Q)  des  Netzes,  der  seine  Spitze  in  Q  hat.  Beide  gehen  durch  Q 
und  so  kommt  Q  auf  fg.  Dieser  Kegelschnitt  geht  durch  die  Be- 
rührungspunkte der  beiden  Tangenten  der  R^,  welche  von  a  noch  ge- 
troffen werden. 

Ist  a  Doppelsekante  von  R^,  so  zerfällt  f  in  die  beiden  Tan- 
genten der  Stützpunkte  und  a,  die  ja  ersichtlich  sich  selbst  entspricht. 

Wenn  aber  a  Schmiegungsstrahl  der  R^  ist,  d.  h.  durch  einen 
Punkt  Q  derselben  in  der  zugehörigen  Schmiegungsebene  geht,  so 
gehört  die  Tangente  q  nicht  bloß  zur  Regelschar  der  a  treffenden 
Doppelsekanten,  sondern  liegt  auch  in  der  Polarebene  der  a  in  bezug 
auf  (Q),  denn  die  Schmiegungsebene  berührt  (Q)  längs  q-  also  spaltet 
sich  q  nochmals  ab,  und  es  bleibt  als  eigentlich  entsprechende  Kurve 
nur  eine  Gerade  fj^.  Diese,  mit  q  einen  Kegelschnitt  bildend,  muß  q 
begegnen,  und  der  Begegnungspunkt  stellt,  im  Kontinuum  der  Punkte 
von  /\,  den  dem  Q  konjugierten  Punkt  dar.  Ferner  trifft  der  Schmie- 
gungsstrahl a  noch  eine  Tangente  von  R^,  und  daher  geht  f\  durch 
deren  Berührungspunkt.  Nun  liegt  f^  auf  der  9,  die  zu  irgend  einer 
Ebene  a  durch  a  gehört,  also  in  der  Berührungsebene  des  eben  ge- 
nannten Punktes,  d.  h.  in  seiner  Schmiegungsebene  an  R^]  daher  ist 
f^  ebenfalls  Schmiegungsstrahl. 

Also  ist  in  dieser  Verwandtschaft  jedem  Schmiegungs- 
strahle  der  R^  ein  anderer  (eindeutig  und  involutorisch)  zuge- 
ordnet, der  sich  folgendermaßen  ergibt:  Die  beiden  Tan- 
genten, die  zu  jenem  gehören,  die  in  seinem  Stützpunkte 
berührende  und  die  zweite  von  ihm  getroffene,  verhalten  sich 
gerade  umgekehrt  zum  zweiten  Schmiegungsstrahle. 

Wir  haben  so  zugeordnete  Schmiegungsstrahlen  in  Nr.  520  kon- 
jugierte Schmiegungsstrahlen  genannt,  welcher  Name  jetzt  noch  mehr 
gerechtfertigt  wird. 

Betrachten  wir  die  Fläche  9,  die  zu  einer  Ebene  a  gehört,  noch 
genauer.  Der  Kegelschnitt  f.2,  der  einer  R^  in  Q  treffenden  Gerade 
a  entspricht,  trifft  a  zweimal;  diesen  Punkten  entsprechen  die  weiteren 
Schnitte  von  a  mit  9,  außer  Q.  Ist  a  aber  Schmiegungsstrahl,  so 
verteilen  sich  jene  Schnitte  mit  a  auf  q  und  den  Schmiegungsstrahl 
fi;  dem  auf  q  entspricht  Q,  dem  auf  f^  ein  von  Q  verschiedener 
Punkt;  folglich  fäUt  noch   ein   Schnitt  der  a  in   Q-^    also    sind    alle 
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Schmiegungsstrahlen  Tangenten  der  qp  in  §,  die  Schmiegungsebene 
ist  Tangentialebene;  so  daß  wir  dies  Ergebnis  auch  unabhängig  von 
dem  oben  benutzten  Satze  über  eine  Haupttangenten-Kurve  auf  einer 
Fläche  erhalten  haben. 

Es  sei  nunmehr  Q  einer  der  drei  Schnitte  von  a  mit  i?^;  der  zu 
einer  durchgehenden  a  gehörige  f^  trifft  a,  außer  in  Q^  nur  noch 
einmal,  a  also  %  außer  in   Q^  nur  einmal. 

Die  Fläche  9  hat  die  Schnitte  der  zugehörigen  Ebene  a 
mit  R^  zu  Doppelpunkten. 

Daß  die  drei  Verbindungslinien,  als  in  a  gelegene  Doppelsekanten 
der  R^,  sowie  die  Tangenten  der  R^  in  den  drei  Punkten  der  9  an- 
gehören, ist  unmittelbar  zu  erkennen;  woraus  auch  die  Zweifachheit 
der  drei  Punkte  folgt.  Ferner  gehören  die  drei  Polaren  der  Ebene  a 
in  bezug  auf  die  drei  Kegel  (Q)  der  9  an;  denn  die  zugehörigen 
Kegelschnitte  fg  Hegen  in  a,  eben  der  Polarebene.  Erinnert  man  sich, 
daß  9  auch  Ort  der  Pole  der  Ebene  a  in  bezug  auf  die  Flächen  des 
Netzes  (R^)  ist,  so  erkennt  man  von  neuem,  daß  diese  Geraden  auf 
sie  kommen  müssen. 

Endlich  liegen  in  a  drei  Schmiegungsstrahlen,  von  jedem  der 
Punkte  Q  einer;  die  ihnen  konjugierten  Schmiegungsstrahlen  f^  be- 
finden sich  daher  auf  9.  Und  wir  haben  so  die  zwölf  Geraden, 
welche  eine  kubische  Fläche  mit  drei  Doppelpunkten  haben 
muß:  die  drei  quaternären  Verbindungslinien  derselben,  durch  jeden 
noch  zwei  binäre  und  drei  unäre.-^) 

Eine  Schmiegungsebene  a  enthält  00^  Schmiegungsstrahlen; 
die  zugehörige  9  wird  durch  die  konjugierten  Schmiegungsstrahlen 
erzeugt  und  ist  Regel  fläche  3.  Grades.  Die  Tangente,  die  jenen 
gemeinsam  zugehörig  ist,  wird  von  allen  konjugierten  getroffen  und 
ist  Leitgerade;  da  aber  zu  den  Schmiegungsstrahlen  in  a  auch  diese 
Tangente  gehört  und  sich  selbst  entspricht,  so  ist  sie  auch  Er- 
zeugende; also  handelt  es  sich  um  eine  Cayleysche  Regelfläche 
3.  Grades  mit  zwei  vereinigten  Leitgeraden. ^) 

Ist  a  unendlich  fern,  so  ist  die  zugehörige  Fläche  9  der  Ort  der 
Mitten  der  Doppelsekanten  von  R^.^)  Die  drei  unären  Geraden  sind 
die  Durchmesser  der  R^  (nach  Schröters^)  Definition).  Wird  die 
unendlich  ferne  Ebene  Schmiegungsebene  (kubische  Parabel),  so  gibt 
es  00^  Durchmesser,  deren  Erzeugnis  eine  Cayleysche  Regelfläche 
3.  Grades  ist  —  der  Ort  der  Mitten  der  Doppelsekanten. 


1)  Flächen  3.  Ordnung  Nr.  120. 

2)  Z.  B.  Liniengeometrie  Bd.  I  Nr.  39. 

3)  Der  Ort  der  Mitten  der  Doppelsekanten  einer  Raumkurve  von  der  Ord- 
nung n  und  dem  Range  r  ist  von  der  Ordnung  ^n(n  —  1)  und  der  Klasse 
-|r(r  — 1):    Journal  f.  Math.  Bd.  105,  S.  108. 

4)  Oberflächen  2.  Ordnung  §  39. 
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In  Nr.  736  wurde  die  involutorische  kubische  Verwandt- 
schaft der  Punktepaare  erwähnt,  nach  welchen  gepaarte 
Ebenen  von  drei  gegebenen  Ebeneninvolutionen  gehen;  sie 
gehört  zu  dem  Flächennetz  2.  Ordnung,  das  durch  die  drei  Paare  der 
Doppelebenen  konstituiert  wird.  Diese  Spezialität  des  Netzes  bewirkt, 
daß  die  Hauptkurve  6.  Ordnung  und  die  ihr  zugeordnete  Jacobische 
Fläche  zerfallen.  In  der  Tat  müssen  alle  Punkte  der  Axen  a^,  a^,  a^ 
als  der  Doppellinien  der  Ebenenpaare  an  der  Kegelspitzen-Kurve  teil- 
nehmen. Es  ist  z.  B.  einem  Punkte  von  a^  die  Schnittlinie  der  beiden 
Ebenen  zugeordnet,  die  den  nach  ihm  gehenden  Ebenen  von  «g,  a^ 
gepaart  sind;  sie  erzeugt  eine  Regelschar  p^,  wenn  er  die  a^  durch- 
läuft; P2,  P3  ergeben  sich  ebenso  bei  c(.2,  a^.  Die  Regelschar  [a^,  a.2,  «3] 
macht  die  Büschel  um  a^,  ...  projektiv  und  führt  zu  projektiven 
Büscheln  der  gepaarten  Ebenen.  Dadurch  entsteht  eine  kubische 
Raumkurve  r^,  deren  Punkten  die  Geraden  von  [«1,0^2,03]  zugeordnet 
sind.  Also  sind  a^,  «g,  a^j  r'^  die  Bestandteile  der  Hauptkurve  h^ 
und,  ihnen  zugeordnet,  p^,  pg,  pg,  [«i,  «3?  ^3]  diejenigen  der 
Jacobischen  Fläche.  Die  Gerade  a^  liegt  auf  p^,  pg,  [a^,  a^_,  «3], 
r^  auf  Pi,  P2,  P3. 

Die  Verwandtschaft  erniedrigt  sich  auf  den  2.  Grad,  960 
wenn  die  Flächen  des  Netzes  iV  einen  Kegelschnitt  K'^  in 
der  Ebene  k  und  zwei  Punkte  JJ,  ü^,  deren  Verbindungs- 
linie u  sei,  gemeinsam  haben.  Einem  Punkte  von  k  sind,  in 
bezug  auf  JY,  alle  Punkte  seiner  Polare  nach  K-  konjugiert:  infolge- 
dessen zweigt  sich  für  eine  durch  jenen  Punkt  gehende  Gerade  a 
diese  Polare  von  der  kubischen  Raumkurve  ab  und  es  bleibt  ein 
Kegelschnitt  f ;  und  ebenso  zerfällt  die  einer  Ebene  a  korrespon- 
dierende kubische  Fläche  in  k  und  die  eigentlich  entsprechende  Fläche 
2.  Grades  9. 

Der  Punkt  0  =  ku  hat  für  alle  Flächen  von  N  dieselbe 
Polarebene  uu:  die  Verbindungsebene  der  Polare  0  von  0  nach  K^ 
mit  dem  vierten  harmonischen  Punkte  D  nach  ü,  L\'^  dem  0  ent- 
spricht also  jeder  Punkt  von  lu. 

Das  Netz  enthält  einen  Büschel  von  Ebenenpaaren  (k,  \),  wo  X 
eine  Ebene  von  u  ist.  Konjugiert  zu  einem  Punkte  X  und  allen 
Punkten  des  Strahls  x^  =  OX  in  bezug  auf  diesen  Büschel  ist  der 
Strahl  X  durch  0,  welcher  dem  x^  in  der  involutorischen  Bündel- 
homologie (u,  k)  entspricht. 

Schneidet  man  also  x  mit  der  Polarebene  l  des  X  in  bezug  auf 
irgend  eine  Fläche  F'-^  von  N,  so  hat  man  den  konjugierten  Punkt  X 
von  X  Durchläuft  X  eine  Gerade  a,  so  bewegen  sich  x  und  H  pro- 
jektiv in  Büscheln  und  erzeugen  den  korrespondierenden  Kegelschnitt  /*, 
der  also  immer  durch  0  geht.     Durchläuft  X  eine  Ebene  a,   so  be- 
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wegen  sich  x  und  H  korrelativ  in  Bündeln;  es  entstellt  die  a  ent- 
sprechende Fläche  2.  Grades  9,  die  ebenfalls  immer  durch  0  geht. 

Bewegt  sich  X  in  der  Polarebene  uj  von  0,  so  werden  die  beiden 
Bündel  der  x  und  H  konzentrisch:  in  0;  wir  haben  als  Erzeugnis  den 
Kernkegel  s^  der  Strahlen  x^  welche  in  die  entsprechenden  Ebenen  H 
fallen  und  s  heißen  mögen.  Die  zugehörigen  Pole  >S  in  uu  be- 
schreiben einen  Kegelschnitt  W'  und  haben  die  s  zu  kon- 
jugierten Geraden  in  bezug  auf  JV;  }i^  wird  Hauptkurve,  der 
dieser  Kegel  s^  zugeordnet  ist.  Nun  sind  s  und  s^  =  OS  in- 
volu torisch  einander  zugeordnet;  ihre  Spurpunkte  8^  und  B  in  uü,  als 
konjugiert  in  bezug  auf  JP^uj,  ebenfalls;  folglich  liegt  auch  S^  auf  W^ 
und  S,  S^  erzeugen  eine  Involution  auf  dieser  Kurve  mit  D  =  u\Ji 
als  Zentrum;  Axe  ist  jene  Polare  0,  denn  in  jedem  ihrer  Schnitte  mit 
K^  vereinigen  sich  S  und  S^,  weil  in  der  Tangente  s-^  und  s  zu- 
sammenfallen und  die  Polarebene  H  durch  diese  Gerade  geht.  Also 
sind  0  und  D  polar  nach  h^,  h^  und  K^  begegnen  sich  zwei- 
mal, und  der  Kegel  s^  geht  durch  JiK 

Die  Kurve  h^  ist  Kegelspitzen-Kurve  von  iV;  denn  weil  ein  Punkt  S 
auf  ihr  eine  konjugierte  Gerade  s  hat,  so  werden  alle  Flächen  des 
durch  S  gehenden  Büschels  von  N  in  S  von  der  Ebene  Ss  berührt, 
also,  weil  diese,  als  Ebene  ss^,  durch  u  geht,  in  dem  Geradenpaare 
S(ü^  ü-i)  geschnitten;  so  ergibt  sich  h^  als  zweiter  Schnitt  der  beiden 
Kegel  ÜK^j  Ü^K^  und  jeder  Punkt  S  von  li^  ist  Spitze  eines  Kegels 
durch  K^,  U,  U-^,  also  aus  dem  Netze. 

Durch  die  Punkte  sa  kommt  h^  auf  alle  Flächen  qp  und  wird 
von  allen  f,  den  Restschnitten  zweier  9,  zweimal  getroffen.  Die 
Systeme  der  9  und  f  sind  nun  hinreichend  bestimmt. 

Die  Jacobische  Fläche  4.  Ordnung  der  9  besteht  aus 
dem  Kegel  s^,  der  Hauptkurve  /^^  zugeordnet,  und  der  dop- 
pelten Ebene  uu,  dem  Hauptpunkte   0  zugeordnet. 

Der  wesentliche  Unterschied  dieser  zweiten  Art  invo- 
lutorischer  quadratischer  Verwandtschaft  von  der  quadra- 
tischen Inversion  ist,  daß  bei  dieser  entsprechende  Punkte 
X  und  X  auf  derselben  Gerade  durch  den  Hauptpunkt  0, 
bei  ihr  aber  auf  verschiedenen  in  der  involutorischen  Bündel- 
homologie {li,  k)  entsprechenden  Strahlen  liegen. 

Die  Kollineation  der  Bündel  0,  0'  des  allgemeinen  Falles 
(Nr.  93G)   ist  Identität  bzw.  eine  solche  Bündelhomologie   geworden. 

Zwei  entsprechende  Punkte  X  und  X,  auf  x-^  und  x  gelegen, 
befinden  sich  stets  in  derselben  Ebene  durch  w;  also  muß  jede  Ebene  u 
durch  u  eine  involutorische  quadratische  Verwandtschaft  tragen:  die 
der  konjugierten  Punkte  in  bezug  auf  den  aus  N  geschnittenen  Kegel- 
schnitt-Büschel, mit  Uy  ü^  und  zwei  Punkten  K^  K^  von  K^  als 
Grundpunkten;  die  obige  Figur,  durch  welche  h^  sich  als  Schnitt  der 
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beiden  Kegel  UK^,  U^K^  ergab^  zeigt,  daß  die  beiden  Punkte  H,  H^ 
von  Ji^  in  der  Ebene  u  die  beiden  von  0  verschiedenen  Diagonal- 
punkte des  Vierecks  UU^KK^  sind;  folglich  führt  diese  ebene  Ver- 
wandtschaft jeden  Kegelschnitt  durch  Kj  K^,  H,  H^  in  sich  selbst 
über.  (Nr.  812);  diese  Kegelschnitte  werden  aber  von  v  ausgeschnitten 
aus  den  Flächen  2.  Grades  durch  K^  und  li^.  Daher  gehen  die 
Flächen  des  Büschels  {K^,  h^)  durch  die  räumliche  Verwandt- 
schaft in  sich  selbst  über. 

Beim  Kugelnetze  ist  Jr  der  Orthogonalkreis  des  von  der  Zentral- 
ebene ausgeschnittenen  Kreisnetzes,  der  Grundkreis  des  Büschels 
der  orthogonalen  Kugeln,  und  diese  Kugeln  sind  die  in  sich  über- 
gehenden. 

Vom  3.  Grade  bleibt  die  Verwandtschaft,  wenn  die 
Flächen  des  Netzes  eine  Gerade  Je  und  vier  Punkte  ü^,  ü^j 
U^,  ü^  gemeinsam  haben.  Hier  wird  vor  allem  die  Gerade  Ic 
eine  außerordentliche  Hauptkurve  (Nr.  933);  beliebige  zwei 
Punkte  auf  ihr  sind  konjugiert,  und  sie  kommt  dadurch  auf  aUe 
kubischen  Flächen  9.  Das  Netz  enthält  vier  Ebenenpaare 
{klJi,  TJ^Ü^TJ^,  ■  '  •;  die  Doppellinien  seien  d^j  (Zg,  ....  Wir  kon- 
stituieren es  durch  die  drei  ersten.  Dann  wird  zu  jedem  Punkte  von 
d^  eine  Gerade  konjugiert,  welche,  als  Schnittlinie  der  Polarebenen 
in  bezug  auf  die  andern  beiden  Ebenenpaare,  deren  Doppellinien  ^g?  ^3; 
aber  auch  d^  trifft;  der  Hauptgerade  d^  wird  die  Regelschar 
\  =  [d^,  d^,  d^\  zugeordnet.  Diese  vier  Regelscharen  b^.  bg,  bg,  b^ 
setzen  die  Jacobische  Fläche  der  9  zusammen;  und  durch  die  vier 
Hauptgeraden  d^,  .  .  .,  cZ^  gehen  alle  9;  das  Gebüsche  ist  dadurch 
bestimmt.  Von  den  kubischen  Raumkurven  f,  welche  den 
Geraden  a  entsprechen,  werden  die  d  zweimal  getroffen,  weil 
die  a  jenen  Regelscharen  b  zweimal  begegnen.  Dadurch  ist  das  System 
der  f  festgelegt. 

Die  vier  Geraden  d  gehören  nicht  derselben  Regelschar  an:  wie 
das  für  vier  windschiefe  Geraden  einer  (nicht  zerfallenden)  kubischen 
Fläche  erforderlich  ist.*) 

Die  Gerade  Je  kommt  als  Treffgerade  von  d^,  .  .  .,  ^4  von 
selbst  auf  alle  9.  Sie  ist  die  einzige  Treffgerade  dieser  vier 
Geraden.  Denn  bezeichnen  wir  die  Ebenen  des  Tetraeders  der  ü^  mit 
u^,  so  sind,  nach  bekanntem  Tetraedersatze  (Nr  237),  der  Punktwurf 
Ji{d^,  d^y  d^j  d^  =  ^U^i?  ^2?  ^3?  ^4)  ^^^  ^^^  Ebenenwurf  l({d^,  ^2?  ^37  ^4) 
^Ä:(Z7i,  ü^j  ü^,  U^  projektiv;  wäre  eine  zweite  Treffgerade  l  vor- 
handen,   so  würde  dieser  Ebenenwurf  zum  Punktwurf  l^d^,  d^,  d.^,  d^ 


1)  Flächen  3.  Ordnung  S.  49.  —  Man  kann  drei  von  ihnen,  d^,  d^,  d^,  geben 
und  die  Tetraederebenen,  in  denen  sie  liegen,  also  auch  die  Ecke  ü^;  es  läßt 
sich  dann  zeigen,  daß,  während  Ä-  die  Regelschar  [d^d^dg]  durchläuft,  d^  eine 
Regelfläche  3.  Grades  beschreibt. 
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perspektiv  sein,  aus  der  Projektivität  der  beiden  Punktwürfe  aber 
folgen,  daß  d^,  .  .  .,  d^  zur  nämlichen  Regelscbar  gehören. 

Damit  ist  den  Flächen  9  eine  Spezialität  gegeben,  daß 
sie  ein  Geradenquadrupel  mit  nur  einer  Treffgerade  be- 
sitzen. Alle  Flächen  qp  berühren  sich  also  längs  dieser 
Gerade  li. 

Die   gemeinsamen   Geraden  d^,  ...    und   die   Berührungsgerade   Ä 
setzen  eine  Raumkurve   6.  Ordnung   16.  Ranges  zusammen  (Nr.  944), 
die  zu  einer  (3,3)  führt. 
961  Sechs  Grundpunkte  A^  B, .  .  .  F  bestimmen  ein  spezielles 

Gebüsche  von  Flächen  2.  Grades  @.  Der  siebente  und  achte 
Grundpunkt  X,  X  eines  jeden  seiner  Netze  führen  zu  einer 
involutorischen  eindeutigen  Verwandtschaft.^) 

Jede  Verbindungslinie  zweier  der  acht  Grundpunkte  eines  F^- 
Netzes  bestimmt  einen  Büschel  im  Netze,  dessen  Grundkurve  aus  ihr 
und  der  ihr  zweimal  begegnenden  kubischen  Raumkurve  durch  die 
sechs  andern  Grundpunkte  besteht.  Daraus  folgt,  daß  zwei  asso- 
ziierte Punkte  X  und  X  stets  auf  einer  Doppelsekante  der 
kubischen  Raumkurve  r^  liegen,  welche  durch  die  sechs 
Grundpunkte  A, .  .  .F  geht. 

Jede  Verbindungslinie  zweier  dieser  Grundpunkte  schei- 
det aus  %  ein  Netz  aus,  dessen  Flächen  sie  ganz  enthalten, 
und  wir  haben  so  15  ausgezeichnete  Netze,  die  wir  mit(^^),...(£'jP) 
bezeichnen  wollen. 

Und  ein  beliebig  auf  r^  gelegter  Punkt  führt  zu  einem  ebenfalls 
ausgezeichneten  Netze  {r^)  des  Gebüsches,  dessen  Flächen 
sämtlich  die  r^  enthalten. 

Eine  Gerade  a  (oder  drei  Punkte  auf  ihr)  legt  eine  Fläche  F^ 
aus  %  fest,  welche  sie  ganz  enthält.  Die  den  Punkten  X  von  a  zu- 
gehörigen X  müssen  ebenfalls  auf  F^  liegen,  andererseits  aber  je 
auf  der  von  X  ausgehenden  Doppelsekante  von  r^;  diese  Doppel- 
sekanten erzeugen  eine  Regelfläche  4.  Grades,  auf  welcher  r^  doppelt, 
a  einfach  ist  (Nr.  203);  und  der  fernere  Schnitt  7.  Ordnung  der- 
selben mit  F^y  außer  a,  ist  die  von  den  X  erfüllte  Kurve  f ,  welche 
der  a  in  der  Verwandtschaft  korrespondiert.  Eine  durch  a  gehende 
Ebene  schneidet  die  beiden  Flächen  noch  in  einer  Gerade  und  einer 
Kurve  3.  Ordnung,  so  daß  die  drei  Begegnungspunkte  außerhalb  a 
befindliche  Punkte  der  f  sind.  Daher  begegnet  f  der  zugehörigen 
Gerade  a  viermal.  So  oft  nun  /*  eine  Ebene  a  trifft,  so  oft  trifft  a 
die  zugehörige  Fläche  9. 

In  unserer  Verwandtschaft  ist   demnach   einer  Gerade   a 


1)  Geiser,  Journal  f.  Mathematik,  Bd.  67  S.  78;  Sturm,  Math.  Annalen, 
Bd.  1  S.  564;  Eberhardt,  Über  eine  räumliche  involutorische  Verwandtschaft 
7.  Grades,  Diss.  Breslau  1885. 
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eine  Kurve   7.  Ordnung  f,   einer  Ebene  a  eine  Fläche  7.  Ord- 
nung 9  zugeordnet. 

Daraus  folgt,  daß  einer  Kurve  bzw.  Fläche  n^^^  Ordnung  eine 
Kurve,  Fläche  von  der  Ordnung  In  korrespondiert. 

^Veil  r^  auf  der  obigen  Regelfläche  4.  Grades  doppelt  ist,  so 
gehören  die  sechs  Grundpunkte  Ä,  .  .  .  F  dem  Schnitte  f  derselben 
mit  F^  doppelt  an. 

Auf  den  Kurven  f  sind  die  sechs  Grundpunkte  doppelt. 
Also  entspricht  jedem  von  ihnen  eine  Fläche  2.  Grades^ 
welche  zur  Jacobischen  Fläche  des  Gebüsches  der  9  doppelt 
zu  rechnen  ist,  sodaß  durch  die  6  derartigen  Flächen  schon  diese 
Fläche  24.  Ordnung  erschöpft  ist. 

Diese  Flächen  sind  die  zum  gegebenen  Gebüsche  (55  ge- 
hörigen Kegel  2.  Grades,  welche  die  Punkte  A,  .  .  .  F  zu 
Spitzen  haben,  je  durch  die  übrigen  Grundpunkte  gehen  und  daher 
auch  durch  r^.  Legen  wir  z.  B.  X.  auf  den  Kegel  {Ä)y  der  seine 
Spitze  in  A  hat,  so  ist  die  von  ihm  ausgehende  Doppelsekante  der 
r^  die  Kante  des  Kegels  und  sie  trifft  jede  Fläche  des  durch  X  be- 
stimmten Netzes  von  (55  zum  zweiten  Male  in  A,  der  also  der  zu- 
gehörige X  wird.  Dem  Punkte  A  ist  daher  jeder  Punkt  des  Kegels  (A) 
zugeordnet. 

Jeder  von  diesen  den  Hauptpunkten  Aj  .  .  .  F  zugeordneten  Kegeln 
gehört  zum  Netze  (r^)  und  zu  5  der  andern  ausgezeichneten  Netze 
von  (55. 

Die  Iß  ausgezeichneten  Netze  von  &  liefern  uns  Haupt- 
kurven, welche  sämtlich  außerordentlich^)  und  sich  selbst 
zugeordnet  sind  (Nr.  933),  nämlich  r^  und  die  15  Geraden  AB,.., 
Denn  jede  zwei  Punkte  einer  dieser  16  Linien  sind  einander  assoziiert; 
jedem  Punkt  X  derselben  entspricht  die  ganze  Linie. 

Weil  nun  eine  Ebene  a  der  r^  dreimal,  den  AJB,  .  .  .  einmal  be- 
gegnet, so  sind  auf  jeder  cp  die  r^  dreifach  und  die  Geraden 
AB,  .  .  .  einfach.  Sie  geben  uns  schon  die  Kurve  von  der  Ordnung^ 
42  =  3  •  3^  -f  15,  die  den  (p  gemeinsam  sein  muß,  damit  als  Rest- 
Schnittkurve  zweier  die  Kurve  7.  Ordnung  bleibt,  welche  der  Schnitt- 
linie der  beiden  Ebenen  a  korrespondiert.  Also  sind  weitere  Haupt- 
kurven nicht  vorhanden. 

Man  bestätigt  auch,  daß,  wie  notwendig,  die  Geraden  AB,  .  .  ,  auf 
der  Jacobischen  Fläche  der  qp  vierfach  und  die  r^  12 fach  ist  (Nr.  934). 

Auf  den  9  sind   ferner  die  Punkte  A,  .  .  .  vierfach. 


1)  Ich  glaube,  in  dieser  eindeutigen  Transformation,  mit  welcher  ich  mich 

im  Jahre  1868,  gleichzeitig  mit  Cremonas  allgemeineren  Untersuchungen,  be- 
schäftigt habe,  das  erste  Beispiel  einer  Transformation  mit  solchen  Hauptkurven 
geliefert  zu  haben.  In  den  siebziger  Jahren  fand  ich  dann  die  in  Nr.  955  er- 
wähnten Transformationen  11.  Grades  mit  außerordentlichen  Hauptkurven. 
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In  der  Tat,  die  Punkte  Ä,  .  .  .  F,  X,  X  sind  Grundpunkte  eines 
Netzes,  also  wird  ÄX  von  der  kubischen  Raumkurve  {BC .  .  .  FX) 
zweimal  geschnitten.  Andererseits  ist  durch  5  Punkte  und  eine  Doppel- 
sekante eine  kubische  Raumkurve  eindeutig  bestimmt.  Wenn  also  X 
auf  einer  Gerade  sich  bewegt,  die  durch  A  geht,  so  beschreibt  X 
die  kubische  Raumkurve,  die  durch  B,  .  .  .  F  geht  und  jene  Gerade 
zweimal  trijQFt.  Weil  sie  a  dreimal  trifft,  so  hat  die  Gerade  mit  der 
entsprechenden  9  3  von  A  verschiedene  Punkte  gemein;  d.  h.  J.  ist 
vierfach  auf  qp.  Die  Grundpunkte  repräsentieren  6.  4.  2  Schnittpunkte 
einer  9  nnd  einer  f;    es  bleibt  ein  veränderlicher. 

Die  Punkte  J., .. .  müssen  daher  auf  der  Jacob i sehen  Fläche  der  9 
14 -fach  sein  (Nr.  934):  auf  fünf  der  doppelten  Kegel  einfach,  auf 
dem  sechsten  zweifach. 

In  jeder  Kegelspitze  des  Gebüsches  2,  Ordnung  %  vereinigen 
sich  (Nr.  958)  zwei  assoziierte  Punkte  X  und  X,  mit  bestimmter  Ver- 
bindungslinie: der  Doppelsekante  aus  X  an  r^.  Daher  wird  die 
Jacobische  Fläche  S^  von  %  eine  Koinzidenzfläche  unserer 
Verwandtschaft.  Auf  ihr  liegen  die  Kurve  r^  und  die  15  Geraden 
ABy  .  .  .'^  denn  jeder  Punkt  auf  einer  dieser  16  Linien  ist  Spitze  eines 
Kegels  aus  ^;  ferner  auch  die  Doppellinien  der  10  Ebenenpaare 
{ABC,  BEF), .  .  . 

Ein  Kegel  aus  (55,  dessen  Spitze  auf  einer  Gerade  a  durch  A 
liegt,  hat  mit  der  kubischen  Raumkurve  durch  J5,  .  .  .  F,  welche  a 
zweimal  trifft,  7  Punkte  gemeinsam  und  enthält  sie  ganz,  kann  also 
nur  einer  der  beiden  Kegel  sein,  welche  diese  Raumkurve  aus  den 
beiden  Schnitten  mit  a  projizieren;  folglich  hat  a  mit  S^  nur  zwei 
fernere  Schnitte. 

Die  6  Punkte  A, .  .  .  F  sind  auf  S^  doppelt  (Nr.  235). 

Der  Anschmiegungskegel  von  J.  enthält  die  5  Geraden  J.(^, .  .-F) 
und  die  Tangente  an  r^  in  A,  daher  ist  er  mit  dem  Kegel  (A)  identisch. 

Durch  die  4  Punkte,  in  denen  die  Koinzidenzfläche  S'^  von  einer 
Gerade  a  geschnitten  wird,  muß  auch  die  korrespondierende  Kurve  f 
gehen;  sie  haben,  wie  oben  gefunden  wurde,  nur  4  Schnitte.  Also 
gibt  es  auf  einer  beliebigen  Gerade  a  keine  assoziierten  Punkte  X,  X. 
Nur  die  Doppelsekanten  von  r^  tragen  assoziierte  Punkte, 
und  zwar  sofort  eine  ganze  Involution,  in  welcher  die  bei- 
den Stützpunkte  auf  r^  auch  gepaart  sind,  während  die  bei- 
den übrigen  Schnitte  mit  S^  die  Doppelpunkte  sind;  so  daß 
S'^  von  jeder  Doppelsekante  von  r^  harmonisch  geschnitten  wird. 

Die  beiden  nicht  auf  r^  gelegenen  Schnitte  sind  konjugiert  in 
bezug  auf  die  Flächen  des  Netzes  (r^),  also,  wegen  der  Eigenschaft 
der  Jacob i sehen  Fläche,  in  bezug  auf  alle  Flächen  von  (B. 

Der  Schnitt  einer  Ebene  a  mit  S^  liegt  auch  auf  ^,  der  fernere 
Schnitt  aq>  besteht  aus  den  drei  Doppelsekanten  von  r^.     Der  Schnitt 


Assoziierte  Grundpunkte  zu  sechs  gegebenen.  417 

«iner  9  mit  S^  setzt  sich  zusammen  aus  r^  dreifach,  den  15  Geraden 
AB,  .  .  .    und  der  Kurve  a>S^*. 

Einer  Gerade  a,  welche  sich  auf  r^  stützt^  entspricht,  nach  Ab- 
sonderung von  r^^),  eine  Raumkurve  4.  Ordnung,  welche  durch  Ä,...  F 
geht  und  der  a  in  den  drei  ferneren  Schnitten  mit  S^  begegnet,  also 
zweiter  Art  ist;  wie  das  Geschlecht  0  auch  verlangt. 

Trifft  a  die  r^  zweimal,  so  entspricht  sie  sich  selbst,  denn  sie 
enthält  ja  zu  jedem  ihrer  Punkte  den  assoziierten. 

Geht  a  durch  einen  der  Grundpunkte  F,  so  bleibt,  nach  Abson- 
derung von  (F\  als  entsprechend  eine  Fläche  5.  Ordnung,  auf  welcher 
Ä,  .  .  .  E  dreifach,  F  und  r^  doppelt  sind,  und  wenn  a  durch  E  und 
F  geht,  eine  Fläche  3.  Ordnung,  auf  welcher  A,  .  .  .  D  doppelt  und 
Ef  F,  r^  einfach  sind.  Auf  dieser  sind  die  6  Verbindungslinien  der 
Knotenpunkte  quatemär;  außerdem  hat  sie  noch  3  unäre  Geraden  ^, 
welche  je  zwei  gegenüberliegende  jener  Linien  treffen.  Diejenige,  welche 
AB,  CD  schneidet,  ergibt  sich  aus  dem  Kegelschnitt  in  a,  der  durch 
Ey  F,  die  Spuren  von  AB^  CD  und  die  dritte  von  r^  geht.  Je  zwei 
dieser  Kegelschnitte  haben  noch  einen  Punkt  gemeinsam,  also  liegen 
die  drei  Geraden  q  in  einer  Ebene.  Einer  Gerade  a  in  a  entspricht, 
weil  sie  der  EF  begegnet,  eine  Kurve  6.  Ordnung,  welche  durch  A, 
B,  C,  D  zweimal,  durch  E,  F  einmal  geht;  dem  Schnitte  der  Ebene  o^ 
mit  der  kubischen  Fläche  der  fernere  Schnitt  6.  Ordnung,  außer  EF, 
der  Ebene  a  mit  der  a^  entsprechenden  ^j. 

Der  Ebene  DEF  korrespondiert  die  Gegenebene  ABG. 

Sich  selbst  entsprechend   sind,  weil   sie  immer  zugleich  X  962 
und  X    enthalten,    die    Flächen  F^   des    Gebüsches   @    und    die 
Grundkurven  4.  Ordnung  i?*  seiner  Büschel. 

Auf  einer  B^  entsteht  durch  die  X  und  X  eine  Involu- 
tion mit  4  Doppelpunkten,  den  ferneren  Schnitten  der  B^  mit  der 
Koinzidenzfläche  S^.  Die  Verbindungslinien  gepaarter  Punkte  bilden 
eine  Regelschar,  die  eine  auf  derjenigen  Fläche  von  @,  welche  dem 
Büschel  durch  B^  und  dem  Netz  (r^)  gemeinsam  ist.  Es  handelt 
sich  um  die  axiale  Involution  von  §  121. 

Eine  Fläche  F^  wird  zur  voUen  korrespondierenden  Fläche 
14.  Ordnung  durch  die  6  Kegel  (J.), . . .  ergänzt. 

Auf  F^  bilden  die  X  und  X,  eingeschnitten  durch  die 
Doppelsekanten  von  r^,  eine  involutorische  Verwandtschaft, 
in  welcher  die  Schnittkurve  8.  Ordnung  mit  S^  und  die  auf  F^  ge- 
legenen B^   sich  selbst  entsprechen,  jene  Punkt  für  Punkt.     Einem 

1)  Bei  einer  durch  A  gehenden  a  kann  man  im  allgemeinen  nicht  die 
Kurve  angeben,  durch  deren  Absonderung  die  Erniedrigung  der  f  von  der  7.  auf 
die  3.  Ordnung  eintritt.  Faßt  man  a  aber  als  auf  einer  Fläche  des  Gebüsches 
gelegen  auf,  so  hat  man  in  deren  Schnitt  4.  Ordnung  mit  (J.)  die  sich  abson- 
<lernde  Kurve. 

Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.    IV.  27 


418  XL   §  139.  Involutorische  Verwandtschaften. 

ebenen   Schnitt   aF"^   korrespondiert   die  Kurve  14.  Ordnung 
^F^y  welche  durch  die  Punkte  ^, ...  i^  4  mal  geht. 

Aus  dem  Grundpunkte  F  auf  eine  Ebene  projiziert,  geht  diese 
Verwandtschaft  über  in  die  Geiser  sehe  Verwandtschaft  (Nr.  824), 
die  zu  einem  Netz  von  Kurven  3.  Ordnung  mit  7  festen  Grundpunkten 
gehört,  nämlich  den  Projektionen  von  Ä,  .  .  .  E  und  den  Spuren  der 
durch  F  gehenden  Geraden  von  F-.  Die  Kurve  14.  Ordnung,  die 
auf  F^  einem  ebenen  Schnitte  entspricht,  wird  in  eine  Kurve  10.  Ord- 
nung projiziert;  ebenso  beschaffen  ist  die  Kurve,  in  welche  durch  die 
Geis  ersehe  Verwandtschaft  ein  Kegelschnitt,  der  durch  zwei  Grund- 
punkte geht,  transformiert  wird. 

Die  Verwandtschaft  auf  jP^  hat  die  Punkte  A^  .  .  .  F  zu 
Hauptpunkten,  jedem  entspricht  eine  Kurve  4.  Ordnung,  dem  J.  z.  B. 
diejenige,  welche  durch  den  Kegel  {Ä)  eingeschnitten  wird  und  durch 
A  zweimal,  durch  B, .  .  .  F  einmal  geht. 

Man  kann  die  involutorische  Verwandtschaft  auf  F"^  selbständig 
herstellen.  Es  sind  auf  ihr  6  Punkte  A,  .  .  .  F  gegeben;  durch  sie 
gehen  auf  F^  oo^  Büschel- Grundkurven  4.  Ordnung  i?*,  durch  jeden 
Punkt  X  von  F^  oc'^.  Diese  haben  dann  den  achten  assoziierten  X 
gemeinsam.  Alle  Verbindungslinien  XX  sind  Doppelsekanten  der 
durch  A  .  .  .  F  gehenden  kubischen  Raumkurve. 

Die  Fläche  14.  Ordnung  cp^*,  die  einer  beliebigen  Fläche  2.  Grades 
a^  korrespondiert,  hat  die  Grundpunkte  ^, . . .  i^  zu  achtfachen  Punkten, 
denn  die  einer  Gerade  a  durch  A  entsprechende  kubische  Raumkurve 
trifft  a^  sechsmal,  folglich  trifft  a  die  qp^*  so  oft,  außer  in  A.  Infolge 
dessen  entspricht  z.  B.  einem  Kegel  2.  Grades,  der  seine  Spitze  in  A 
hat  und  durch  C,  D,  -E,  F  geht,  nach  Absonderung  des  doppelten 
Kegels  (Ä)  und  der  einfachen  (C),  .  .  .  (i^),  eine  Fläche  2.  Grades,  auf 
der  B  doppelt,  (7,  D,  E,  F  einfach  sind  und  A  gar  nicht  liegt,  also 
ein  Kegel  mit  der  Spitze  B  und  durch  0,  D,  E,  F.  Daher  sind  durch 
unsere  Verwandtschaft  die  beiden  Kegelbüschel  A(C,  2),  E^  F)  und 
jB((7,  D,  Ey  F)  einander  projektiv  zugeordnet;  die  Punkte  X  eines 
Kegels  des  einen  Büschels  haben  ihre  X  auf  dem  entsprechenden 
des  andern. 

Hinsichtlich  der  auf  der  Fläche  S^  gelegenen  Koinzidenzpunkte 
gilt  analoges  wie  bei  der  quadratischen  Inversion.  Im  Bündel  um 
einen  solchen  Punkt  (S  entsteht  eine  involutorische  KoUineation,  alsa 
Homologie,  in  welcher  einem  Strahle  a  oder  einer  Ebene  a  die  Tan- 
gente a  an  die  entsprechende  Kurve  f  oder  die  Berührungsebene  a'  an 
die  entsprechende  Fläche  q)  zugeordnet  ist,  oder  allgemeiner,  die 
Tangenten,  Tangentialebenen  an  zwei  durch  S  gehende  entsprechenden 
Kurven  oder  Flächen  einander  zugeordnet  sind.  Die  Axe  dieser 
Homologie  im  Bündel  ist  die  Doppelsekante  c  von  r^,  die  Ebene  die 
Tangentialebene  er  von  S"^.    Weil  a  und  f  auf  der  Regelfläche  4.  Grades. 
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(a,  r^)  liegen,  so  ist  die  Ebene  aa  die  Berührungsebene  dieser  Fläche 
in  S  und  geht  durch  die  von  ß  kommende  Erzeugende  c. 

Die  Tangenten  in  S  an  S^  entsprechen  sich  seihst. 

Wir  woUen  einen  interessanten  Spezialfall  hervorheben.  Die 
sechs  Grundpunkte  seien  dreimal  zwei  entsprechende  Punkte 
Ä^  B]  Cy  D;  E,  F  einer  windschiefen  Involution  (m,  v).  Durch 
sie  geht  die  kubische  Raumkurve  r^=  (Ä,  .  .  .  F)  in  sich  selbst  über, 
so  daß  Uj  V  zwei  konjugierte  Schmiegungsstrahlen  sind  und  aUe  Ge- 
raden der  im  Strahlennetze  [?*,  v]  enthaltenen  Regelschar  {AB,  CD, 
FF)  entsprechende  Punkte  der  r^  verbinden  (Nr.  522).  In  bezug  auf 
das  Netz  (r^)  des  Gebüsches  hat  jeder  Punkt  von  u  seinen  konjugierten 
auf  Vy  je  auf  derselben  Gerade  dieser  Regelschar.  Die  beiden  Ge- 
raden w,  V,  als  polare  Geraden,  und  die  drei  Punkte  Ä,  (7,  E  bestim- 
men ein  Netz,  dessen  Flächen  dann  auch  B,  D,  F  gemeinsam  sind, 
so  daß  es  zum  Gebüsche  ©  gehört.  Konstituieren  wir  ®  durch  jenes 
Netz  (r^)  und  eine  Fläche  aus  diesem,  so  zeigt  sich,  daß  die  genannten 
Punkte  von  u  und  v,  je  auf  einer  Gerade  von  {AB,  CD,  EF),  in 
bezug  auf  alle  Flächen  von  Ö5  konjugiert  sind.  Also  befinden  sich 
u,  V  auf  der  Jacobischen  Fläche  S^  von  @.  Auf  jeder  Gerade  von 
(AB,  CD,  EF)  liegen  die  Doppelpunkte  der  Involution  assoziierter 
Punkte  auf  u,  v.  diese  assoziierten  Punkte  sind  daher  auch  in  der 
windschiefen  Involution  entsprechend. 

Die  Korrespondenz  der  assoziierten  Punkte  auf  der  zu  @  gehörigen 
Fläche  2.  Grades  {AB,  CD,  EF)  ist  die  durch  die  windschiefe  In- 
volution (u,  v)  hervorgerufene;  und  in  der  Tat,  die  einem  ebenen 
Schnitte  korrespondierende  Kurve  14.  Ordnung  reduziert  sich  auf  die 
zweite  Ordnung;  indem  die  r^  dreimal  und  die  drei  Geraden  AB, 
CD,  EF  sich  abzweigen. 

Verschieden  von  diesen  oo^  Paaren  zu  A,...F  assoziierten  Punkten, 
welche  auch  in  der  windschiefen  Involution  (u,  v)  entsprechend  sind 
wie  A,  B]  .  .  .,  ist  das  vierte  Paar,  von  welchem  in  Nr.  630  gesprochen 
wurde;  es  liegt  nicht  auf  (AB,  CD,  EF).'') 


1)  In  bezug  auf  weitere  involutorische  Verwandtschaften  vgl.  die  Anmer- 
kung am  Schlüsse  von  §  133;  femer:  Montesano,  über  involutorische  Ver- 
wandtschaften ,  bei  denen  den  Ebenen  Flächen  n*^""  Ordnung  mit  einer  («  —  2)- 
fachen  Gerade  —  deren  Abbildung  in  §  131  besprochen  wurde  —  korrespondieren: 
Rendiconti  dell'  Accademia  dei  Lincei  Bd.  5.  2.  Sem. 

Mit  den  Komplexen  der  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  hat  sich 
Montesano  auch  beschäftigt;  er  untersucht  involutorische  Verwandtschaften, 
welche  einen  linearen,  bzw.  einen  tetraedralen  Komplex  bestimmen,  a.  a.  0. 
ßd.  4,  1.  Sem.,  Bd.  5,  1.  Sem.,  und  Transformationen,  welche  quadratische  Kom- 
plexe erzeugen:  Rendiconti  delF  Istituto  Lombardo  Ser.  11,  Bd.  25.  Ich  mußte 
verzichten,  auf  alle  diese  Untersuchungen  einzugehen. 
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Zwölfter  Teil. 
Mehrdeutige  Verwandtschaften  im  Ranme. 

§  140.  Die  Korrespondenzprinzipe  im  Punktraume  und  im 
Strahlenraume. 

963  Ehe  wir  zu  nicht  mehr  in  beiderlei  Sinne  eindeutigen  Verwandt- 

schaften übergehen,  wollen  wir  das  Korrespondenzprinzip  im 
Punktraume  beweisen,  den  Satz,  welcher  die  Anzahl  der  Koinzi- 
denzpunkte einer  räumlichen  Verwandtschaft  angibt,  wofern 
diese  Zahl  endlich  ist.  Wir  wissen  schon,  daß  wir  bei  einer  Ver- 
wandtschaft im  Räume  zwei  Gradzahlen  haben:  die  Ordnung  n 
der  Kurven,  die  den  Geraden  von  Z,  und  der  Flächen,  welche 
den  Ebenen  von  Z'  entsprechen,  und  die  Ordnung  n^  der 
Kurven,  welche  den  Geraden  von  Z',  und  der  Flächen,  welche 
den  Ebenen  von  Z  korrespondieren;  ist  die  Korrespondenz 
(m,  m')- deutig,  so  daß  einem  Punkte  von  Z  m'  Punkte  in  Z'  und 
einem  Punkte  von  Z'  m  Punkte  von  Z  entsprechen,  so  läßt  uns  das 
Korrespondenzprinzip  in  der  Ebene  (§  117)  vermuten,  daß  die  An- 
zahl der  Koinzidenzpunkte 

m  -\-  m  -{-  n  -\-  n^ 
sein  wird. 

Bei  der  KoUineation  sind  diese  vier  Zahlen  1  und  die  Anzahl 
der  Koinzidenzpunkte  4. 

Die  Koinzidenzpunkte  der  Cremo  na  sehen  Verwandtschaft  (2,  2) 
(Nr.  936)  lassen  sich  leicht  ermitteln.  Entsprechende  Punkte  liegen 
auf  homologen  Strahlen  der  beiden  kollinearen  Bündel  um  die  Haupt- 
punkte 0,  0';  also  haben  wir  die  Koinzidenzen  auf  der  durch  diese 
erzeugten  kubischen  Raumkurve  IC^  zu  suchen.  Wir  rechnen  sie  zu 
Z;  die  ihr  entsprechende  Kurve  ist  5.  Ordnung,  weil  jene  der  Fläche 
(p  2.  Ordnung,  die  einer  a'  korrespondiert,  außer  in  0  noch  fünfmal 
begegnet,  und  wegen  der  drei  Begegnungspunkte  von  R^  mit  der  0' 
zugeordneten  Ebene  k  geht  sie  dreimal  durch  0'.  Der  Kegel  2.  Grades, 
welcher  B^  aus  0'  projiziert,  projiziert  auch  diese  Kurve.  Aus  einem 
Punkte  P  auf  ihm  werden  die  beiden  Kurven  durch  Kegel  projiziert, 
welche  FO'  zur  vierfachen  bzw.  doppelten  Kante  haben  und  zwar  so, 
daß  eine  Tangentialebene  gemeinsam  ist;  es  bleiben  noch  sechs  Schnitt- 
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kanten,  welche  nach  gemeinsamen  Punkten  der  beiden  Kurven  gehen, 
in  denen  sich  je  entsprechende  Punkte  vereinigen. 

Es  wurde  schon  erwähnt  (Nr.  952),  daß,  wenn  die  in  beiderlei 
Sinne  kubische  Vei-wandtschaft  durch  drei  Korrelationen  entsteht, 
Koinzidenzen  die  acht  gemeinsamen  Punkte  der  Punkt-Kernflächen  sind. 

Der  Beweis  des  Korrespondenzprinzips  im  Räume  verläuft  ähn- 
lich wie  der  in  der  Ebene  (Nr.  839). 

Der  Punkt  X  in  Z  bewege  sich  in  einer  Ebene  a,  die  vn  ent- 
sprechenden Punkte  X'  beschreiben  eine  Fläche  cp'  von  der  Ordnung 
Wi*,  von  ihnen  hat  jeder,  im  allgemeinen,  nur  einen  der  m,  entsprechen- 
den Punkte  in  a.  Verbinden  wir  X  und  die  entsprechenden  X'  mit 
einem  festen  Punkte  0,  so  ergibt  sich  im  Bündel  um  denselben  eiue 
Korrespondenz,  in  welcher  einem  Strahle  x  =  OX  die  ni  Strahlen 
X  =  OX'  zugeordnet  sind;  jeder  Strahl  x  von  0  trifft  qp'  in  «^  Punkten 
X',  denen  ebenso  viele  X  auf  a  und  Strahlen  x  in  0  korrespondieren. 
Bewegt  sich  x  in  einem  Strahlenbüschel  des  Bündels  0,  also  X  in  a 
auf  einer  Gerade  a,  so  beschreibt  x'  den  Kegel  n^^  Ordnung,  welcher 
aus  0  die  der  a  entsprechende  Kurve  /*'  von  dieser  Ordnung  proji- 
ziert. Danach  hat  diese  KoiTespondenz  im  Bündel  m'  -\-  n  -\-  n^  Koinzi- 
denzstrahlen. Es  gibt  in  a  so  viele  Punkte  X,  welche  mit  einem 
ihrer  entsprechenden  Punkte  X'  auf  einer  Gerade  durch  0  liegen. 

Die  Punkte  X  von  X,  welche  mit  einem  ihrer  korre- 
spondierenden Punkte  auf  einer  Gerade  durch  einen  festen 
Punkt  0  liegen,  erzeugen  eine  Kurve  K  von  der  Ordnung 
m  -f-  n  +  n^,  und  diese  entsprechenden  Punkte  eine  Kurve  K! 
von  der  Ordnung  m -\- n -\- n^.  Die  erste  geht  w'-mal,  die 
zweite  m-mal  durch  0.  Diese  Kurven  befinden  sich  in  eindeutiger 
Beziehung  und  rufen  in  einem  festen  Ebenenbüschel  u  eine  Korre- 
spondenz [m  -\-  n  -\-  n^ ,  m  -\-  n  -\-  w J  hervor.  Die  Ebene  uj  =  w  0 
enthält  zu  den  n  -\-  n^  weiteren  Schnitten,  welche  sie,  außer  0,  mit 
K  hat,  die  entsprechenden  auf  K\  mit  jenen  in  geraden  Linien  durch 
0  gelegen,  und  ist  vermutlich  {n  -\-  wj- fache  Koinzidenz. 

Es  sei  ri  im  Büschel  u  unendlich  nahe  an  w  gelegt;  sie  trifft  K 
in  m  dem  m'- fachen  Punkte  0  unendlich  nahen  Punkten;  die  von 
0  nach  ihnen  gehenden  Strahlen  bilden  endliche  Winkel  mit  uj  und 
ebenso  die  Ebenen,  welche  u  mit  den  ihnen  entsprechenden  Punkten 
auf  K'  verbinden.  Es  sei  Z  einer  von  den  n  -{-  n^  übrigen  Schnitten 
der  Ti  mit  K]  er  befindet  sich  unendlich  nahe  an  u),  aber  in  end- 
licher Entfernung  von  0  und  w,  Z\  der  ihm  entsprechende  auf  K', 
in  ebenfalls  endlicher  Entfernung  von  Z  und  von  u.  Wir  bezeichnen 
den  Strahl  OZZ'  mit  z  und  die  Ebene  uZ'  mit  x\\  t  sei  eine  beliebige 
Ebene  durch  z  (eine  zu  u  rechtwinklige  ist  im  allgemeinen  nicht 
vorhanden)  und  Z7,  o,  y,  y  ihre  Schnitte  mit  m,  u),  r|,  r|',  so  ergibt 
sich  wie  in  Nr.  839: 
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sinyy'        ZZ'     TJO 
sinoy  "■  Uz'  '  WZ' 

ein  endlicher  Wert.  Ist  nun  er  noch  eine  beliebige  Ebene  des  Büschels 
u  und  s  ihr  Schnitt  mit  l^  so  ist: 

(y'oys)  =  (n'ujncT); 

woraus   folgt,   daß   auch  ^-^-^     einen   endlichen   Wert  hat,   weil  dies 
°  '  am  tu  r\  ^ 

für  die  anderen  in  diesen  Doppelverhältnissen  auftretenden  Verhält- 
nisse gilt.  Dasselbe  finden  wir  für  jeden  der  n-\-n^  Punkte  Z  in  r\ 
und  seinen  entsprechenden  Z'.  Also  ist,  nach  der  Regel  in  Nr.  160^ 
in  der  Tat  die  Ebene  lu  eine  (w-f-w^)- fache  Koinzidenz  der  Korre- 
spondenz im  Büschel  u.  Von  den  übrigen  m  -\-  m  •\-  n  -{-  n^  Koinzi- 
denzebenen geht  jede  nach  einem  Punkte  Z  von  K  und  zugleich  nach 
dem  entsprechenden  Z'  auf  K'j  der  andererseits  mit  Z  auf  einer  Ge- 
rade durch  0  liegt,  ohne  daß  jedoch  diese  Gerade  in  jene  Ebene  fällt. 
Folglich  müssen  sich  Z  und  Z'  vereinigen.^) 

Eine  (m,  m')-deutige  Verwandtschaft  zweier  Räume  mit 
den  Gradzahlen  n,  n^  besitzt  im  allgemeinen 

m  -\-  m  -\-  n  -\-  n^ 
Koinzidenzpunkte.^) 
964  Wir  geben   einige  Anwendungen,   mit  denen  wir  frühere  Ergeb- 

nisse bestätigen. 

Läßt  man,  in  bezug  auf  zwei  Flächen  jF^,  F,^  von  den  Ordnungen 
Wj,  ^2,  die  Pole  derselben  Ebene  einander  entsprechen,  so  entsteht 
eine  Verwandtschaft:  m  =  {n^  —  1)^,  m  =  {n^  —  1)^  Durch  die  Polar- 
ebenen der  Punkte  einer  Gerade  in  bezug  auf  F^  ergibt  sich  ein 
Torsus  von  der  Klasse  n^  —  1,  während  diejenigen  der  Punkte  einer 
Ebene  in  bezug  auf  F^  eine  Fläche  (n^  —  l)2ter  Klasse  umhüllen 
(Nr.  684).  Die  Zahl  der  gemeinsamen  Tangentialebenen,  {n^  —  1)  (w^  —  1)^ 
ist  die  eine  Gradzahl  der  Verwandtschaft,  und  {n^  —  Vfin^  —  l)  die 
andere.     Die  Summe  der  vier  Zahlen  ist: 

K  +  «,  -  2)[K  - 1)'  +  K  - 1)'], 

die  Anzahl  der  Punkte,  welche  in  bezug  auf  beide  Flächen 
die  nämliche  Polarebene  haben  (Nr.  685). 

Zwei  kollineare  Flächengebüsche  G^,  G^  von  den  Ordnungen  %, 
n^  führen  zu  einer  (w^^,  »^2^)- deutigen  Verwandtschaft  zwischen  den 
Grundpunkten  entsprechender  Netze.  Durchläuft  ein  Punkt,  der  als 
Grundpunkt  ein  Netz  in  G^  bestimmt,  eine  Gerade,  so  beschreiben 
die  entsprechenden  Grundpunkte  in  G^  eine  Kurve  von  der  Ordnung 


1)  Zeuthen,  Comptes  rendus,  Bd.  78,  S.  1553. 

2")  Eine    Übertragung    dieses   Prinzips    in  das  Strahlengewinde  findet  sich: 
Liniengeometrie  I,  Nr.  206. 
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n^n^}\  denn  sie  hat  mit  einer  beliebigen  Fläche  von  G^^  die  w^  Gruppen 
Ton  n^  Grundpunkten  gemeinsam,  welche  den  Schnitten  der  korre- 
spondierenden Fläche  in  G^  mit  der  Gerade  entsprechen.  Die  andere 
Gradzahl  ist  n^n^.  Die  Summe  der  vier  Zahlen  ist  (n^  +  n^  (n^  -f  Wg^), 
die  Anzahl  der  Punkte,  welche  zugleich  Grundpunkte  von 
entsprechenden  Netzen  der  Gebüsche  sind  (Nr.  674). 

Sind  sechs  kollineare  Gebüsche  G^y  .  .  .,  G^  gegeben,  welche  die 
Ordnungen  w^,  .  .  .,  n^  haben,  so  ergibt  sich  eine  (yi^n^n^y  ^^s^e)" 
deutige  Verwandtschaft,  wenn  in  X  drei  entsprechende  Flächen  aus 
^i;  ^2?  ^3  sich  schneiden  und  in  X'  die  ihnen  entsprechenden  aus 
G^j  Gr,,  Gq.  In  jedem  Punkte  X  treffen  sich  drei  homologe  Flächen 
aus  G^j  G^y  G^.  Drei  entsprechende  Netze  aus  diesen  Gebüschen  er- 
zeugen eine  Fläche  von  der  Ordnung  7i^  -\-  n^ -\-  n^  (Nr.  672).  Die 
Schnittpunkte  derselben  mit  einer  Gerade  l  zeigen,  daß  in  jedem  der 
drei  Gebüsche  die  Flächen,  welche  mit  ihren  entsprechenden  in  den 
anderen  sich  auf  l  schneiden,  eine  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit 
bilden,  von  welcher  zu  jedem  Netze  des  Gebüsches  n^  -\-  n^  -\-  n^  ge- 
hören.    Die  in  G^  befindliche  sei  ©i- 

Drei  entsprechende  Büschel  aus  (r^,  Gr,,  Gq  erzeugen  eine  Kurve 
von  der  Ordnung  n-^nQ  +  n^n^  +  ^^^5;  aus  ihren  Schnitten  mit  einer 
Ebene  E'  folgt,  daß  in  jedem  der  drei  Gebüsche  eine  doppelt  unend- 
liche Mannigfaltigkeit  von  Flächen  existiert,  die  mit  den  entsprechen- 
den, in  den  anderen  sich  auf  E'  schneiden;  sie  sendet  in  jeden  Büschel 
des  betreffenden  Gebüsches  n-^riQ  -\-  n^n^^-i-  n^n^  Flächen.  Ihr  ent- 
spricht in  G^  eine  ebenso  beschaffene  Mannigfaltigkeit  %^.  Beziehen 
wir  G^  kollinear  auf  den  Ebenenraum,  so  gehen  diese  Mannigfaltig- 
keiten @j  und  %^  über  in  einen  Torsus  und  eine  Fläche  von  den 
Klassen  n^  -\-  n^  -j-  n^,  ^Wg  +  .  .  .  Die  gemeinsamen  Ebenen  beweisen, 
daß  von  den  Punkten  X\  welche  den  Punkten  X  von  l  entsprechen, 

(^1  -f  W2  H-  n^){n^n^  +  WgW^  -f  n^n-^ 

sich  in  E'  befinden;  dies  ist  die  eine  Gradzahl  der  Verwandtschaft, 
und  {n^  -f  ^5  +  ^6)(%^3  +  ^3^1  +  ^^i^^2)  is^  ^i®  andere.  Die  Summe 
führt  zu  56  8,  ^^^  Anzahl  der  Punkte,  in  welche  aus  allen 
sechs  Gebüschen  homologe  Flächen  zusammenkommen 
(Nr.  676). 

Die  drei  Gebüsche  G^,  G^j  G^  führen  zu  einer  Kurve  T  von  der 
Ordnung  n^^  -\-  n^  +  n^  -f  n^n^  -f  n^n^  -\-  n^n.2,  deren  Punkte  nicht 
bloß  drei  entsprechenden  Flächen,  sondern  drei  entsprechenden  Büscheln 
gemeinsam  sind  (Nr.  674).  Sie  wird  für  die  Verwandtschaft  Haupt- 
kurve in  Z;  jedem  ihrer  Punkte  entspricht  eine  Kurve  von  der  Ord- 
nung WgWg  -f-  n^n^  -f  n^n^y  das  Erzeugnis  der  drei  entsprechenden 
Büschel  in  G^^,  G^,  G^. 

Wenn  alle  Gebüsche  Ebenenräume  sind,  so  wird  die  Ver- 
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wandtschaft  eindeutig  und  in  beiderlei  Sinne  vom  9.  Grade. 
Die  Hauptkurven  T  und  T'  sind  6.  Ordnung  und,  weil  jedem  Punkte 
auf  ihnen  eine  kubische  Raumkurve  entspricht,  dreifach  auf  den 
Flächen  9.  Ordnung,  die  den  Ebenen  des  anderen  Raums  korrespon- 
dieren. Aus  Nr.  952  wissen  wir,  daß  zu  den  kollinearen  Räumen  G^y 
G^,  G^  eine  Regelfläche  8.  Grades  gehört,  in  deren  Geraden  homo- 
loge Ebenen  sich  schneiden,  und  daß  in  jedem  der  Räume  diese 
Ebenen  einen  Torsus  6.  Klasse  umhüllen.  Die  drei  entsprechenden 
Torsen  in  G^y  Gp^,  Gq  erzeugen  dann  eine  Kurve  18.  Ordnung  (Nr.  177), 
deren  Punkten  je  eine  Erzeugende  jener  Regelfläche  zugeordnet  ist. 
Durch  diese  einfache  Hauptkurve  18.  Ordnung  wird  jene  dreifache 
6.  Ordnung  T'  zur  Kurve  72.  Ordnung  vervollständigt,  welche  allen 
Flächen  9.  Ordnung  von  Z'  gemeinsam  sein  muß. 

In  Nr.  689  lernten  wir  eine  ein -mehrdeutige  Verwandtschaft 
kennen,  welche  zu  drei  Flächen  F^^  i\y  F^  von  den  Ordnungen  %, 
^2?  **3  gehört.  Einem  Punkte  0  wird  der  Schnittpunkt  0'  seiner  drei 
Polar  ebenen  zugeordnet,  so  daß  einem  0'  die  {n^  —  l){n^  —  l)(n^  —  l) 
Schnittpunkte  0  seiner  ersten  Polaren  entsprechen.  Die  Gradzahlen 
waren: 

9^*  =  n^  -1-^2  +  ^3  —  3; 

9^   =  WgWg  +  n^n^  +  n^n^  —  2{n^  -\-  n^ -{■  n^  -f  3. 

Die  Summe  der  vier  Zahlen  ist  n^n^n^]  Koinzidenzen  sind  die  ge- 
meinsamen Punkte  der  drei  Flächen. 

Dies  läßt  sich  verallgemeinern,  indem  wir  mit  den  ^*®'^  und  den. 
{fij^  —  %)^^  Polaren  arbeiten. 

Einem  Punkte  0  sind  die  v'  Schnittpunkte  0'  der  (w^  — ^■)*®", 
{n^  —  %)^^y  {n^  —  i)^^^  Polaren,  dem  0'  also  die  (Wi  — 0(*^2~'^*)(^3~^) 
Schnittpunkte  0  der  i*®"  Polaren  zugeordnet. 

Wir  betrachten  zunächst  bloß  zwei  Flächen  F^y  F^\  wenn  zwei 
Geraden  ?,  l'  gegeben  sind,  so  suchen  wir,  wie  viele  **®"  Polaren  von 
Punkten  der  X  sich  auf  l  schneiden.  Durch  einen  Punkt  Y^  von  l 
gehen  %  i^  Polaren  von  Punkten  auf  l'  in  bezug  auf  F^^ ;  zu  den  i  Polen 
konstruieren  wir  die  i*®^  Polaren  in  bezug  auf  -Fg  ^^^  schneiden  sie 
mit  l  in  i(n^  —  i)  Punkten  Yg,  welche  dem  Y^  zugeordnet  werden; 
ebenso  entsprechen  jedem  Fg  i(n^  —  i)  Punkte  Y^.  Koinzidenzen  sind 
daher  ?*(nj -|->^2  —  2*).  So  oft  schneiden  sich  also  i*®  Polaren  von 
Punkten  von  V  in  bezug  auf  F^y  F^  auf  Z,  oder  (w^  —  i)*^,  (n^  —  iy^ 
Polaren  von  Punkten  von  l  auf  T;  also  ist  *(?ii -f- Wg  ~  ^0  sowohl  die 
Ordnung  der  Fläche  der  Schnittkurven  der  i*®"  Polaren  der  Punkte 
von  l\  als  die  der  Fläche  der  Schnittkurven  der  (n^  —  i)*®'^  und  (Wg  —  i)^^ 
Polaren  der  Punkte  von  l  in  bezug  auf  F^y  F^. 

Jetzt  sei  E  in  Z  gelegt.  Die  Pole  der  (n-^  —  ^)*®''  Polaren  in  be- 
zug auf  F^y  die  durch  einen  Punkt  X[^  von  V  gehen,  erfüllen  dessen 
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i*^  Polare,  analog  die  der  (Wg  — i)**"  Polaren  in  bezug  auf  i%;  die 
Kurve,  welche  diesen  i^^  Polaren  von  X^^  gemeinsam  ist,  schneidet  E 
in  (?'i  — 0('^2~0  Punkten;  die  (wg  — i)**°  Polaren  dieser  Punkte  in 
bezug  auf  F^  schneiden  t  in  H^i  — ^)(^?2~0  Punkten  Xg',  die  wir 
dem  Xj2  zuordnen. 

Die  (>?3  —  i)^^"  Polaren  in  bezug  auf  JPg,  welche  durch  einen 
Punkt  X3'  der  l'  gehen,  haben  ihre  Pole  auf  der  j**^  Polare  desselben, 
welche  E  in  einer  Kurve  von  der  Ordnung  n^  —  i  schneidet.  Diese 
schneiden  wir  mit  der  Fläche  von  der  Ordnung  i(n^-\-n.,  —  2i)  der 
Schnittkurven  der  i^^^  Polaren  der  Punkte  von  /'  in  bezug  auf  jp^,  jP^* 
Es  ergeben  sich  damit  auf  ihr  i(nj^-\-n^  —  2i)(n^  —  i)  Pole,  deren 
(n^  —  iy^j(}U  —  if^  Polaren  in  bezug  auf  F^,  F^  sich  auf  V  schneiden; 
und  diese  Punkte  auf  V  sind   die  dem  X3'  zugeordneten  Punkte  X[^, 

Wir  erhalten  eine  Korrespondenz 

[/  (n^  -\-n^  —  2i)  (wg  —  i),  i  (w^  —  i)  (n^  —  i)] , 

und  die  Zahl  der  Koinzidenzen  sagt  aus,  wie  oft  entsprechende 
Punkte  0,  0'  auf  E,  t  fallen.  Die  eine  Gradzahl  der  Verwandtschaft 
ist  also: 

^^2%  +  ^^3'^  +  >^"2  — -  ^'(^«1  +  '^2  +  ^h)  +  3^^)- 

Um  die  andere  zu  gewinnen,  stellen  wir,  wenn  E'  in  X'  liegt, 
auf  /  eine  Korrespondenz 

her:  die  zweite  Gradzahl  ist  i^(n^-\-n^  +  n^—  3i). 

Die  Summe  der  vier  Zahlen  ist  wiederum  n^n^n^]  auch  hier 
können  Koinzidenzen  nur  die  gemeinsamen  Punkte  der  drei 
Flächen  sein. 

Wir    schließen    das    Korrespondenzprinzip     im    Strahlen-  965 
räume  an.     Zwischen  zwei  Strahlenräumen  @  und  &  bestehe 
folgende  Korrespondenz: 

Einem  Strahle  x  von  (3  entsprechen  m  Strahlen  x  von  @', 
einem  ic'  aber  m  Strahlen  :r.  Es  gebe  n  Paare  entsprechender 
Strahlen,  bei  denen  x  einem  gegebenen  Strahlenbüschel  an- 
gehört und  x'  eine  gegebene  Gerade  trifft,  so  daü  einem  Büschel 
in  ®  eine  Regelfläche  vom  Grade  n  in  ©'  korrespondiert  und  einem 
Strahlengebüsche  in  @'  ein  Komplex  n**^  Grades  in  (3:  umgekehrt 
sei  Wj  die  Anzahl  der  Paare,  bei  denen  x  eine  Gerade  trifft 
und  x'  einem  Büschel  angehört.  Ferner  seien  p,  g,  r,  s  die 
Anzahlen  der  Paare,  bei  denen  x  und  x'  je  mit  einem  ge- 
gebenen Punkte,  oder  mit  einer  gegebenen  Ebene,  x  mit 
einem  Punkte,  x  mit  einer  Ebene  oder  x  mit  einer  Ebene, 
X  mit  einem  Punkte  inzidieren,  so  daß  einem  Bündel  in  @  oder 
©'  eine  Kongruenz  (p,  r),  (p.  5),  einem  Felde  in  (3  oder  &'  eine  Kon- 
gruenz (s,  5),  [T,  q)  entspricht. 
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Jeder  Punkt  ist  Schnittpunkt  von  p  Schneidepaaren;  weil  von 
dem  Bündel  des  einen  Raumes^  der  von  ihm  ausgeht,  p  Strahlen  der 
entsprechenden  Kongruenz  im  anderen  angehören.  Wir  lassen  den 
Punkt  auf  einer  Gerade  l  laufen;  H  sei  eine  Ebene  durch  l.  Jeder 
Punkt  X  auf  l  bestimmt  einen  Büschel  (X,  H)  von  Strahlen  Xy  von 
der  entsprechenden  Regelfläche  treffen  n  Geraden  die  l  in  Punkten  X'. 
Der  Bündel  von  Strahlen  x  aus  einem  Punkt  X.'  auf  l  führt  zu  einer 
Kongruenz  {p,  s)  mit  s  Strahlen  x  in  H,  welche  l  in  den  ihm  ent- 
sprechenden Punkten  X  schneiden.  Die  n  -\-  s  Koinzidenzen  lehren, 
daß  von  den  Strahlen  x  der  oo^  Paare  mit  Schnittpunkt  auf  l  n  -\-  s 
in  eine  Ebene  durch  l  fallen;  von  den  x  tun  es  n^  +  r.  Der  Ebene 
^  ordnet  man  dann  die  Ebenen  H'  durch  l  zu,  welche  die  zugehörigen 
Geraden  x'  enthalten.  Wir  bekommen  also  im  Büschel  l  eine  Korre- 
spondenz \n^  -f  r,  w  +  5]  und  n  -f  %  -f  r  +  ^  Koinzidenzen.  Demnach 
sind  t  =  n-\-n^-\-r-\-s  Paare  sich  schneidender  entsprechen- 
der Geraden  x,  x  vorhanden,  bei  denen  Schnittpunkt  und 
Verbindungsebene  zugleich  mit  derselben  gegebenen  Ge- 
rade l  inzidieren. 

Während  der  Schnittpunkt  X  eines  der  obigen  Paare  xx  auf  l 
sich  bewegt,  umhüllt  die  Verbindungsebene  einen  Torsus  von  der 
Klasse  v]  von  den  v  Ebenen,  die  durch  einen  Punkt  Xq  auf  l  gehen, 
kommen  p  her  von  den  Paaren,  für  welche  er  Schnittpunkt  ist,  die 
weiteren  von  solchen,  bei  denen  auch  die  Ebene  durch  l  geht;  deren 
sind  t\  also  ist  v  ^  p -\- t.  Dual  ergibt  sich,  daß  die  Paare  in  den 
Ebenen  durch  l  ihre  Schnittpunkte  auf  einer  Kurve  von  der  Ordnung 
w  =^  q-\-  t  haben. 

Jetzt  nehmen  wir  aus  den  00^  Paaren  entsprechender 
und  im  allgemeinen  windschiefer  Geraden  Xj  x  die  c»^  heraus, 
bei  denen  x  und  x  sich  derartig  schneiden,  daß  der  Schnitt- 
punkt D  in  eine  gegebene  Ebene  E  fällt  und  die  Verbin- 
dungsebene b  durch  einen  gegebenen  Punkt  E  geht:  Schneide- 
paare Sl^E- 

Lassen  wir  die  vorhinige  Gerade  l  in  die  Ebene  E  fallen,  so  er- 
kennen wir,  daß  die  Schnittpunkte  D  in  ihr  eine  Kurve  (D) 
von  der  Ordnung  v  =-- p  -\~  t  erzeugen,  und  wenn  l  durch  E  geht, 
ergibt  sich  der  von  den  Ebenen  b  umhüllte  Kegel  (b)  von  der 
Klasse  w  -=  q -\-  t. 

Wir  bestimmen  den  Grad  der  Regelfläche  der  Geraden  x  jener 
Paare.  Auf  einer  festen  Gerade  a  sei  X  ein  beliebiger  Punkt.  Ein 
Punkt  Y"  in  E  führt,  mit  X  verbunden,  zu  einem  Strahle  Xj  dem 
m  Strahlen  x  korrespondieren  mit  ebenso  vielen  Spuren  Y'  in  E. 
Durch  einen  Y'  gehen  p  Strahlen  x  aus  der  Kongruenz,  die  dem 
Bündel  X  entspricht,  und  führen  durch  die  entsprechenden  Strahlen 
im  Bündel  zu  p  Punkten  Y.     Wenn   F  in  E  eine  Gerade  durchläuft. 
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SO  beschreibt  x  einen  Büschel  im  Bündel  X  und  die  x  eine  Regel- 
fläche vom  Grrade  w,  welche  dann  in  E  eine  Kurve  derselben  Ordnung 
einschneidet.  Die  so  entstandene  Korrespondenz  der  Punkte  Y  und 
Y'  in  E  hat  daher,  nach  dem  Korrespondenzprinzip  in  der  Ebene 
(Nr.  839),  m  +  p  +  w  Koinzidenzen,  welche  dartun,  daß  der  Bündel  X 
so  viele  Strahlen  x  besitzt,  die  zu  einem  Schneidepaar  mit  Schnitt- 
punkt in  E  gehören.  Die  Strahlen  x  dieser  Paare  verbinden  wir  mit 
-E  durch  Ebenen,  welche  a  in  m  -\-  p  ■\  n  Punkten  X'  schneiden,  die 
wir  dem  X  in  einer  Korrespondenz  auf  a  zuordnen. 

Gehen  wir  nun  von  einem  X'  auf  a  aus,  der  mit  E  durch  die  Gerade 
h'  verbunden  werde;  wir  wollen  jetzt  entsprechende  x  und  x  haben, 
welche  a  und  h'  bzw.  treffen  und  sich  auf  E  schneiden.  Wir  stellen 
wiederum  in  E  eine  Korrespondenz  her.  Ein  Punkt  Z  dieser  Ebene 
führt  zu  einem  Büschel  von  ihm  ausgehender  und  a  schneidender 
Strahlen  X'^  von  den  entsprechenden  Geraden  x  treffen  n  die  V,  ihre 
Spuren  Z'  ordnen  wir  dem  Z  zu;  einem  Z'  sind  n^  Punkte  Z  zu- 
geordnet. Wenn  Z  in  E  auf  einer  Gerade  c  läuft,  so  ergibt  sich  das 
Strahlennetz  [a,  c],  dem  eine  Kongruenz  entspricht. 

Einem  Bündel  oder  Felde  in  %'  korrespondiert  eine  Kongruenz 
iSy  ^)  ^zw.  (r,  q)j  welche  mit  dem  Strahleunetz  p  -{-  s  Strahlen  resp. 
r  -\-  q  gemein  hat^):  also  entspricht  dem  Netze  [a,  c\  von  @  eine  Kon- 
gruenz (j)  -j-  5,  r  -}-  q)j  aus  welcher  die  Gerade  h'  eine  Regelfläche  vom 
Grade  p  -{-  q  -\-  r  -\-  s  ausscheidet,  mit  einer  Kurve  dieser  Ordnung  von 
Punkten  Z'  in  E.  Wir  kommen  zVin-\-n^-{-p-\-q-\-r  +  s=p-{-q-\-t 
Koinzidenzpunkten.  Dieselben  führen  zu  den  gesuchten  Paaren  und 
ordnen  in  den  Schnitten  ihrer  x  mit  a  dem  X'  die  entsprechenden 
Punkte  X  zu,  so  daß  auf  a  eine  Korrespondenz  [jp -{- q -\- 1,  m  -{- p  -\- n\ 
entstanden  ist.  Zu  ihren  Koinzidenzen  gehört  der  Punkt  aE  und 
zwar  p-fach  wegen  der  p  Schneidepaare,  für  welche  er  Schnittpunkt 
ist^),  bei  ihnen  geht  die  Verbindungsebene  nicht  durch  E.  Bei  den 
anderen  fällt  x,  weil  sie  XE ^  X'E  trifft,  in  die  Ebene  (x,XE); 
XX  geht  durch  E.  Ihre  Anzahl  ist:  m  ■\-n^p-\-q-\-t.  Das  ist 
der  Grad  der  Regelfläche  der  Geraden  x  der  Schneidepaare 
>Se,£,  und  m  -{■  n^ -\'  p  ■\-  q -\- t  der  Grad  der  Regelfläche  der  x. 

Auf  beiden  ist  die  Kurve  (D)  einfach,  da  im  allgemeinen  einer 
Gerade  der  einen  Regelfläche  nur  eine  von  der  anderen  zugehört. 
Untersuchen  wir,  wie  viele  Erzeugenden  der  ersteren  in  die  Ebene  E 
fallen,  also  die  Klasse  der  Kongruenz  der  Strahlen  x  der  Schneide- 
paare, deren  Verbindungsebene  durch  E  geht.  Da  es  sich  hier  nur 
um  eine  Bestätigung  handelt,   benutzen  wir   eine   Ebene   r|   durch  E\ 


1)  Weil  die  eine  Leitgerade  des  Netzes   eine  Regelfläche  vom  Grad  p  -\-  s^ 
bzw.  /• -j- ^  ausscheidet;  vgl.  die  Anmerkung  in  Nr.  247. 

2)  Den  exakten  Beweis  dieser  Vielfachheit  unterdrücke  ich  hier. 
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sie  enthält  g  Paare,  von  denen  beide  Geraden  in  sie  fallen.  Der 
Büscliel  {E,  r|)  enthält  aber  noch  Strahlen  x^  mit  schneidenden  ent- 
sprechenden X,  die  nicht  in  t]  liegen.  Ihm  korrespondiert  eine  Regel- 
fläche vom  Grade  n]  wir  ordnen  einem  Strahle  x  von  (jE,  r|)  die 
m'  Strahlen  X;^'  dieses  Büschels  zu,  welche  von  den  m'  entsprechen- 
den Strahlen  x  getroffen  werden;  ein  Strahl  x^  trifft  n  Geraden  jener 
Regelfläche  und  hat  also  so  viele  entsprechenden  X]  daher  ist  7n-\-n 
die  Zahl  jener  Geraden  x  in  (E,  r|);  und  rj  enthält  q  +  tn  -f-  n  Geraden 
der  Kongruenz,  was  dann  auch  für  E  gilt.  Die  Summe  dieser  Zahl 
und  der  Ordnung  der  Kurve  (D)  ist  gleich  dem  Grade  der  ersteren 
der  obigen  Regelflächen,  womit  die  genannte  Ordnung  bestätigt  ist.^) 
Nunmehr  rufen  wir  durch  die  beiden  zueinander  gehörigen  Regel- 
flächen der  Geraden  x,  x  der  Schneidepaare  S^^e  iß-  einem  Strahlen- 
büschel (0,  cj)  eine  Korrespondenz  hervor,  in  der  von  entsprechenden 
rr,  X    getroffene  Strahlen  zugeordnet  sind;  sie  ist  eine 

[m  -f  >^l  -f-  ^  -f-  3'  +  ^,  m'  +  n  +  ^  -f  ^  +  ^]. 

Von  ihren  Koinzidenzen  rühren  ^  -\- 1  her  von  den  Schnitten  der 
Kurve  (D)  mit  der  Ebene  du  und  g  -}-  ^  von  den  Tangentialebenen  des 
Kegels  (b),  die  durch   0  gehen.     Es  bleiben 

m  +  m'  -f-  >^  -f-  ^1  +  j)  +  q- 

Jede  von  ihnen  weist  auf  zwei  entsprechende  Geraden  der  beiden 
Regelflächen  hin,  welche  den  nämlichen  Strahl  von  (0,  lu)  treffen, 
ohne  daß  ihre  Ebene  durch  0  geht  oder  ihr  Schnittpunkt  in  tu  liegt. 
Das  ist  ohne  Vereinigung  nicht  möglich;  und  umgekehrt,  durch  ver- 
einigte entsprechende  Strahlen  wird  eine  Koinzidenz  bewirkt. 

Zwei  in  der  oben  beschriebenen  Weise  in  Verwandt- 
schaft stehende  Strahlenräume  haben,  im  allgemeinen, 

■  m  -{■  m  -\-  n  -\-  n^^  f  ^  q 

Koinzidenz  strahlen.^) 

Die  Zahlen  r,  s  kommen  also  in  der  Formel  nicht  vor. 

Geben  wir  auch  davon  einige  Anwendungen. 

Kommt  die  Korrespondenz  durch  eine  Kollineation  zustande,  so 
sind  alle  sechs  Zahlen  1 ;  die  sechs  Koinzidenzstrahlen  sind  die  Kanten 
des   Koinzidenztetraeders.     Wird   sie   durch   eine   Korrelation   hervor- 


1)  In  einem  früheren  Beweise  (Liniengeometrie  Bd.  I  Nr.  87)  habe  ich  mich 
begnügt,  nach  dem  Prinzip  der  speziellen  Lage  den  Grad  der  Regelfläche  durch 
ihren  Schnitt  mit  E  zu  bestimmen. 

Natürlich  wird  der  Beweis  dadurch  kürzer  und  einfacher;  und  die  An- 
sichten, was  das  Bessere  ist,  sind  geteilt. 

2)  Eine  allgemeinere  Formel,  welche  auch  die  speziellen  Fälle  von  höheren 
in  unendlicher  Zahl  vorhandenen  Koinzidenzen  berücksichtigt,  gibt  Schubert 
für  beide  Prinzipe:  Kalkül  der  abzählenden  Geometrie  3.  Abschnitt. 
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gebracht,    so   ist  p  =  q  =  0-^    Koinzidenzstralilen    sind   die    Seiten   des 
Durchschnitts- Yierseits  der  Kernflächen. 

Das  Problem  der  räumlichen  Projektivität  (§  36)  ordnete,  wenn 
in  dem  einen  Räume  Je  +  3  Punkte  Ä.,  l  -f  3  Ebenen  a-,  im  anderen 
je  ebenso  viele  Punkte  und  Ebenen  5-,  ß^  gegeben  sind  —  Signatur 
Qcj  l)  — ,  zwei  Geraden  a,  h  einander,  bei  denen  zugleich: 

a{A^y  A^, . .  .,  ^;t+3)  A  b{B^,  B.„  .  . .,  B,^^\ 
a{a^,  Og, .  .  .,  a,^3)  A  2>(ßi,  ßa,    •  -,  ßj+s)- 

Ist  k  -{-  l  =  4r,  so  entspricht  einer  Gerade  des  einen  Raums  eine 
endliche  Zahl  von  Geraden  im  anderen  und  zwar  gleich  viele  in 
beiden  Fällen:  1,  4,  6  bei  den  Signaturen  (4,  0),  (3,  1),  (2,  2),  auf 
die  wir  uns  beschränken  können.  Einem  Büschel  entspricht  eine 
Regelfläche  vom  Grade  7,  28,  40,  einem  Bündel  eine  Kongruenz  von 
der  Ordnung  3,  12,  31  und  einem  Felde  eine  Kongruenz  von  der 
Klasse  10,  36,  31  (Nr.  250). 

Folglich  beträgt  die  Anzahl  der  Koinzidenzstrahlen: 

2  .  IH-  2  .  7  +  3  +  19  =  38,    2  •  4  +  2  •  28  +  12  +  36  =  112, 

2(6  +  40  +  31)  =  154: 
vgl.  Nr.  252. 

Femer,  in  Nr.  842  sind  die  notwendigen  Zahlen  ermittelt  worden, 
um  nun  die  Anzahl  der  Koinzidenzstrahlen  der  dort  besprochenen 
Korrespondenz  zwischen  zwei  Strahlenräumen  mit  Hilfe  des  Korre- 
spondenzprinzips zu  bestimmen.     Sie  waren: 

/w  =  m'  =  4,     n  =  n^  =  Q4:,    p  =  q  =  72; 

die  Anzahl  der  Koinzidenzen  ist  also  2(4  -f  64  +  72)  =  280. 

Danach  sind,  wie  schon  a.  a.  0.  gefunden,  bei  acht  kolli- 
nearen Räumen  280  Geraden  vorhanden,  welche  je  zugleich 
acht  entsprechende  Geraden  treffen. 

§  141.   Zweieindeutige  Verwandtschaften^). 

Wir  unterscheiden,  ähnlich  wie  in  §  124,  den  einfachen  Raum  966 
X,  dessen  Punkten  je  ein  Punkt  im  andern  Raum  X',  entspricht,  und 
den  doppelten  Raum  Z',  von  welchem  jeder  Punkt  zwei  entspre- 
chende Punkte  im  andern  hat.  Sind  in  dieser  Weise  X  und  X  in 
Z  und  X'  in  Z'  entsprechend,  so  muß  für  jede  Ebene  a,  welche  durch 
X'  geht,  die  entsprechende  Fläche  qp  durch  X  und  X  gehen;  diese 
Flächen  qp  müssen  also  ein  solches  dreifach  unendliches  System  bilden, 
daß  drei  beliebige  zwei  veränderliche  Schnittpunkte  X,  X  haben,  welche 
dann  dem  Schnittpunkte  X'  der  drei  zugeordneten  Ebenen  entsprechen; 


1)  De  Paolis,  Rendiconti  delF  Accademia  dei  Lincei  Ser.  lY  Bd.  1  S.  528. 
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und  den  übrigen  Ebenen  durch  X'  korrespondieren  Flächen,  die  eben- 
falls_durch  X,  X  gehen.  Läuft  X  auf  einer  Gerade  a,  so  beschreiben 
X,  X  eine  Kurve  f,  welche  allen  den  Flächen  gemeinsam  ist,  die  den 
durch  a  gehenden  Ebenen  entsprechen.  Durch  jeden  Punkt  X  (oder  X) 
geht  eine  von  diesen  Flächen,  weil  durch  den  entsprechenden  X'  eine 
Ebene  des  Büschels  <%';  sie  bilden  also  einen  Büschel.  Wie  nun  der 
Bündel  X'  von  Ebenen  in  X'  sich  fächerförmig  aus  Büscheln  auf- 
baut, so  entsteht  in  X  das  entsprechende  System  von  Flächen  cp 
fächerförmig  aus  Büscheln  und  ist  ein  Netz:  mit  X,  X  als  den  ein- 
zigen veränderlichen  Grundpunkten.  Und  wie  der  Ebenenraum  fächer- 
förmig durch  die  Ebenenbüschel  entsteht,  welche  je  von  einer  festen 
Ebene  und  einer  einem  Bündel  angehörigen  beweglichen  Ebene  be- 
stimmt werden,  so  entsteht  das  ganze  System  der  Flächen  cp  fächer- 
förmig durch  die  Büschel  von  einer  festen  Fläche  nach  denen  eines 
Netzes,  ist  also  ein  Gebüsche.  Das  den  Ebenen  a'  von  Z' 
entsprechende  System  von  Flächen  cp  ist  ein  Gebüsche, 
dessen  spezielle  Eigenschaft  ist,  daß  neben  festen  allen 
Flächen  gemeinsamen  Elementen  jedes  Netz  zwei  veränder- 
liche Grundpunkte  hat. 

Die  Beziehung  zwischen  diesem  cp-Gebüsche  @  und  dem 
Ebenenraume  Z'  ist,  weil  entsprechende  Elemente  gleichzeitig  sich 
linear  bewegen,  Kollineation. 

Dagegen  erzeugen  die  Flächen  9',  die  den  Ebenen  a  von 
Z  korrespondieren,  kein  Gebüsche. 

Jeder  zweieindeutigen  Verwandtschaft  %^  ^  ist  eine  im 
einfachen  Räume  befindliche  involutorische  eindeutige  Ver- 
wandtschaft Xi  1  zugeordnet,  in  welcher  die  beiden  Punkte 
X,  X  entsprechend  sind,  die  demselben  X'  entsprechen;  sie 
mögen  wiederum  verbunden' genannt  werden. 

Wir  haben  in  Nr.  958  und  961  zwei  Weisen  kennen  gelernt,  aus 
Flächen  2.  Grades  Gebüsche  von  der  jetzigen  Eigenschaft  zu  bilden. 
Das  eine  Gebüsche  hat  einen  festen  Kegelschnitt  K,  der  allen  seinen 
Flächen  gemeinsam  ist,  das  andere  sechs  Grundpunkte;  während  diese 
das  Gebüsche  vollständig  festlegen,  legt  K  zunächst  ein  lineares 
System  4.  Stufe  fest,  aus  dem  dann  erst  ein  Gebüsche  zu  nehmen  ist. 

Es  gibt  noch  ein  drittes  derartiges  Gebüsche,  dessen  Flächen  eine 
Gerade  und  zwei  Punkte  gemeinsam  sind;  wodurch  zunächst  ebenfalls 
ein  lineares  System  4.  Stufe  bestimmt  ist. 

Ist  nun  @  ein  Gebüsche  2.  Ordnung  mit  festem  Kegel- 
schnitt K,  so  ist  die  Xj  ^  die  quadratische  Inversion,  für 
welche  die  Kegelspitzen-Fläche  <t>^  des  @  die  Basis-  oder 
Koinzidenzfläche  ist  und  das  Zentrum  0  der  gemeinsame 
Punkt  aller  der  Ebenen,  welche   mit  der  Ebene  k  von  K  ein 
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Ebenenpaar  des  Gebüsches  bilden.^)  <t>^  geht  durch  Z"  und  0 
ißt  Pol  von  K  in  bezug  auf  sie.  Zwei  verbundene  Punkte  X  und  X 
sind  konjugiert  in  bezug  auf  O^  und  in  gerader  Linie  mit  0  gelegen. 

Jene  Ebenenpaare  bilden  ein  ausgezeichnetes  Netz  Nq 
im  Gebüsche:  mit  cx)^  Paaren  veränderlicher  Grundpunkte,  bestehend 
aus  0  und  einem  beliebigen  Punkte  von  K.  Ist  daher  0'  der 
Scheitel  des  diesemNetzekorrespondiereud  an  Ebenen  bündeis, 
so  wird  er  ein  Hauptpunkt  der  Verwandtschaft  ^21?  ^®™  ^^^^ 
diese  Paare  entsprechen. 

Den  Ebenen  a'  korrespondieren  also  in  ^3  ^  kollinear  die  Flächen 
9  von  (55,  den  Geraden  a  die  Kegelschnitte  /*,  welche  bewegliche  Be- 
standteile der  Grundkurven  der  Büschel  von  @  sind  und  dem  festen 
Bestandteile  K  zweimal  becrecmen. 

o   o 

Daraus  folgt,  daß  auch  den  Geraden  a  und  den  Ebenen  a 
Kurven  und  Flächen  2.  Grades  f  und  9'  entsprechen,  die  Ver- 
wandtschaft also  in  beiderlei  Sinne  vom  2.  Grade  ist. 

Es  gibt  00^  Kegelschnitte,  welche  K  zweimal  treffen;  jeder  be- 
stimmt mit  K  einen  Büschel  im  linearen  System  4.  Stufe,  aber,  im 
allgemeinen,  nur  eine  Fläche  in  (3. 

Die  Fläche  O^  wird  für  STg  j  Doppelfläche  Q,  in  deren 
Punkten  sich  zwei  Punkte  X,  X  vereinigt  haben,  welche  demselben 
Punkte  X'  entsprechen:  diese  Punkte  X'  erzeugen  in  Z'  die  Grenz- 
oder Übergangsfläche  Q'.  Sie  ist  ebenfalls  2.  Grades;  denn 
eine  Gerade  a  trifft  sie  so  oft,  als  der  entsprechende  Kegelschnitt  f 
der  Q,  außerhalb  K,  begegnet. 

Neben  Q  denken  wir  uns  unendlich  nahe  Q,  die  auf  der  Grenze 
sich  mit  Q  vereinigt,  also  zwei  koinzidierende  verbundene  Punkte  als 
unendlich  nahe  auf  Q  und  Q,  und  zwar  mit  bestimmter  Verbin- 
dungslinie, dem  Strahle  durch   0. 

Eine  beliebige  Gerade  a  trifft  Q  und  Q  in  zweimal  zwei  unend- 
lich nahen  Punkten,  welche  nicht  verbunden  sind;  ihnen  entsprechen 
also  zweimal  zwei  unendlich  nahe  Punkte  auf  Q'  und  f. 

Der  Kegelschnitt  /",  der  einer  Gerade  a  korrespondiert^ 
berührt  die  Grenzfläche  Q'  zweimal. 

Die  beiden  Flächen  Q  und  Q'  befinden  sich  in  eindeutiger  Be- 
ziehung ihrer  Punkte;  einem  ebenen  Schnitte  a'Q'  koiTCspondiert  der 
weitere  Kegelschnitt,  in  dem  Q  von  der  a  entsprechenden  Fläche  qp, 
außer  in  K,  geschnitten  wird;  daher  entspricht  auch  einem  ebenen 
Schnitte    aQ    ein   ebener    Schnitt    von   Q\     Längs    dieses    Kegel- 

1)  Ein  einfaches  Beispiel  (mit  dualisiertem  Doppelraum"!  ergibt  sich,  wenn 
der  Potenzebene  einer  festen  Kugel  (J.,  r)  und  einer  beweglichen  um  X,  aber 
mit  festem  Radius  p  der  Mittelpunkt  X  der  letzteren  zugeordnet  wird.  Den 
Ebenenbündeln  entsprechen  Kugeln,  je  um  den  Scheitel,  und  X^^i  ist  die  Trans- 
formation durch  reziproke  Radien  für  A  als  Zentrum  und  r-  —  p^  als  Potenz. 
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sclinitts  berührt  die  der  a  entsprechende  Fläche  qp'  die  Grenz- 
fläche Q'. 

Die  Beziehung  zwischen  Q  und  Q'  ist  damit  als  KoUi- 
neation  erkannt. 

Jede  cp'  geht  durch  0',  der  ja  allen  Punkten  der  Gerade  ax 
entspricht. 

Eine  Ebene  ö  durch  0  gehört  zu  einem  Ebenenpaare  von  Nq, 
dem  eine  Ebene  b'  durch  0'  korrespondiert-,  Ebenen  eines  Büschels 
im  Bündel  0  gehören  zu  Ebenenpaaren,  welche  in  Nq  einen  Büschel 
bilden,  was  dann  auch  für  die  entsprechenden  Ebenen  W  gilt.  Da- 
durch werden  die  Bündel  0  und  0'  kollinear,  und  auch  jeder 
Gerade  des  einen  entspricht  eine  des  andern. 

Einem  Punkte  von  K  wollen  wir,  behufs  größerer  Anschaulich- 
keit, den  dem  0'  unendlich  nahen  Punkt  auf  demjenigen  Strahle  zu- 
ordnen, der  in  dieser  Kollineation  dem  Strahle  aus  0  nach  ihm  ent- 
spricht. Danach  berührt  die  einer  Ebene  a  korrespondierende  cp'  in 
0'  die  Ebene  b',  die  der  nach  ax  gehenden  Ebene  b  entspricht. 

Weil  jede  Ebene  b  und  jeder  Strahl  d  durch  0  immer  zwei  ver- 
bundene Punkte  zugleich  enthält,  so  entsprechen  ihnen  b',  d',  doppelt 
gerechnet,  und  sind  so  die  vollen  korrespondierenden  Gebilde. 

Der  Involution  der  X,  X  auf  d  korrespondiert  eine  projektive 
Punktreihe  auf  d',  wobei  den  Doppelpunkten  dQ.  die  Schnitte  mit  Q' 
entsprechen,  dem  Paare  (0,  dy)  der  Punkt  0\ 

Jeder  Kegelschnitt  f  trägt  eine  Involution  verbundener  Punkte, 
welche  der  Punktreihe  auf  a  projektiv  ist;  0  ist  immer  Zentrum,  und 
die  Doppelpunkte  liegen  auf  Q,  in  den  nicht  auf  K  gelegenen  Schnitten. 
Jede  Fläche  qp  trägt  eine  in volu torische  eindeutige  Verwandtschaft 
verbundener  Punkte,   eingeschnitten   durch  den  Strahlenbündel  0. 

Einem  Punkte  in  U  entspricht  ein  Punktepaar,  einer  Gerade  ein 
Kegelschnitt,  einer  Ebene  eine  Fläche  2.  Grades;  alle  drei  Gebilde 
können  wir  als  Flächen  2.  Klasse  auffassen ;  stellen  wir  drei  von  ihnen 
zusammen,  gleichartige  oder  ungleichartige;  sie  haben  acht  gemein- 
same Berührungsebenen.  Das  bedeutet,  daß  alle  zehn  Charak- 
teristiken des  Systems  der  Flächen  qp'  gleich  8  sind;  z.  B.  für 
die  Charakteristik  juvp  ist  ein  Punkt,  eine  Gerade,  eine  Ebene  in  Z' 
gegeben;  die  acht  gemeinsamen  Tangentialebenen  des  Punktepaars, 
des  Kegelschnitts  und  der  Fläche  2.  Grades,  die  ihnen  entsprechen, 
korrespondieren  acht  Flächen  qp',  die  durch  den  Punkt  gehen,  die 
Gerade  und  die  Ebene  berühren. 

Wir  fanden,  die  qp'  gehen  aUe  durch  0'  und  berühren  die  Grenz- 
fläche Q'  längs  eines  Kegelschnitts;  sie  erschöpfen  die  dreifach  unend- 
liche Mannigfaltigkeit  der  Flächen  2.  Grades,  die  das  tun.  Denn  längs 
jedes  Kegelschnitts  von  Q'  berührt  nur  eine  durch  0'  gehende  Fläche 
2.  Grades. 
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Der  Kegelschnitt  /",  der  einer  Gerade  a  entspricht,  tan- 
giert Q!  zweimal  und  geht  durch  0',  dort  die  Gerade  d  be- 
rührend, welche  dem  nach  aK  gehenden  Strahle  d  entspricht.  Damit 
sind  vier  Bedingungen  für  die  in  vierfacher  Unendlichkeit  vorhandenen 
f  gegeben.  In  zwei  Punkten  von  Q'  tangiert  ein  Kegelschnitt,  der 
durch  0'  geht;  es  ist  derjenige,  welcher  der  Verbindungslinie  der 
beiden  entsprechenden  Punkte  auf  Q  korrespondiert. 

Wegen  der  beiden  Begegnungspunkte  eines  f  mit  K  gibt  es  auf 
a  zwei  Punkte,  welche  Punkten  von  K  entsprechen.  Das  bedeutet, 
daß  der  Hauptkurve  K  eine  Fläche  2.  Grades  K'^  entspricht; 
sie  ist  zugleich  die  der  Ebene  k  entsprechende  und  daher  der  Q' 
umgeschrieben.  Weil  jeder  Punkt  von  K  auf  jeder  9  einfach  liegt, 
muß  er  in  der  entsprechenden  0!  einen  korrespondierenden  Punkt 
haben;  also  entsteht  K'^  durch  die  Geraden,  welche  den  einzelnen 
Punkten  von  K  entsprechen  und  durch  den  allen  Punkten  von  k  ent- 
sprechenden 0'  gehen.  K'^  ist  der  Tangentialkegel  aus  0'  an 
Q'.  Er  berührt  Q'  längs  des  Kegelschnitts,  der  in  der  Kollineation 
zwischen  Q.  und  Q'  dem  K  koiTespondiert;  und  in  der  Kollineation 
der  Bündel  0  und  0'  entspricht  er  dem  längs  K  berührenden  Tan- 
gentialkegel aus   0  an  Q. 

Die  vier  gemeinsamen  Punkte  einer  cp'  und  eines  f  sind:  der 
Punkt  0',  der  Punkt,  welcher  dem  aa  korrespondiert,  und  die  beiden 
Punkte  X',  von  deren  entsprechenden  der  eine  auf  a,  der  andere  auf 
a  liegt:  in  einem  der  Schnitte  der  a  mit  dem  Kegelschnitte  f,  der  in 
%^  ^  der  a  verbunden  ist. 

Die  acht  gemeinsamen  Punkte  von  drei  Flächen  qp',  qp^',  cp^'  sind: 
der  Punkt  0\  der  Punkt,  welcher  dem  aa^Og  korrespondiert,  und  je 
zwei  Punkte  X',  für  welche  X  auf  a^ttg,  02«  oder  aa^  liegt  und  X 
auf  a,  tti,  ctg. 

Die  volle  entsprechende  Fläche  einer  9'  ist  4.  Ordnung  und  be- 
steht aus  a,  K  und  der  der  a  in  X^  ^  entsprechenden  Fläche  9 
2.  Ordnung. 

Jeder  der  cx)^  Kegelschnitte  des  Raums  führt  zu  einem  linearen 
System  4.  Stufe  von  Flächen  2.  Grades,  welches  00*  Gebüsche  enthält; 
so  daß  00^^  Gebüsche  mit  einem  Grund-Kegelschnitte  vorhanden  sind. 
Weil  jedes  auf  00^^  Weisen  auf  den  Ebenenraum  kollinear  bezogen 
werden  kann,  so  ergeben  sich  00^^  Verwandtschaften  von  der 
im  vorangehenden  erörterten  Art.  Es  ist  aber  nicht  möglich,  neun- 
mal die  dreifache  Bedingung  aufzuerlegen,  daß  zwei  gegebene  Punkte: 
A,  Ä  \,  .  .  .  I,  r  entsprechend  sind.  Denn  dann  müßten  sich,  in  end- 
licher Anzahl,  Paare  von  Punkten  0,  0'  bestimmen  lassen,  so  daß  die 
Bündel  0{Aj ...  T)  und  0\Ä\  ...  T)  kollinear  sind.  Wir  haben  aber  in 
Nr.  458  gefunden,  daß  schon  bei  sieben  gegebenen  Paaren  von  Punkten 
die  endliche  Anzahl  eintritt,  und  zwar  gibt  es  vier  Punktepaare.    Ist 
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alsa  0,  0'  eines  der  vier  zu   *>       r^'  gehörigen  Bündelpaare,  so  müssen 

weitere  entsprechende  Punkte  auf  homologe  Strahlen  gelegt  werden. 

Nach  dem  Korrespondenzprinzip  müssen  2+1  +  2  +  2=7  Koin- 
zidenzpunkte vorhanden  sein;  wir  erhalten  sie  durch  eine  ähn- 
liche Betrachtung  wie  für  die  Cremonasche  Verwandtschaft  i^y^^ 
(Nr.  963). 

Sie  müssen,  wie  dort,  auf  der  kubischen  Raumkurve  sich  be- 
finden, welche  durch  die  beiden  kollinearen  Bündel  0  und  0'  erzeugt 
wird,  deren  entsprechende  Strahlen  ja  auch  in  %^  ^  einander  zugeord- 
net sind.  Als  Kurve  von  Z  korrespondiert  ihr  in  H  eine  Raumkurve 
6.  Ordnung,  welche  viermal  durch  0'  geht,  weil  sie  selbst  durch  0 
geht  und  dreimal  die  Ebene  k  trifft.  Beide  Kurven  liegen  auf  dem- 
selben Kegel  2.  Grades  aus  0',  entsprechende  Punkte  je  auf  derselben 
Kante.  Projizieren  wir  sie  aus  einem  beliebigen  Punkte  dieses  Kegels, 
so  ergeben  sich,  weil  die  durch  ihn  gehende  Kante  sie  nochmals  trifft 
and  ihre  Berührungsebene  beide  tangiert,  Kegel  3.  und  6.  Ordnung, 
welche  diese  Kante  zur  doppelten,  bzw.  fünffachen  haben  mit  einer 
gemeinsamen  Berührungsebene;  es  bleiben  daher  3-6  —  (2-5  +  1)  =  7 
weitere  gemeinsame  Kanten,  welche  nach  gemeiosamen  Punkten  der 
beiden  Kurven  gehen.     Das  sind  sich  selbst  entsprechende. 

967  Wir  woUen  einen  speziellen  Fall  dieser  Verwandtschaft  noch  kurz 

besprechen,  weil  er  uns  später  von  Wert  sein  wird.  Die  Fläche  O^ 
des  Gebüsches  %  zerfalle  in  ein  Ebenenpaar,  bestehend  aus  der  Ebene 
K  von  K  und  einer  andern  Ebene;  dies  tritt  z.  B.  ein  bei  einem 
Kugelgebüsche,  dessen  Orthogonalkugel  in  eine  Ebene  ab- 
geflacht ist,  in  der  dann  die  Mittelpunkte  liegen  und  in  bezug 
auf  welche  die  ganze  Figur  symmetrisch  ist.  Wir  bleiben  bei  diesem 
interessanten  Falle.  Die  Ebene  der  Symmetrie  sei  Q,  K  ist  die  ab- 
solute Kurve.  Wir  haben  im  Gebüsche  %  zweierlei  Büschel.  Die 
allgemeinen  haben  eine  in  Q  gelegene  Zentrale  und  einen  endlichen 
Grundkreis  ^.  Die  andern  bestehen  aus  konzentrischen  Kugeln,  je 
um  einen  Punkt  von  Q.  Diese  Büschel  laufen  in  die  ausgeartete 
Kugel  des  %  zusammen,  welche  aus  der  doppelten  unendlich  fernen 
Ebene  k  besteht.  Wir  wollen  diese  Kugel  des  Gebüsches  mit  qpo  be- 
zeichnen. Ein  Netz  aus  @,  zu  welchem  qpQ  gehört,  hat  die  Gerade  in 
Q,  welche  die  Mittelpunkte  der  beiden  andern  Konstituenten  verbindet, 
zur  gemeinsamen  Zentrale  aller  seiner  Büschel  von  allgemeiner  Art; 
durch  seine  Büschel  konzentrischer  Kugeln  können  wir  es  fächer- 
förmig erzeugt  denken. 

Die  Verwandtschaft  X^  ^  der  verbundenen  Netz-Grund- 
punkte ist  hier  einfacher:  ersichtlich  die  Symmetrie  in  bezug 
auf  Ö. 

Die  Ebenenpaare  des  Gebüsches  bestehen  aus  der  festen  Ebene  k 
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und  den  auf  Q  senkrechten  Ebenen;  0  ist  also  der  unendlich  ferne 
Punkt  in  senkrechter  Richtung  zu  Q. 

Wird  nun  dies  Kugelgebüsche  ®  in  Z  kollinear  auf  den  Ebenen- 
raum X'  bezogen,  so  sei  wieder  0'  der  Scheitel  des  Bündels,  welcher 
dem  Netze  Nq  der  Ebenenpaare  korrespondiert;  und  tto'  sei  die  Ebene 
in  ihm,  welche  der  qpQ  entspricht,  oder  in  der  Kollineation  der 
Bündel  0  und  0',  in  welcher  den  Ebenen  von  0'  die  zweiten  Ebenen 
der  entsprechenden  Ebenenenpaare  zugeordnet  sind,  der  unendlich 
fernen  Ebene  k. 

Jede  einer  Ebene  a  entsprechende  cp'  geht  durch  0';  also  gilt  dies 
auch  für  die  der  Q  entsprechende  Fläche  2.  Grades.  Aber  die  Ebene 
Q  ist  in  unserm  Falle  die  Doppelfläche  von  Z  und  folglich 
diese  entsprechende  Fläche  2.  Grades  die  Grenzfläche  Q'.  Von 
den  beiden  Berührungen  des  einer  Gerade  a  entsprechenden  Kegel- 
schnitts /"  mit  Q'  erfolgt  die  eine  in  dem  Punkte,  welcher  dem  aQ 
entspricht. 

Eine  beliebige  cp',  der  Ebene  a  zugehörig,  berührt  Q'  längs  des 
Kegelschnitts  /",  welcher  der  Gerade  aQ  korrespondiert;  also  be- 
rühren alle  Flächen  cp'  die  Q'  und  einander  in  0'. 

Die  gemeinsame  Tangentialebene  ist  die  Ebene  Oq'. 

Die  Korrespondenz  der  Punkte  -X,  X  und  X'  in  den  ent- 
sprechenden Ebenen  k  und  a^'  ist  eine  ausgeartete.  Ein  be- 
liebiger Punkt  in  k,  außerhalb  Ky  bestimmt  immer  das  ausgezeichnete 
Netz  ^0  IQ  @;  und  ihm  entspricht  der  0'. 

Ein  beliebiger  Punkt  X'  in  üq  bestimmt  einen  Bündel,  zu  dem  a^ 
gehört;  das  entsprechende  Netz,  in  welchem  cpQ  enthalten  ist,  ist  also 
ein  solches,  dessen  Mittelpunkte  auf  einer  Gerade  in  Q  angereiht  sind. 
Die  beiden  Ebenen,  welche  durch  sie  tangential  an  die  absolute  Kurve 
K  gehen,  berühren  alle  Flächen  des  Netzes  auf  dieser.  Diese  beiden 
Punkte  haben  wir  als  die  Grundpunkte  des  Netzes  anzusehen,  als  die 
jenem  Punkte  X'  in  a^  entsprechenden.  Der  Pol  ihrer  Verbindungs- 
linie liegt  auf  kQ;  daher  geht  sie  durch   0. 

Dies  Punktepaar  auf  K  bleibt  fest,  wenn  X'  sich  auf  einem 
Strahle  d'  des  Büschels  (0',  olq')  bewegt.  Zu  allen  Bündeln  gehört 
dann  der  Büschel  um  rf';  ihm  entspricht  ein  allen  Netzen  gemein- 
samer Büschel  von  Ebenenpaaren  mit  gemeinsamer  Doppellinie,  dem 
Strahle  d  von  (0,  k),  der  dem  d'  in  der  Kollineation  der  0  und  0' 
entspricht;  so  daß  die  zweiten  Ebenen  parallel  sind.  Sie  sind  die 
Potenzebenen  der  Büschel  in  den  Netzen;  also  sind  die  Zentralen  der- 
selben parallel,  und  die  Tangentialebenen  aus  ihnen  an  die  absolute 
Kurve  haben  dieselben  Berührungspunkte.  Bei  zwei  solchen  ent- 
sprechenden Strahlen  d  und  d'  in  (0,  k)  und  (0',  a^')  sind  die  Invo- 
lution auf  d  und  die   Punktreihe  auf  d'  in  ausgearteter  Projektivität, 
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derartig,  daß  dort  das  Paar  der  absoluten  Punkte  das  singulare  Ele- 
ment ist,  hier  der  Punkt  0' . 

Einer  Gerade  a  in  k  entspricht  daher  ein  Geradenpaar,  bestehend 
aus  den  beiden  Geraden  d! ^  welche  den  auf  ihr  gelegenen  absoluten 
Punkten  korrespondieren,  während  ihren  übrigen  Punkten  immer  0' 
entspricht. 

Folglich  wird  jede  Fläche  qp'  von  a^'  in  einem  Geradenpaare  mit 
dem  Doppelpunkte  0'  geschnitten,  und  zwar  in  einem  imaginären. 
Alle  Flächen  qp'  sind  also  elliptisch.  Das  gilt  auch  für  die  Grenz- 
fläche Q'. 

Weil  nun  jeder  f  auf  oo^  Flächen  9'  liegt,  so  berühren  auch 
die  Kegelschnitte  f  die  Ebene  a^'  und  die  Q'  in  0\  so  daß  der 
zweite  Berührungspunkt   der  f  mit   Q'  ein  fester  Punkt  ist. 

Daraus  folgt,  daß  einem  Kegelschnitte,  der  in  O  die  Ebene 
tto'  berührt,  ein  Kegelschnitt  entspricht;  denn  gemeinsam  mit 
einer  Ebene  a  sind  die  Punkte,  welche  seinen  beiden  weiteren  Schnitten 
mit  der  ihr  korrespondierenden  und  o.^  in  0'  tangierenden  Fläche  qp' 
entsprechen.  Und  ebenso  erkennt  man,  daß  einer  Fläche  2.  Grades, 
welche  a^'  in  0'  tangiert,  eineFläche  2.  Grades  korrespondiert. 
968  Das  in  Nr.  966    erwähnte    dritte   Gebüsche  2.  Ordnung,    dessen 

Netze  zwei  veränderliche  Grundpunkte  haben,  führt  zu  einer  involu- 
torischen  Verwandtschaft  dieser  Grundpunkte,  welche  vom  3.  Grade 
ist  und,  wenn  es  kollinear  auf  einen  Ebenenraum  bezogen  wird,  zu 
einer  Verwandtschaft  %^  1,  bei  welcher  die  den  Ebenen  a  entspre- 
chenden Flächen  qp'  3.  Ordnung  sind. 

Wir  unterlassen  jedoch  die  Besprechung  dieser  Verwandt- 
schaften, um  uns  etwas  eingehender  mit  dem  interessanteren  Falle  be- 
schäftigen zu  können,  in  welchem  das  qp- Gebüsche  2.  Ordnung  % 
durch  sechs  Grundpunkte  Ä,  .  .  ,  F  festgelegt  ist.  Nunmehr 
sind  die  ganzen  Grundkurven  der  Büschel  von  @  veränder- 
lich und  die  den  Geraden  a  von  Z'  entsprechenden  Kurven  f. 
Daher  entsprechen  den  Ebenen  a  von  X  Flächen  4.  Ordnung  qp'. 

Die  Anzahl  der  Koinzidenzpunkte  2  +  l-f-2-f4  =  9  läßt 
sich  leicht  bestätigen.  Nach  Nr.  674  und  964  ist  die  Zahl  der  sich 
deckenden  Grundpunkte  entsprechender  Netze  aus  den  beiden  koUi- 
nearen  Gebüschen  2.  und  1.  Ordnung  @  und  T  {2  +  l)(2^+V)  =  15. 
Zu  ihnen  gehören  die  sechs  Grundpunkte  von  @;  die  neun  übrigen 
sind  die  Koinzidenzpunkte. 

Die  verbundene  involutorische  Verwandtschaft  X^^  ist 
die  in  Nr.  961^)  besprochene  vom  7.  Grade. 

Der  Ebene  a  korrespondiert,  wie  eben  bemerkt,  eine  Fläche 
4.  Ordnung;  die  voUe  Fläche  8.  Ordnung,  die  ihr  in  X  korrespondiert, 


1}  Die  jetzt  qp  und  f  genannten  Flächen  und  Kurven  hießen  dort:  F^  und  i2*. 
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"besteht  aus  a  und  der  Fläche  ^  7.  Ordnung^  welche  der  a  in  X^  ^ 
verbunden  ist;  und  ebenso  wird  a  zur  vollen  Kurve  8.  Ordnung,  die 
dem  f  korrespondieren  muß,  durch  die  Kurve  7.  Ordnung  f  ergänzt, 
welche  ihr  in  ^j  ^  entspricht. 

Die  Koinzidenziläche  von  %^  ^,  d.  i.  die  Fläche  S^  der  Kegel- 
spitzen von  @,  wird  für  %<^^^  die  Doppelfläche  Q.  Jede  der 
Grundkurven  f  hegegnet  ihr,  außer  in  den  sechs  Doppelpunkten 
Aj  .  .  .  Fj  noch  viermal.  Somit  gibt  es  auf  der  entsprechenden  a  vier 
Punkte,  deren  korrespondierende  sich  vereinigen. 

Die  Grenz-  oder  Übergangsfläche  Q'  ist  daher  4.  Ordnung. 

Zwei  verbundene  Punkte  X,  X,  demselben  X'  entsprechend,  liegen 
auf  einer  Doppelsekante  der  kubischen  Raumkurve  r^,  welche  durch 
die  Grundpunkte  A,  .  .  .  F  geht;  also  haben  auch  zwei  in  einem  Punkte 
von  Q  koinzidierende  verbundenen  Punkte  die  durchgehende  Doppel- 
sekante zur  bestimmten  Verbindungslinie.  Wir  schließen  wie  oben, 
daß  die  Kegelschnitte  /",  welche  den  Geraden  a  korrespon- 
dieren, die  Grenzfläche  Q'  viermal  berühren.  Damit  sind  für 
diese  oo^  Kegelschnitte  f  die  notwendigen  8  —  4  Bedingungen  ge- 
wonnen; aber  ihr  System  ist  nur  ein  Teilsystem  des  Systems  aller 
Kegelschnitte,  welche  Q'  viermal  berühren. 

Ebenso  ist  die  einer  Ebene  a  entsprechende  Fläche 
4.  Ordnung  qp'  der  Q'  längs  der  Kurve  umgeschrieben,  welche 
in  der  eindeutigen  Korrespondenz  der  Flächen  Q.  und  Q'  dem 
ebenen  Schnitte  aQ  entspricht,  einer  Kurve  8.  Ordnung. 

Einem  ebenen  Schnitte  a'Q'  korrespondiert  nämlich  der  Schnitt 
8.  Ordnung  der  Q  mit  der  Fläche  qp,  welche  der  a'  entspricht.  Jene 
Korrespondenz  ist  also  so  beschaffen,  daß  achtmal  entsprechende  Punkte 
auf  gegebene  ebene  Schnitte  der  Flächen  fallen.  Demnach  entspricht 
auch  dem  aQ  eine  Kurve  8.  Ordnung  auf  Q';  neben  ihr  verläuft  un- 
endlich nahe  die  Kurve,  welche  dem  Schnitte  aQ  koiTespondiert,  wo 
wiederum  Q  die  der  Vereinigung  mit  Q  zustrebende  unendliche  nahe 
Fläche  ist.  Längs  jener  Kurve  8.  Ordnung  wird  also  Q'  von  qp'  be- 
rührt, und  sie  bildet  den  vollen  Schnitt  beider  Flächen. 

Die  Kegel  von  %  erfüllen  mit  ihren  Spitzen  die  Doppelfläche 
Q  ^  S^y  jeder  schneidet  daher  diese  Fläche  in  einer  Kurve,  welche  in 
der  Spitze  S  einen  Doppelpunkt  hat;  folglich  hat  der  Schnitt  der  ent- 
sprechenden Ebene  a'  mit  Q'  im  entsprechenden  Punkte  >S"  einen 
Doppelpunkt,  berührt  also  in  ihm. 

Die  Kegel  des  Gebüsches  %  und  die  Tangentialebenen 
der  Fläche  Q'  sind  in  der  Kollineation  von  @  und  Z'  einander 
zugeordnet,  und  zwar  so,  daß  die  Spitze  S  eines  Kegels 
und  der  Berührungspunkt  S'  der  zugeordneten  Tangential- 
ebene Punkte  auf  Q  und  Q'  sind,  welche  in  %^^  einander 
entsprechen. 
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Den  vier  Kegeln  eines  Büschels  aus  (3  korrespondieren  die  Be- 
rührungsebenen  von  Q'  im  entsprechenden  Ebenenbüschel;  die  Fläche 
Q'  ist  auch  4.  Klasse. 

Die  Scheitel  der  Ebenenbündel  in  Y.\  welche  den  16  aus- 
gezeichneten Netzen  (r^),  (AB),  .  .  .  entsprechen,  seien  B\ 
Qab,  ■  ■  '  Also  entspricht  in  Xg  i  der  Punkt  jR'  allen  Punkten 
von  r^,  Qab  allen  Punkten  von  AB,  .  .  .  Die  Kurve  r'  und  die 
Geraden  AB,...  liegen  auf  ^S^e^Q.  Weil  a  und  daher  Qa  die  r^ 
dreimal,  AB, ...  je  einmal  trifft,  so  ist  Bl  dreifach  und  die 
Qabj  ■  • .  sind  einfach  auf  allen  Flächen  9';  und  die  Berührungs- 
kurve mit  Q'    geht  dreimal    durch  B'   und   je    einmal    durch 

Qa  B,  '  '  ' 

Jede  Doppelsekante  h  von  r^  trägt  eine  Involution  von  ver- 
bundenen Punkten  X,  X;  also  ist  entsprechend  nicht  ein  Kegel- 
schnitt, sondern  eine  Gerade  &';  denn  auf  einer  Ebene  a'  liegt  nur 
der  Punkt  X',  der  dem  von  der  entsprechenden  qp  in  &  eingeschnittenen 
Paare  XX  entspricht;  aber  diese  Gerade  &',  von  welcher  jeder  Punkt 
zwei  Punkten  von  h  korrespondiert,  ist  doppelt  zu  rechnen.  Weil 
ferner  auf  h  die  Schnittpunkte  mit  r^  in  jener  Involution  gepaart 
sind,  so  geht  &'  durch  i?';  und  damit  kommt  der  Strahlenbündel 
B'  in  eindeutige  Beziehung  zur  Kongruenz  der  Doppelse- 
kanten der  r^. 

Jede  Ebene  a  enthält  drei  Doppelsekanten  h  von  r^;  also  ent- 
hält die  entsprechende  Fläche  qp'  drei  solche  Doppelgeraden 
h'j  die  durch  den  dreifachen  Punkt  B'  gehen. 

Die  Flächen  qp'  sind  daher  Steinersche  Flächen  (§  128) 
mit  gemeinsamem  dreifachen  Punkt,  also  mit  unikursalen  ebenen 
Schnitten  qp'a':  Kurven  4.  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten,  deren 
Punkte  eindeutig  denen  der  Kegelschnitte  acp  entsprechen. 

Eine  Ebene  a  und  die  ihr  entsprechende  Steinersche  Fläche  qp' 
sind  eindeutig  aufeinander  bezogen;  den  Geraden  a  von  a  entsprechen 
Kegelschnitte  f  auf  qp'.  Die  durch  a  gehende  Fläche  qp  von  (3 
schneidet  a  noch  in  einer  Gerade  a^,  und  der  dieser  entsprechende 
Kegelschnitt  f^'  liegt  mit  /"  in  der  Ebene  a',  welche  der  qp  korrespon- 
diert. Diese  Ebene  berührt  qp'  im  vierten  Schnittpunkte  von  f  und 
/"/,  der  in  aa^  sich  abbildet.  Wir  haben  die  in  Nr.  913  nach  An- 
wendung der  quadratischen  Transformation  erzielte  Abbildung. 

Es  entsprechen  sich  die  Flächen  qp,  welche  a  tangieren,  und  die 
Ebenen  a,  welche  qp'  berühren. 

969  Durch  A,  .  .  .  F  geht  jede  der  Kurven  f  einmal;   folglich  enthält 

jede  Gerade  a    einen  dem  A,  .  .  .  oder  F  entsprechenden  Punkt. 

Den  Hauptpunkten  A,    .  .  F  sind  also  Ebenen  a ,  .  .  .  f  zu 
geordnet.    Sie  unterscheiden  sich  demnach  wesentlich  von  den  Haupt- 
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punkten  JR',  Qabj  •  •  -  des  andern  Raums^  denen  nur  Kurven  zugeord- 
net sind. 

Weil  r^  durch  alle  sechs  Hauptpunkte  A,  .. .  F  geht^  die  AB,  ... 
nur  durch  je  zwei  von  ihnen,  so  liegt  B!  in  allen  sechs  Ebenen  a',  .  .  .  f, 
Q'ab  nur  in  d',  b';  .  .  .  Folglich  sind  R'(Q^ab,  •  •  •)  die  Kanten  des 
Bündel-Sechsflachs  der  Ebenen  a',  .  .  .  f. 

Diesen  Ebenen  a', .  .  .  entsprechen  jedoch  nicht  bloß  die 
Punkte  Aj  .  .  .,  sondern  die  Kegel  (A)j .  .  .,  welche  jenen  Punkten 
bzw.  verbunden  sind  (Nr.  961). 

Weil  r^,  AB,  .  .  .  auf  Q  liegen,  befinden  sich  B',  Q'ab,  -  -  -  auf  Q'. 

Einer  h'  durch  B'  korrespondiert  eine  Doppelsekante  h  von  r^, 
welche  mit  r^  die  volle  f  4.  Ordnung  bildet,  wobei  aber  r^  nur  dem 
B!  entspricht;  h  schneidet  Q,  außer  auf  r^,  zweimal;  also  schneidet  h' 
die  Q!  noch  zweimal.     Demnach  ist  B'  Doppelpunkt  auf  Q'. 

Einer  Gerade  a'  durch  Q'ab  entspricht  eine  /",  welche  aus  AB 
und  einer  kubischen  Raumkurve  besteht,  die  AB  zweimal  trifft  und 
durch  C,  .  .  .  F  geht;  sie  hat  mit  Q  noch  zwei  Punkte  gemein,  also 
auch  a  mit  Q'.  Folglich  sind  auch  die  15  Punkte  Q'ab,  •  •  •  Doppel- 
punkte von  Q.'. 

Die  Grenzfläche  Q'  ist  also  eine  Fläche  4.  Ordnung  mit 
16  Doppelpunkten  B',  Q'ab,  ■  ■  -,  mithin  eine  Kummersche  Fläche; 
aber  einer  jener  Punkte  ist  ausgezeichnet  ^). 

Jetzt  kommt  es  darauf  an,  die  16  Doppel-Berührungsebenen  von 
Q'  aufzufinden.  Es  sei  a  in  die  Ebene  a'  gelegt;  ihr  entspricht  eine 
Raumkurve  4.  Ordnung  f  auf  dem  Kegel  (Ä),  welche,  weil  alle  Flächen 
des  zugehörigen  Büschels  durch  desseu  Spitze  gehen,  diesen  Punkt 
zum  Doppelpunkt  hat;  damit  sind  zwei  der  vier  weiteren  Schnitte  mit 
Q  in  ^  gerückt.  Da  aber  (A)  Anschmiegungskegel  von  Q  in  ^  ist 
(Nr.  961),  so  liegen  auf  den  Tangenten  der  f  in  A  auch  noch  die 
Nachbarpunkte  auf  Q,  also  sind  alle  vier  Schnitte  in  A  gefallen:  zwei 
unendlich  nahe  auf  der  einen  und  zwei  auf  der  andern  Tangente.  Die 
Involution  der  X,  X  auf  der  unikursalen  Kurve  f  hat  ihre  beiden 
Doppelpunkte  in  A.  Die  Gerade  a  in  a  hat  also  mit  Q'  zweimal 
zwei  unendlich  nahe  Punkte  gemein,  berührt  sie  doppelt,  und  so  jede 
Gerade  in  a\ 

Die  sechs  Ebenen  a',  .  .  .  f  sind  die  sechs  durch  den  Doppelpunkt 
B'  gehenden  Doppel-Berührungsebenen  der  Q';  jede  enthält  noch  fünf 
Punkte   Q',  die  a    z.  B.  die  Punkte   Q'ab,  •  •  •  Q'af- 

Die  Punkte  des  Berührungs-Kegelschnitts  von  a    entsprechen  den 


1)  Diese  Bevorzugung  (vgl.  auch  Liniengeom.  Bd.  11  Nr.  360,  385)  bestätigt, 
daß  das  System  der  Kegelschnitte  f  nicht  das  volle  System  der  Q'  viermal  be- 
rührenden Kegelschnitte  ist.  —  Übrigens  berühren  auch  die  Komplex  -  Kegel- 
schnitte eines  jeden  der  oo^  Komplexe  2.  Grades,  zu  denen  eine  Kummersche 
Fläche  als  singulare  Fläche  gehört,  dieselbe  viermal  (a.  a.  0.  Bd.  EU  Nr.  548). 
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dem  Ä  unendlich  nahen  Punkten  auf  den  verschiedenen  Kanten  des 
Anschmiegungskegels  (Ä)^  der  ja  mit  Q  nur  r^  und  die  fünf  Kanten 
Ä(Bj  .  .  .  F)  gemein  hat. 

Der  Ehene  ABC  entspricht  eine  cp',  die  in  a',  h',  c'  und  eine 
vierte  Ebene  zerfällt,  dieser  eine  qp,  welche  in  ABC  und  eine  zweite 
Ebene,  also  DEF  zerfällt;  also  können  wir  jene  Ebene,  welche  dem 
Ebenenpaare  {ABC,  DEF)  aus  dem  Gebüsche  @  entspricht,  mit 
Oabc,  DEF,  eventuell  einfacher  mit  Oabc  oder  (S'def  bezeichnen.  Der 
Doppellinie  {ABC,  DEF)  des  Ebenenpaars,  welche  auf  S^  =  Q  liegt, 
als  der  zu  einer  Gerade  erweiterten  Kegelspitze,  korrespondiert  ein  in 
(^ABc,  DEF  und  auf  Q'  gelegener  Kegelschnitt  5'^,  der  durch  Q'ab,  Qac, 
Qbcj  Q'de,  Qdf,  Q'ef  geht,  weil  jene  Gerade  die  AB,  .  .  .  EF  trifft. 
Einer  Gerade  a  von  ü'abg,  def,  etwa  eingeschnitten  durch  a,  entspricht 
eine  /,  welche  in  die  Kegelschnitte  zerfällt,  in  denen  ABC,  DEF 
von  der  qp  geschnitten  werden,  welche  der  a  korrespondiert.  Ibre 
Schnitte  mit  Q  sind  ihre  beiden  Begegnungspunkte  auf  {ABC,  DEF), 
von  denen  also  jeder  zweifach  zählt;  daher  gilt  dies  auch  für  die 
ihnen  entsprechenden  Schnitte  der  a  mit  dem  Kegelschnitte  s^  in 
^'abc,  DEF,  als  Schnitte  mit  Q'.  Diese  Ebene  berührt  also  Q'  längs 
des  Kegelschnitts  s'^;  und  wir  haben  in  den  zehn  Ebenen  er'  die  übrigen 
Doppel-Berührungsebenen  der  Q'. 

Die  16  doppelten  Tangentialebenen  der  Q'  entsprechen 
also  den  Kegeln  {Ä),  .  .  .  (F)  und  den  zehn  Ebenenpaaren  von 
@.  Durch  jeden  der  Doppelpunkte  gehen  sechs,  durch  R'  die  Ebenen 
a,  V, .  .  .  f,  durch  Qab'- 

Q;  b',  (Jabc,  ^abd,  ^'abe,  (^abf- 

Eine  Fläche  cp'  4.  Ordnung  und  ein  Kegelschnitt  f  haben  acht 
Punkte  gemeinsam:  den  Punkt,  welcher  dem  Schnittpunkte  aa  korre- 
spondiert, und  sieben  Punkte  X',  von  denen  der  eine  entsprechende 
X.  auf  a,  der  andere  X  auf  a  liegt  in  einem  der  Punkte,  in  denen 
sie  von  der  der  a  verbundenen  Kurve  f  geschnitten  wird.  Ebenso 
setzen  sich  die  64  Punkte,  welche  drei  Flächen  qp',  qp^',  qpg'  gemein- 
sam sind,  zusammen  aus  dem,  welcher  dem  Punkte  aa^ag  korrespon- 
diert, dem  K  27- fach,  den  15  Punkten  Q'  und  dreimal  sieben  Punkten 
X.',  welche  den  X  auf  a^a^,  a^a  oder  aa^  haben  und  den  X.  auf  a,  a^,  a<^. 

Zwei  Flächen  qp',  qp^'  haben,  außer  dem  Kegelschnitte  /",  welcher 
der  Schnittlinie  aa^  entspricht,  eine  Kurve  14.  Ordnung  q  gemeinsam, 
auf  welcher  Pi  neunfach  und  die  Q'  einfach  sind^  Irgend  einem 
Punkte  X'  auf  ihr  korrespondieren  Punkte  X  und  X,  von  den  der 
eine  in  a,  der  andere  in  a^  liegt.  Die  beiden  Kurven,  welche  so  in 
diesen  Ebenen  entstehen,  werden  eingeschnitten:  in  a^  durch  die 
Fläche  q)  7.  Ordnung,  welche  der  a  verbunden  ist,  in  a  durch  die  der 
a^  verbundene  9^.     Dies  sind  zwei   eindeutig   aufeinander  und  auf  q 
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bezogene  Kurven  7.  Ordnung.  Sie  begegnen  einander  in  den  vier 
Schnittpunkten  der  aa^  mit  Q;  woraus  folgt,  daß  ((  die  Q'  in  den- 
selben vier  Punkten  berührt,  in  denen  f  es  tut. 

Wenn  qp/  in  qp'  übergebt,  so  gebt  a^j  in  a^  über;  wir  wissen 
(Nr.  961),  diese  Kurve  besteht  aus  aQ(=  a>S^)  und  den  drei  Doppel- 
sekanten von  r^  in  a;  die  q  zerfällt  in  die  entsprechenden  Kurven, 
nämlich  die  Kurve  8.  Ordnung,  längs  deren  cp'  der  Q'  umgeschrieben 
ist,  und  die  drei  Doppelgeraden  von  qp'. 

Einem  Strahle  a  durch  A  entspricht  in  Z'  eine  Gerade  a';  denn 
auf  einer  Ebene  a  finden  wir  nur  den  Punkt,  der  dem  zweiten 
Schnitte  von  a  mit  der  entsprechenden  qp  korrespondiert.  Dem  Punkt 
A  an  und  für  sich  entspricht  jeder  Punkt  von  a';  im  Kontinuum  der 
Punkte  von  a  hat  er  auf  a  den  Punkt  «'a'  zum  entsprechenden.  Im 
allgemeinen  kann  man  die  sich  absondernde  Gerade  nicht  angeben;  nehmen 
wir  aber  a  auf  einer  bestimmten  qp  gelegen  an,  so  erhalten  wir,  neben 
a',  die  Gerade  a'a',  die  durch  jenen  Punkt  a  o!  geht,  weil  a'  durch  a. 

Die  vier  Schnitte  einer  beliebigen  Fläche  2.  Grades  in  X'  mit 
einem  f  und  die  zwei  mit  einer  dieser  Geraden  a  beweisen,  daß  ihr 
eine  Fläche  4.  Ordnung  korrespondiert,  auf  welcher  die  sechs  Punkte 
A,  .  .  .,  F  doppelt  sind. 

Femer,  einer  durch  A  gehenden  Ebene  a  korrespondiert^ 
nach  Absonderung  von  a',  eine  Fläche  3.  Ordnung,  auf  der  die  den 
Strahlen  von  (^,  a)  entsprechenden  Geraden  a  liegen,  also  eine 
Regel  fläche  3.  Grades;  Doppelgerade  ist  die  b',  welche  der  nicht 
durch  A  gehenden  Doppelsekante  h  von  r^  in  a  entspricht.  Die  ein- 
fache Leitgerade  ergibt  sich  in  eigentümlicher  Weise.  Die  beiden 
Erzeugenden,  welche  von  einem  Punkte  X'  der  doppelten  Leitgerade 
ausgehen,  entsprechen  den  Strahlen  AX^AX,  wo  X  und  X  die  dem 
X'  entsprechenden  Punkte  auf  h  sind.  Ihre  Ebene  entspricht  alsa 
einer  Fläche  qp,  welche  diese  beiden  Geraden  a  enthält  und  daher  a 
in  A  berührt.  Alle  diese  Flächen  qp  bilden  einen  Büschel,  dessen 
Grundkurve  f  in  A  einen  Doppelpunkt  hat  und  zu  welchem  der  Kegel 
(Ä)  gehört;  die  der  f  entsprechende  Gerade  a,  in  a  gelegen,  ist  die 
einfache  Leitgerade.  Ihre  Punkte  entsprechen  den  Nachbarpunkten 
von  A  auf  den  Strahlen  des  Büschels  (J.,  a). 

Die  Flächen  cp,  die  durch  einen  festen  Strahl  a  dieses  Büschels 
gehen,  bilden  einen  Büschel;  die  zweite  Gerade  in  der  Ebene  a  geht 
durch  den  Punkt  von  h,  der  dein  ha  verbunden  ist;  der  ihr  ent- 
sprechende Kegelschnitt  auf  der  Regelfläche  liegt  in  einer  Ebene 
durch  die  Erzeugende  a',  die  dem  a  korrespondiert,  und  geht  durch 
den  Punkt  auf  &',  der  jenen  verbundenen  Punkten  entspricht.  Wir 
erhalten  die  Abbildung  der  kubischen  Regelfläche  auf  eine  Ebene,, 
die  in  Nr.  914,  ebenfalls  nach  Anwendung  einer  quadratischen  Trans- 
formation, erhalten  wurde. 
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970  Aber  betracliten  wir  nunmehr  den  ganzen  Strahlenbündel  A 

und  die  ihm  entsprechende  Kongruenz  der  a.  Sie  ist  2.  Ord- 
nung und  2.  Klasse.  Denn  durch  jeden  Punkt  X'  gehen  die  beiden 
üj  welche  den  Strahlen  ÄX,  ÄX  korrespondieren,  und  in  einer 
Ebene  a  liegen  die  beiden,  welche  den  durch  Ä  gehenden  Geraden 
der  entsprechenden  cp  entsprechen. 

Für  einen  Punkt  auf  Q'  haben  sich  X  und  X  vereinigt;  also  tun 
es  auch  die  beiden  durchgehenden  Kongruenzstrahlen.  Ferner,  einer 
Tangentialebene  von  Q'  korrespondiert  ein  Kegel  im  qp- Gebüsche; 
folglich  haben  sich  die  beiden  durch  Ä  gehenden  Geraden  in  der 
Kegelkante  vereinigt. 

Die  Punkte  und  Berührungsebenen  der  Fläche  Q'  sind 
also  die  Brennpunkte  und  Brennebenen  der  Kongruenz- 
strahlen, und  Q'  ist  die  Brennfläche  der  Kongruenz.  Indem 
jeder  Strahl  a,  außer  in  Ä,  die  Q  noch  zweimal  trifft:  in  S,  S^j  be- 
rührt der  entsprechende  Strahl  a  der  Kongruenz  die  Q'  zweimal  in 
den  entsprechenden  Punkten  S\  S^\  seinen  Brennpunkten.  In  den 
Punkten  S,  S^  wird  a  von  der  kubischen  Raumkurve  f  getroffen,  deren 
Punkte  denen  von  a  verbunden  sind.  S  und  S^  sind  sich  selbst  oder 
ihren  Nachbarn  auf  f  verbunden;  der  von  S  sei  S.  Mit  f  bildet  a 
die  Grundkurve  eines  Büschels  von  cp,  denen  die  Ebenen  a'  durch  a 
korrespondieren.  Dem  a  und  dem  zweiten  Kongruenzstrahle  in  einer 
a  durch  a  entspricht  a  und  die  zweite  Gerade  aus  Ä  auf  der  ent- 
sprechenden qp;  diese  zweiten  Geraden  projizieren  die  Punkte  von  f. 
Diejenige,  welche  nach  S  geht,  muß  einem  der  Kegel  des  Büschels 
angehören,  aber  nicht  dem  aus  5,  denn  aus  diesem  schneidet  die 
Ebene  ÄSS  die  Tangente  SS  von  f  aus  als  zweite  Kante  neben  a; 
also  gehört  sie  dem  anderen  Kegel  aus  S^  an,  den  jene  Ebene  längs 
ASSj^  tangiert.  Diesen  beiden  unendlich  nahen  Geraden  ASj  AS 
entsprechen  a  und  der  unendlich  nahe  Kongruenzstrahl,  also  die  sie 
verbindende  Brennebene  von  a  dem  Kegel  aus  S^  und  berührt  Sl'  in 
S^']  weil  aber  AS,  AS  durch  die  verbundenen  Punkte  S,  S  gehen,  so 
schneiden  sich  die  ihnen  entsprechenden  und  in  der  Ebene  gelegenen 
Kongruenzstrahlen  in  S\  also  in  dem  anderen  Brennpunkt;  so  daß  die 
bekannte  Fokaleigenschaft  einer  Kongruenz  sich  bestätigt.^) 

Die  zu  den  sechs  Bündeln  gehörigen  Kongruenzen  haben 
also  Q'  zur  Brennfläche  und  sind  konfokal. 

Jede  muß  16  Strahlenbüschel  haben;  ihre  Scheitel  sind  die 
16  Doppelpunkte  der  Brennfläche  und  die  Ebenen  je  die  durchgehen- 
den Doppel-Berührungsebenen.^) 

Bei  der  aus  A  sich  ergebenden  Kongruenz  gehört  zum  Punkte  B' 


1)  Liniengeometrie  Bd.  11  Nr.  291. 

2)  Ebenda  Nr.  384. 
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die  Ebene  o';  denn  die  Strahlen  des  Büschels  (JR',  a")  entsprechen  den 
Kanten  des  Kegels  (Ä),  welche  ja  alle  die  r^  noch  einmal  treffen. 

Zum  Punkte  Qab  gehört  die  Ebene  h';  denn  den  Strahlen  von 
(Qab,^')  korrespondieren  Kurven  f,  welche  in  AB  und  auf  (B)  ge- 
legene kubische  Raumkurven  zerfallen.  Der  zu  c»^  Kurven  f  gehörige 
Bestandteil  ÄBy  als  Strahl  von  Ä,  führt  zu  jenen  Strahlen.  Analoges 
gilt  für  ÄC,...,  AF. 

Ferner  dem  Punkte  Qbc  gehört  die  Ebene  Oabc  zu;  denn  die 
Strahlen  dieses  Büschels  rühren  von  den  Strahlen  des  Bündels  Aj 
welche  BC  treffen  und  daher  in  ABC  liegen. 

Die  6  Ebenen^  welche  in  bezug  auf  die  6  Kongruenzen  zu  R' 
gehören,  sind  also  a',  b',  .  .  .,  f; 

1'^   Qab  gehören:   b',  a,  Cabc,  o'abd,  Oabe,  (S'abfj 

y,       QaC  V  ^7    CTjßC?     Cl,     (SaCD,     (^ACEy    <5aCF, 

V       QcD  „  (SaCD,    OßCDj    J5?    C,    (ScDE,    C^CDF- 

Die  Kongruenz  2.  Grades  hat  fünf  Paare  verknüpfter  Regel- 
schar-Reihe n.^)  Sie  ergeben  sich  folgendermaßen  bei  der  ersten 
Kongruenz.  Die  einen  Reihen  aus  jedem  Paare  liefern  die  Ebenen- 
büschel um  AB.  ACy  AD,  AE,  AF,  die  verknüpften  Reihen  ergeben 
sich  aus  den  Kegelbüscheln  A{C,  D,  E,  F),  A{B,  B,  E,  F\  A{B,  C,  E,  F\ 
A{B,  C,  D,  F\  A(B,  a  B,  E). 

Einer  Ebene  des  Büschels  AB  entspricht,  außer  a  und  b',  eine 
Fläche  2.  Grades  und  den  Strahlen  des  Büschels  aus  A  in  ihr  eine 
Regelschar  von  Geraden.  Die  Ebene  wird  von  r^  noch  einmal  ge- 
troffen^ ebenso  von  jeder  der  6  Geraden  CD,  .  .  .,  EF  außerhalb  AB-^ 
also  gehen  alle  Trägerflächen  durch  R',  Qcd,  •  ■  •,  Q'ef  und  natürlich 
durch  Qab.  Der  Gerade  AB  entspricht  im  Kontinuum  auch  eine 
Gerade  der  Regelschar,  die  immer  durch  den  Punkt  Qab  geht  und  von 
Regelschar  zu  Regelschar  sich  ändert,  den  Strahlen büschel  {Qabj  b') 
beschreibend.  Da  alle  Strahlenbüschel  den  Bündel  A  ausfüllen,  so 
erschöpfen  die  Regelscharen  die  Kongruenz,  und  die  Ordnung  und 
Klasse  2  derselben  bedeutet,  daß  dui'ch  jeden  Punkt  zwei  von  jenen 
Flächen  gehen  und  jede  Ebene  von  zweien  berührt  wird;  so  daß  kein 
Büschel  vorliegt.  Also  sind  die  acht  gemeinsamen  Punkte  R\ 
Qab,  Q'cDy  .  •  .,  Qef  assoziierte  Punkte.  Es  gehen  vier  Ebenen- 
paare durch  sie:  (c',  (Jjßc),  (b',  CTj^z)),  (e',  (TiB^),  (f,  (Tisir). 

Die  acht  übrigen  ausgezeichneten  Ebenen  sind  gemeinsame  Tan- 
gentialebenen der  Trägerflächen  und  daher  auch  assoziiert;  denn  jeder 
von  den  erzeugenden  Strahlenbüscheln  enthält  eine  zweite  Kante  von 
{Ä),  je  einen  Strahl,  der  CD,  ....  EF  trifft,  und  den  AB,  daher  die 


1)  Ebenda  Nr.  369. 
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entsprecliende  Regelschar  einen  Strahl  in  a',  Oacd,  •  •  -,  CfAEFj  b';  d.  h. 
die  Trägerfläche  berührt  diese  Ebenen. 

Einem  Kegel  aus  dem  Büschel  Ä{C,  D,  E,  F)  entspricht,  nach 
Absonderung  der  Ebenen  a  (doppelt),  c',  .  .  .,  f  eine  Fläche  2.  Grades, 
den  Kanten  also  eine  Regelschar  auf  derselben;  und  zwar  den  festen 
Kanten  AC^  .  .  .  von  Regelschar  zu  Regelschar  sich  ändernde  Geraden, 
welche  die  Büschel  {Q'ac,  c'),  .  .  .,  (Qafj  f)  erfüllen.  Die  Trägerflächen 
dieser  Regelscharen  gehen  durch  die  acht  Punkte:  Qac,  Q'ad-,  Q'aej 
Qaf^  Qbc,  Qbd,  Qbej  Qbf'i  durch  Qbc  deshalb,  weil  BG  jeden  der 
Kegel,  außer  in  C,  nochmals  trifft.  Dies  sind  die  acht  Doppel- 
punkte von  Q',  welche  die  obigen  ergänzen;  sie  sind  eben- 
falls assoziiert;  durch  sie  gehen  die  vier  Ebeuenpaare  (a',  b'), 
{(Sacd,  Oaef),  (Oace,  Gadi'^,  ((yACFj  (T^i)^),  dercu  acht  Ebenen  die 
Trägerflächen  der  obigen  Regelscharen  tangieren.  Und  diejenigen  der 
vier  obigen  Ebenenpaare  tangieren  die  jetzigen;  für  c',  .  .  .,  f  ist  es 
schon  erkannt;  weil  BC,  .  .  .,  BF  je  noch  eine  zweite  Kante  von 
jedem  der  Kegel  treffen,  die  dann  in  ABC,  .  .  .  fällt,  so  kommt  in 
jede  der  Ebenen  ÖABCy  •  •  •  eine  Gerade  aus  jeder  der  Regelscharen 
zu  liegen. 

Zwei  Büschel  aus  A  in  verschiedenen  Ebenen  durch  AB  oder 
zwei  verschiedene  Kegel  aus  A{Cj  D,  E,  F)  haben  außer  den  gemein- 
samen Geraden  AB  bzw.  AC,  .  .  .,  denen  aber  in  den  verschiedenen 
Regelscharen  verschiedene  Geraden  entsprechen,  keinen  Strahl  gemein. 
Also  haben  zwei  Regelscharen  derselben  Reihe  keine  Ge- 
rade gemeinsam. 

Dagegen  hat  jeder  von  jenen  Büscheln  mit  jedem  von  diesen 
Kegeln  zwei  Kanten  gemeinsam.  Zwei  Regelscharen  aus  ver- 
knüpften (oder  gepaarten)  Reihen  haben  zwei  Geraden  ge- 
meinsam. 

Endlich  zwei  Büschel  aus  A  bzw.  in  einer  Ebene  durch  AB  und 
einer  Ebene  durch  AC,  oder  zwei  Kegel  aus  A(C,  D,  E,  F)  und 
A{BjB,E,F)  oder  ein  Büschel  aus  A  in  einer  Ebene  durch  AB 
und  ein  Kegel  aus  A{B,  Z),  Ej  F)  haben,  außer  festen  Strahlen,  immer 
noch  einen  Strahl  gemeinsam.  Zwei  Regelscharen  aus  nicht  ver- 
knüpften Reihen  haben  eine  Gerade  gemeinsam. 

Ziehen  wir  eine  zweite  von  den  konfokalen  Kongruenzen  heran, 
etwa  die  aus  dem  Bündel  B  sich  ergebende,  so  können  wir  leicht  be- 
stätigen, daß  ein  gewisses  Paar  verknüpfter  Regelschar-Reihen 
von  \B\  mit  einem  von  \A\  in  der  Beziehung  steht,  daß  die 
einen  Regelscharen  den  anderen  verbunden  sind,  d.  h.  je  die 
nämliche  Trägerfläche  haben.^) 

In  der  Tat,  die  Strahlenbüschel   aus  A  und  B  je   in   derselben 


1)  Liniengeometrie  Bd.  II  Nr.  370. 
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Ebene  durch  ÄJB  haben  ja  die  Eigenschaft,  daß  jeder  Strahl  des 
einen  jeden  des  andern  trifft;  folglich  gilt  dies  auch  für  die  ent- 
sprechenden Regelscharen  von  [Äj  und  [BJ,  sie  sind  verbunden. 

Ferner  haben  wir  in  Nr.  962  erkannt,  daß  jedem  Kegel  von 
Ä{C,  D,j:,  F)  einer  von  B(C,  D,  E,  F)  verbunden  ist,  d.  h.  daß  der 
Punkt  X,  der  einem  Punkt  X  jenes  Kegels  verbunden  ist,  auf  die- 
sem liegt;  daraus  folgt,  daß  die  kubische  Raumkurve  f,  welche  einer 
Kante  des  einen  Kegels  verbunden  ist,  auf  dem  anderen  liegt  und  von 
von  jeder  Kante  desselben  (nochmals)  getroffen  wird.  Jede  beliebige 
zwei  Kanten  der  beiden  Kegel  tragen  ein  Paar  verbundener  Punkte  X 
und  X;  folglich  haben  die  ihnen  entsprechenden  Geraden  der  Regel- 
scharen aus  den  beiden  Kongruenzen  den  Punkt  X'  gemein,  welchem 
X  und  X  korrespondieren;  jede  Gerade  der  einen  trifft  jede  der 
anderen. 

Und  die  fünf  Paare  von  verknüpften  Regelschar-Reihen  einer  der 
sechs  Kongruenzen  sind  den  fünf  anderen  so  zugeordnet,  daß  die  ihren 
Regelscharen  verbundenen  Regelscharen  ein  Paar  verknüpfter  Regel- 
schar-Reihen je  in  einer  konfokalen  Kongruenz  bilden. 

Die  gemeinsame  Trägerfläche  zweier  so  verbundener  Regelscharen 
ist  der  Q'  längs  einer  Raumkurve  4.  Ordnung  erster  Art  umgeschrieben, 
welche  den  einen  und  anderen  Geraden  je  in  den  beiden  Brennpunkten 
beo^ecrnet. 

Die  beiden  von  X'  ausgehenden  Strahlen  der  Kongruenz  [^]',  971 
deren  Ebene  a'  sei,  entstehen  aus  den  Strahlen  J.X,  AX,  wo  X  und 
X  die  dem  X'  korrespondierenden  Punkte  sind;  diese  liegen  auf  der 
der  a'  entsprechenden  Fläche  (p  und  gehören  zu  den  beiden  auf  ihr 
gelegenen  und  durch  die  Gruppe  von  acht  assoziierten  Punkten  ^i, ..., 
Fj  X,  X  gehenden  Kurven  f,  wobei  AX  eine  durch  B,  .  .  .,  F,X  und 
AX  eine  durch  B,  .  .,  FyX  gehende  kubische  Raumkurve  zur  Er- 
gänzung hat.  Den  übrigen  Strahlen  des  Büschels  (X',  a'),  der  zu  dem 
durch  [.4]'  gehenden  Gewinde  gehört,  entsprechen  die  weiteren  Kurven 
f  auf  qp  durch  jene  Punkte. 

Es  tragen  die  beiden  durch  A  gehenden  Geraden  einer  Fläche  qp 
ein  Paar  verbundener  Punkte  X,  X;  jeder  ist  eine  kubische  Raum- 
kurve f  verbunden,  mit  der  sie  eine  f  bildet,  und  welche  von  der 
anderen  Gerade  einmal  getroffen  wird;  diese  beiden  Punkte  sind  die 
gesuchten  X,  X. 

Auf  jeder  Fläche  qp  des  Gebüsches  seien  diese  Punkte  X,  X  er- 
mittelt und  der  Büschel  der  f  konstruiert,  die  durch  die  acht  asso- 
ziierten Punkte  Aj  .  .  .,FyX,X  gehen;  die  entsprechenden  Strahlen  in 
X'  bilden  dann  den  Strahlenbüschel  (X',  a'),  wo  X'  den  X,  X  und  a' 
der  qp  entspricht,  und  diese  Strahlenbüschel,  für  alle  qp  hergestellt, 
geben  das  Gewinde  {A)\  Weisen  wir  den  Sti'ahl  desselben  nach,  der 
einem   beliebigen    Strahlenbüschel    {Y\  a)    angehört;    da    Y'    auf   a' 
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liegt,  so  liegen  die  entsprechenden  Punkte  Y,  Y  auf  der  entsprechen- 
den Fläche  cp5  auf  ihren  durch  A  gehenden  Geraden  suchen  wir  X,X. 
Durch  Äj  .  .  .,  Fj  X,  Y  geht  auf  cp  eine  einzige  /",  die  dann  auch  die 
verbundenen  Punkte  X,  Y  enthält.  Die  dieser  f  korrespondierende 
Gerade  ist  der  einzige  Strahl  des  Gewindes  in  (Y\  a). 

Beweisen  wir  an  unserer  Figur  die  interessante  Eigenschaft  der 
sechs  konfokalen  Kongruenzen,  daß  nämlich  alle  Tangentenbüschel 
der  Brennfläche  Q'  derartig  projektiv  sind,  daß  immer  die 
sechs  Doppeltangenten,  welche  zu  jenen  Kongruenzen  ge- 
hören, einander  entsprechen.  Einer  beliebigen  Tangente  der 
Fläche  Q'  im  Punkte  S'  entspricht  eine  Kurve  /]  welche  im  ent- 
sprechenden Punkte  S  der  Q  einen  Doppelpunkt  hat;  weil  der  durch- 
gehende Kegel  (8)  des  Gebüsches,  welcher  der  Tangentialebene  von 
S'  korrespondiert,  seine  Spitze  S  auf  ihr  hat.  Für  jene  sechs  Doppel- 
tangenten zerfällt  diese  f  in  die  Geraden  SÄ,  SB, .  .  .,  SF  und  je  eine 
kubische  Raumkurve.  Alle  diese  den  verschiedenen  Tangenten  von  S' 
entsprechenden  Kurven  /*  liegen  auf  dem  genannten  Kegel.  Der 
Flächenbüschel  durch  jede  hat  mit  dem  Netze  (r^)  eine  Fläche  ge- 
mein, und  diese  Flächen  bilden  wiederum  den  Büschel,  der  aus  (r^) 
durch  den  Punkt  S  ausgeschieden  wird.  Dieser  Büschel,  als  der, 
welcher  jenen  Büschel  der  /'  in  (>S')  einschneidet,  ist  zu  ihm  und  zum 
Tangentenbüschel  von  S'  projektiv.  Seine  Grundkurve  besteht  aus  r* 
und  der  aus  S  kommenden  Doppelsekante  dieser  Kurve-,  die  Be- 
rührungsebenen in  S  an  seine  Flächen  gehen  durch  dieselbe  und  die- 
jenigen an  die  Flächen,  welche  die  sechs  zerfallenden  Kurven  f  ein- 
schneiden und  den  sechs  Doppeltangenten  korrespondieren,  durch.  SÄ, . . ., 
SF.  Da  sie  von  einer  Doppelsekante  der  Kurve  r^  nach  sechs  festen 
Punkten  Ä,  .  .  .,  F  auf  ihr  gehen,  so  bleibt  ihr  Büschel  zu  sich  pro- 
jektiv, und  demnach  auch  der  der  sechs  Doppeltangenten. 

Demnach  sind  alle  Tangentenbüschel  von  Q'  so  projektiv  zur 
Punktreihe  auf  der  Kurve  r^,  daß  den  sechs  Doppeltangenten,  welche 
zu  den  Kongruenzen  gehören,  die  sechs  Punkte  Ä,  .  .  .,  F  entsprechen. 

Jedes  System  homologer  Strahlen  aus  den  projektiven  Tangenten- 
büscheln liefert  einen  Komplex  2.  Grades,  für  den  Q'  singulare 
Fläche  ist.i) 

Das  entsprechende  Gebilde  in  Z  ist  wesentlich  komplizierter,  ein, 
Komplex  von  Raumkurven  4.  Ordnung. 

972  Wenn  zwei  Ebenenräume  @,  ©^  und  ein  Gebüsche  ©g  von 

Flächen  2.  Grades  korrelativ  auf  den  Punktraum  X'  bezogen 
sind,  so  entsteht  zwischen  diesem  und  dem  Räume  Z,  in  dem 
jene  enthalten  sind,  eine  einzweideutige  Verwandtschaft,  in 
der  jedem  Punkte  von  Z'  die  beiden  Punkte  zugeordnet  sind,' 

1)  Liniengeometrie  Bd.  III  Nr.  536. 
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in  denen  die  Ebenen  aus  (E,  (Sj  und  die  Fläche  aus  @2,  welche 
ihm  entsprechen,  einander  schneiden.^)  Wir  begnügen  uns  mit 
den  Haupteigenschaften  dieser  Verwandtschaft.  Läuft  X'  auf  einer 
Gerade  a,  so  erhalten  wir  in  Z  zwei  Ebenenbüschel  und  einen  Flächen- 
büschel 2.  Ordnung,  welche  projektiv  sind;  sie  erzeugen  eine  Raum- 
kurve 5.  Ordnung  f  (Nr.  671),  den  Restschnitt  zweier  kubischen 
Flächen  neben  einer  Raumkurve  4.  Ordnung  erster  Art,  der  Grund- 
kurve des  Büschels  2.  Ordnung.  Sie  entspricht  der  Gerade  a 
und  daher  einer  Ebene  a  in  Z  eine  Fläche  5.  Ordnung  qp'  in  Z'. 

Eine  Ebene  a'  in  Z'  hingegen  führt  zu  zwei  Ebenenbündeln  und 
einem  Flächennetze  2.  Ordnung,  welche  kollinear  sind;  Erzeugnis  ist 
eine  Fläche  4.  Ordnung  qp  (Nr.  672),  welche  in  unserer  Ver- 
wandtschaft der  Ebene  a'  korrespondiert,  so  daß  einer  Ge- 
rade a  von  Z  eine  unikursale  Kurve  4.  Ordnung  f  entspricht. 

Jene  Raumkurve  f  ist  vom  Range  12^);  sie  trifft  die  Geraden 
der  Regelschar,  welche  durch  die  beiden  projektiven  Ebenenbüschel 
entsteht,  zweimal,  also  die  der  verbundenen  Regelschar  dreimal;  daher 
schneidet  jede  Gerade  aus  dieser  Schar  noch  12  —  2-3  =  6  von 
ihren  Tangenten;  also  hat  die  Involution,  welche  auf  der  Kurve  durch 
die  Geraden  der  ersteren  Regelschar  hervorgerufen  und  durch  den 
Ebenenbüschel  um  irgend  eine  Gerade  der  andern  eingeschnitten  wird, 
sechs  Doppelpunkte. 

Es  gibt  daher  auf  a  sechs  Punkte,  deren  beide  entsprechenden  Punkte 
sich  vereinigt  haben.  Die  Grenzfläche  Q'  in  Z'  ist  6.  Ordnung, 
also  die  Doppel  fläche  Q  in  Z,  welche,  doppelt  gerechnet,  ihr  ent- 
spricht, von  der  Ordnung  —^  =  12. 

Die  involutorische  Verwandtschaft,^!^  ist  vom  Grade  19; 
denn  einer  Gerade  a  entspricht  eine  Kurve  4.  Ordnung  /",  und  die 
voUe  Kurve  20.  Ordnung,  welche  dieser  in  Z  korrespondiert,  zerfäUt 
in  a  und  die  ihr  in  %.^  ^  entsprechende  Kurve  19.  Ordnung. 

§  142.   Die  mit  der  Ja c ob i sehen  Erzeugung  der  Flächen  2.  Grades 
zusammenhängende  zweizweideutige  Verwandtschaft. 

Zwei    solche   Flächengebüsche,    deren  Netze  nur  zwei   veränder-  973 
liehe  Grundpunkte  haben,  führen,  wenn  koUinear  aufeinander  bezogen, 
zu  einer  zweizweideutigen  Verwandtschaft,  aber  mit  der  spezi- 
ellen   Eigenschaft,    daß    dieselben    Punkte    X,  X    des    einen 
Raums   Z,    die    einem   Punkte    X'    des    andern    Z'    korrespon- 


1)  B.  Wimmer,  Über  eine  allgemeine  Klasse   von  einzweideutigen  Raum- 
transformationen.    Dissertation  von  Erlangen  1891. 

2)  Flächen  3.  Ordnung  Nr.  65. 
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dieren,  auch  einem  zweiten  X'  entsprechen,  so  daß  Punkte- 
paare einander  zugeordnet  sind. 

Von  Flächengebüschen  2.  Ordnung  mit  der  obigen  Eigenschaft 
haben  wir  drei  Arten  (Nr.  966)  kennen  gelernt,  und  indem  wir  gleich- 
artige sowohl  wie  ungleichartige  zusammenstellen  und  kollinear  be- 
ziehen können,  erhalten  wir  sechs  Verwandtschaften. 

Die  einfachste  Verwandtschaft,  in  beiderlei  Sinne  vom  4.  Grade, 
ergibt  sich,  wenn  beide  Gebüsche  einen  Grund -Kegelschnitt  haben; 
wir  wollen  aber  zuerst  den  besonderen  Fall  ins  Auge  fassen,  in  wel- 
chem sie  Kugelgebüsche  sind  und  überdies  solche,  deren  Ortho- 
gonalkugeln in  Ebenen  abgeflacht  sind,  in  denen  dann  alle 
Mittelpunkte  liegen.  Bei  ihnen  erniedrigt  sich  der  Grad  noch  weiter. 
Mit  der  dabei  sich  ergebenden  zweizweideutigen  Verwandtschaft  hängt 
die  Jacob ische  Erzeugung  der  Flächen  2.  Grades  zusammen. 

Wir  wollen  von  dieser  ausgehen.  In  einer  Ebene  seien  zwei 
Büschel  konzentrischer  Kreise  um  Ä  und  Ä^  gegeben;  die  Quadrate 
der  Radien  seien  als  Funktionen  2.  Grades  eines  Parameters  l  darge- 
stellt, in  denen  beiden  P  denselben  Koeffizienten  hat: 

Kreise  aus  den  Büscheln,  welche  zu  demselben  Werte  von  l  ge- 
hören, ordnen  wir  einander  zu  und  suchen  das  Erzeugnis  der  Schnitt- 
punkte. Die  Korrespondenz  der  Büschel  ist  ersichtlich  eine  [2,  2]. 
Wir  vereinfachen  die  Konstruktion,  wenn  wir  den  Kreisbüschel  [Ä^) 
durch  den  Parallelstrahlen-Büschel  der  Potenzlinien  zugeordneter  Kreise 
ersetzen.  Ist  q  eine  solche  Potenzlinie  und  Q  ihr  Fußpunkt  auf  der 
Zentrale,  dann  ist: 

und  ÄQ  ergibt  sich  als  Funktion  1.  Grades  von  l: 

Demnach  besteht  zwischen  dem  Kreisbüschel  (Ä)  und  dem  Büschel 
der  q  eine  Korrespondenz  [1,  2];  jedem  Kreis  entsprechen  zwei  Potenz- 
linien, welche  sich  involutorisch  bewegen  (Nr.  168).  Von  dem  Er- 
zeugnis 4.  Ordnung  löst  sich  die  unendlich  ferne  Gerade  doppelt  ab. 
Sie  gehört  doppelt  gerechnet  zum  Kreisbüschel,  als  Berührungssehne 
der  sich  zweimal  berührenden  Kreise,  dem  Werte  1=00  entsprechend, 
und  beide  entsprechenden  Potenzlinien  fallen  in  sie,  so  daß  sie  in  der 
Involution  der  Potenzlinien  der  eine  Doppelstrahl  ist.  Danach  sind 
in  der  Korrespondenz  [2,  2],  welche  auf  einer  beliebigen  Gerade  ent- 
steht, —  einer  Projektivität  zweier  Involutionen  —  die  beiden  sich 
deckenden  unendlich  fernen  Doppelpunkte  einander  entsprechend;  was 
bedeutet,  daß  dieser  Punkt  eine  doppelte  Koinzideuz  der  [2,  2]  ist 
(Nr.  171). 
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Folglich  ist  das  Erzeugnis  ein  Kegelschnitt  und  ÄÄ^  offenbar 
die  eine  Axe.  ^) 

Jetzt  seien  im  zweiten  Räume  Z'  zwei  Punkte  B,  B^  gegeben, 
und  auf  einer  Gerade  g  bewege  sich  X';  F'  sei  ein  fester  Punkt  auf 
g    und  F' B'  die  Orthogonalprojektion  von  F' B  auf  ^';  so  ist: 

BX^  =  BF'^-  2F'B''FX^-F'X^=  a  +  2hl^  l\ 

worin  F'X'  =  l  die  einzige  mit  X'  veränderliche  Größe  ist.    Ebenso  ist: 

demnach  sind  BX'  und  B^X'  so  beschaffen  wie  oben  r  und  r^.  Wenn 
also  in  jeder  Ebene  durch  ÄÄ^  Kreise  um  Ä,  A^  geschlagen  werden 
mit  den  Radien  BXl,  B^X\  so  entsteht  durch  die  Schnittpunkte  der 
je  zu  demselben  X'  gehörigen  Kreise  ein  Kegelschnitt  mit  ÄÄ^  als 
Axe,  und  die  Kugeln  um  Ä  und  A^  mit  diesen  Radien  schneiden  sich 
in  den  Parallelkreisen  einer  Rotationsfläche  2.  Grades  um  jene  Axe. 

Werden  nun  A^  und  B.,  in  X  und  Z'  hinzugefügt,  so  liefern 
A^  A^]  B,  B^  und  dieselbe  Gerade  g'  eine  zweite  Rotationsfläche. 

Die  Büschel  der  Ebenen  der  Parallelkreise  der  beiden  Flächen 
sind  projektiv;  denn  sie  sind  die  Potenzebenen  der  sich  durchschnei- 
denden Kugeln,  und  jede  Ebene  des  einen  Büschels  bestimmt  als 
Potenzebene  eindeutig  den  Parameter  l,  den  Punkt  X'  auf  g'  und  die 
andere  Potenzebene;  in  der  unendlich  fernen  Ebene,  die  zu  l  =  cx) 
gehört,  vereinigen  sich  entsprechende  Ebenen,  und  das  Erzeugnis  der 
so  perspektiv  gewordenen  Ebenenbüschel  ist  ein  Strahlenbüschel. 
Seine  Ebene  schneidet  aus  den  beiden  Rotationsflächen  den  Keorel- 
schnitt  aus,  welcher  durch  die  Schnittpunkte -Paare  der  Kugeln  um 
A,  A^,  A^  mit  den  Radien  BX',  B^X\  B^X'  entsteht,  wenn  X'  die 
Gerade  g    durchläuft. 

Auf  diese  Weise  ergibt  sich  eine  zweizweideutige  Ver- 
wandtschaft Xg^g,  für  deren  entsprechende  Punkte  XundXgilt: 

AX  =  BX\     A,X  =  B,X\    A^X  =  B,X'. 

Ihre  beiden  Gradzahlen  sind  2.  Wenn  X'  oder  X  eine  Ge- 
rade durchläuft,  so  beschreiben  die  beiden  korrespondieren- 
den Punkte  X  und  X,  X'  und  X'  einen  Kegelschnitt.  Er 
ist  ersichtlich  in  bezug  auf  die  Ebene  Q  =  AA^A^,  bzw. 
<t>'  =  BB^B^  symmetrisch:  eine  Axe  liegt  in  ihr  und  seine  Ebene 
ist  senkrecht   zu  ihr. 

Infolgedessen  beschreiben,  wenn  X'  oder  X  eine  Ebene 
durchläuft,  die  entsprechenden  Punkte  eine  Fläche  2.  Grades, 


1)  Ähnlich  läßt  sich  der  Beweis  für  Steiners  Satz:   Gesammelte  Werke 
Bd.  n  S.  447  I  fahren. 
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für  welche  Q,  bzw.   0'  Hauptebene  ist.     Das   ist  Jacobis  Er- 
zeugung der  Flächen  2.  Grades.^) 

Es  mögen  alle  Linien  und  Flächen,  welche  in  sich  symmetrisch 
sind  in  bezug  auf  Q  oder  0',  schlechthin  symmetrisch  genannt  werden. 

Einer  symmetrischen  Gerade  n  oder  n,  auf  der  immer  zwei  ver- 
bundene Punkte  zugleich  liegen,  muß  eine  doppelte  ebenfalls  symme- 
trische Gerade  n  oder  n  entsprechen.  Ist  F'  der  Fußpunkt  von  n 
in  0'  und  X'  ein  Punkt  auf  ihr,  so  liegen  die  ihm  (und  seinem  ver- 
bundenen Punkte  X')  korrespondierenden  Punkte  X,  X  auf  der  Potenz- 
linie der  drei  Kugeln  um  Ä,  A^,  A^  mit  den  Radien  BX^  B^X\  B^X'-^ 
man  hat: 

BX''==Br'i-l\    B,X''^B,F''+r",    B,X'  =  B,r'+P, 

wo  l  =  F'X'  ist.    Für  den  Fußpunkt  F  jener  Potenzlinie  n  in  Q  gilt 
aber: 

AF''  -A,F'  =  BX''  -  B,X'  =  BF''  -  B^V^, 

AF'  -  A,^F'  =  BF''  -  B,F''- 
oder: 

AF'  -  BF''  =  A,F'  -  B,F''  =  A^F'  -  B,F''- 

also  hängt  F'  nur  von  F,  nicht  von  l  ab. 

Hat  man  ein  Paar  entsprechender  Punkte  X,  X'  auf  n  und  n, 
so  gelangt  man  durch: 

FY'-F'  Y''  =  FX'  -  rX'' 

zu  weiteren  entsprechenden  Y,  Y\ 

Die  obigen  Relationen  bewirken  ein  eindeutiges  Entsprechen  der 
Punkte  F  und  F'  in  Q  und  O'.  Bewegt  sich  n  in  einer  symme- 
trischen Ebene  v',  an  einer  Gerade  g  derselben  hingleitend,  so  be- 
schreibt n\  am  entsprechenden  Kegelschnitt  hingleitend,  eine  symme- 
trische Ebene  v. 

Daher  bewegen  sich  F  und  F'  linear,  und  jene  Korrespon- 
denz ist  KoUineation  und  zwar,  da  nur  endliche  Punkte  in  ^2,2 
einander  korrespondieren  oder  unendlich  ferne,  Affinität.  Also  ent- 
sprechen parallelen  Ebenen  v'  ebenfalls  parallele  Ebenen  v. 

In  dieser  Affinität  der  Felder  Q  und  O'  sind  die  gegebenen  Punkte 
A  und  B  nicht  einander  entsprechend. 

Einem  symmetrischen  Kreise  Ä'  korrespondiert  ein  symmetrischer 
Kreis  ^;  wir  haben  nur  zu  beweisen,  daß  ein  Kreis  entsteht.  Der 
gegebene  Kreis  ^'  habe  den  Halbmesser  p',  sein  Mittelpunkt  und  sein 


1)  Gesammelte  Werke  Bd.  7  S.  7,  42;  vgl.  auch  0.  Hermes,  Journal  für 
Mathem.  Bd.  73  S.  179,  209.  —  In  seiner  Theorie  der  Oberflächen  2.  Ordnung 
§67  erwähnt  Schröter  diese  Erzeugung,  begnügt  sich  aber  damit,  den  Punkt 
X  oder  X  die  Symmetrieebene,  nicht  eine  beliebige  Ebene  durchlaufen  zu 
lassen.  —  Wegen  der  obigen  Ableitung  sehe  man  Journal  f.  Mathem.  Bd.  122  S.  263. 
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in  0'  liegender  Durchmesser  seien  M*  und  cT-^  mit  dessen  positiver 
Seite  bilde  M' B  den  Winkel  0;  endlich  sei  x  die  Abszisse  des  Punktes 
X'  auf  ^'  auf  d  als  a:-Axe,  so  hat  man,  weil  MX'  und  x  dieselbe 
Projektion  auf  M' B  haben: 

BX^  =  BM'^  +  p'2  -  2BM'  cos  e  .  a:  =  a  +  6a;; 
ebenso : 

B^ X'^  =  «1  -h  \x,     B^ X2  =  «2  +  \x, 

so  daß  die  Quadrate  der  Radien  r,  r^,  r^  der  um  ^,  A^,  A^  zu  schlagen- 
den Kugeln  lineare  Funktionen  von  x  sind.  Infolgedessen  ergeben 
sich  projektive  Kugelbüschel  um  diese  Punkte.  Erzeugnis  der  beiden 
Büschel  {A),  (J.J  ist  eine  Fläche  4  Ordnung.  Auf  ihr  ist  die  abso- 
lute Kurve  dreifach;  denn  in  irgend  einer  Ebene  sind  für  die  ent- 
stehenden projektiven  Kreisbüschel  die  beiden  absoluten  Punkte  ge- 
meinsame Grundpunkte  und  überdies  solche,  in  denen  zwei  entsprechende 
Kreise,  die  unendlich  großen,  sich  berühren  (Nr.  171).  Von  der  Fläche 
4.  Ordnung  löst  sich  aber,  aus  ähnlichen  Gründen  wie  oben  von  der 
Kurve  4.  Ordnung  die  unendlich  ferne  Gerade,  hier  die  unendlich  ferne 
Ebene  doppelt  ab.  Auf  dem  eigentlichen  Erzeugnisse  2.  Ordnung 
bleibt  die  absolute  Kurve  noch  einfach,  es  ist  eine  Kugel.  Die  ebenso 
zu  A  und  A^  gehörige  Kugel  schneidet  sich  mit  ihr  in  dem  Kreise 
Ä,  welcher  dem  ^'  (doppelt  gerechnet)  entspricht. 

Jeder  symmetrischen  Kurve  oder  Fläche  entspricht  (doppelt  ge- 
rechnet) eine  ebensolche  Kurve  oder  Fläche. 

Die  beiden  Symmetrieebenen  Q,  <t)'  führen  zu  zwei  Kugel-  974 
gebüschen  @,  @',  bestehend  aus  den  Kugeln,  die  ihre  Mittel- 
punkte in  ihnen  haben  (Nr.  967). 

In  @,  %'  ordnen  wir  solche  Netze  einander  zu,  deren 
"Grundpunkte  einander  in  %^^^  entsprechen,  also  von  J.,  J.^,  A^ 
und  B,  B^,  B.2  gleiche  Entfernungen  haben.  Diese  Zuordnung  ist 
Kollineation.  Dazu  genügt  es  zu  erkennen,  daß  den  Netzen  des 
einen  Gebüsches,  welche  durch  einen  Büschel  desselben  gehen,  ebenso 
beschaffene  im  andern  entsprechen.  Nun  wurde  aber  gefunden,  daß, 
wenn  X\  X'  einen  Kreis  £'  durchlaufen,  die  korrespondierenden  Punkte 
X,  X  einen  ^  beschreiben;  diese  in  bezug  auf  O',  bzw.  Q  symme- 
trischen Kreise  ^,  Ä'  sind  aber  die  Grundkreise  der  Büschel  der  Ge- 
büsche; wenn  z.  B.  X,  X  auf  ^  liegen,  so  befindet  sich  der 
Büschel  (t)  im  Netze  (X,X).  _  _ 

Es  durchlaufen  also  korrespondierende  Paare  X,  X  und  X',  X' 
gleichzeitig  entsprechende  Kugeln  S  und  S'  aus  @  und  @'. 

Ein  Kugelgebüsche  mit  einer  Symmetrieebene  enthält  (Nr.  967) 
zweierlei  Büschel. 

Weil  einem  endlichen  Kreise  ^  ein  endlicher  Ä'  entspricht,  so 
sind  in  der  KoUineation  Büschel  gleicher  Art  zugeordnet,  und  in  ihnen 

29* 
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wieder  eigentliche  Kugeln  und  ausgeartete,  die  symmetrischen  Ebenen. 
Die  Punkte  der  Ebenen  Q,  <\>',  als  Mittelpunkte  der  Büschel  konzen- 
trischer Kugeln,  werden  eindeutig  einander  zugeordnet;  einem  Netze, 
welcbes  eine  Zentrale  besitzt,  aus  dem  einen  Gebüsche  korrespondiert 
ein  eben  solches  in  dem  andern.  Diese  eindeutige  Zuordnung  ist  also 
KoUineation  und  zwar  Affinität;  denn  einem  unendlich  fernen  Punkt 
von  Q,  dem  gemeinsamen  Mittelpunkte  von  in  parallele  Ebenen  v 
ausgearteten  Kugeln,  denen  parallele  Ebenen  v'  entsprechen,  korre- 
spondiert also  ein  ebenfalls  unendlich  ferner  Punkt. 

^  Ä  A    Ä 

Ersichtlich  ist   dies  die  Affinität  1  t>  V  ^.^   ,  verschieden  von  der 

obigen,  in  welcher  die  Pußpunkte  entsprechender  Geraden  w,  n  zuge- 
ordnet sind. 

Geht  man  von  den  beiden  Dreiecken  AA^A^^  BB^B^  aus,  so 
ergibt  sich  die  Mannigfaltigkeit  6  •  3  =  18  der  Konstruktion.  Geht 
man  von  zwei  Kugelgebüschen  mit  Sjmmetrieebenen  aus,  so  hat  man, 
weil  diese  sie  vollständig  bestimmen,  zunächst  die  Mannigfaltigkeit 
2-3,  zu  der  die  Mannigfaltigkeit  15  der  KoUineation  kommt.  Setzt 
man  aber  fest,  daß  die  beiden  Gebüschen  angehörige  doppelte  unend- 
lich ferne  Ebene  sich  selbst  entspricht,  was  die  eben  genannte 
Mannigfaltigkeit  um  3  verringert,  so  wird  bewirkt,  daß  jedem 
Büschel  konzentrischer  Kugeln  ein  ebensolcher  entspricht  und  in  ihm 
die  endlichen  Kugeln  den  endlichen  Kugeln.  Das  ist  dann  auch  in  den 
allgemeinen  Büscheln  richtig,  und  in  ihnen  sind  die  in  Ebenen  aus- 
gearteten Kugeln  entsprechend.  Wir  haben  damit  die  Spezialität 
unserer  Verwandtschaft  erhalten;  und  weil  wir  auch  zur  Mannigfaltig- 
keit 2-3-J-15  —  3  =  18  gelangt  sind,  so  liegt  die  Vermutung  nahe, 
daß  es  in  den  Symmetrieebenen  Dreiecke  AA^A^,  BB^B^  gi^t,  von 
deren  entsprechenden  Ecken  die  korrespondierenden  Punkte  gleiche 
Entfernungen  haben;  doch  wollen  wir  auf  diese  Frage  nicht  eingehen. 

Wie  in  Nr.  966  ergibt  sich,  daß  die  Charakteristiken  des  Systems 
der  Flächen  2.  Grades,  welche  den  Ebenen  des  andern  Raums  ent- 
sprechen, sämtlich  8  sind. 

Es  seien  diese  kollinearen  Kugelgebüsche,  in  denen  die  allge- 
meinen und  die  ausgearteten  Kugeln  entsprechend  sind,  auf  einen 
Ebenenraum  Z^  koUinear  bezogen,  so  daß  die  Verwandtschaft  Xg  2  =  (^^') 
sich  als  Produkt  zweier  zweieindeutigen  Verwandtschaften  ergibt: 

Die  beiden  Netze  iV^,  N^  sind  entsprechend  und  die  doppelte  unend- 
lich ferne  Ebene  sich  selbst  entsprechend:  qpQ  =  qp^';  also  hat  man  in 
Xj  denselben  ausgezeichneten  Bündel  Oj  und  dieselbe  ausgezeichnete 
Ebene  a^  ^  (Nr.  967).  Einer  Gerade  a  in  Z  entspricht  ein  Kegel- 
schnitt f^  in  Zj,  der  in  0^   die  Ebene   o.^  ^  berührt;   ihm   entspricht 


Affinität  der  Mittelpunkte.     Punktepaar- Verwandtschaft  (4,4).  453 

daher,  wie  a.  a.  0.  sich  ergab,  ein  Kegelschnitt  in  Z',  der  dann  der  a 
in  (Z51')  zugeordnet  ist;  und  ebenso  ergibt  sich,  daß  einer  Ebene  a 
aus  X  eine  Fläche  2.  Grades  in  T  entspricht. 

Doppelflächen  dieser  %^^^  sind  die  Symmetrieebenen  Q, 
O'  und  Grenzflächen  die  Flächen  2.  Grades  Q',  <J>,  welche 
ihnen  entsprechen.  Wiederum  gilt,  daß  z.  B.  Q'  von  jedem  Kegel- 
schnitte f\  der  einer  Gerade  a  entspricht,  in  zwei  verbundenen  Punkten 
und  von  jeder  Fläche  cp',  der  einer  Ebene  a  entspricht,  längs  eines 
Kegelschnitts  berührt  wird. 

§  143.   Andere  zweizweideutige  Verwandtschaften. 

Es  seien  zwei  jF^-Gebüsche  ö,  %'  mit  Grund-Kegel- 975 
schnitten  K  in  k,  L!  in  X'  kollinear  bezogen  und  die  veränder- 
lichen Grundpunkte  X,  X;  X',  X'  entsprechender  Netze  in 
Beziehung  gebracht;  Q  und  O'  seien  die  Bestandteile  2.  Grades 
der  Jacob i sehen  Flächen,  0  der  Pol  von  k  in  bezug  auf  Q,  F'  der 
von  X'  in  bezug  auf  O',  die  Konkurrenzpunkte  der  zweiten  Ebenen, 
neben  k,  X',  der  Ebenenpaare  von  @,  %'  und  der  Verbindungslinien  ver- 
bundenen Punkte  X,  X ,  bzw.  X',  X'.  Die  verbundenen  eindeutigen 
involutorischen  Verwandtschaften  %^^,  %'^^  sind  die  zu  0  und  Q,  Y' 
und  0'  gehörigen  quadratischen  Inversionen. 

Und  Q,  0'  sind  die  Doppelflächen  der  ^22  zwischen  I,  Z', 
also  2.  Ordnung. 

Eine  beliebige  Gerade  a  liegt  in  einer  Fläche  %^  von  (55,  ersicht- 
lich dem  Ebenenpaare,  zu  welchem  Oa  gehört;  die  ihr  entsprechende 
Kurve  f  ^  von  den  Paaren  X'X'  durchlaufen,  die  den  Punkten  X  von 
a  entsprechen,  liegt  dann  auf  der  entsprechenden  Fläche  g^'  von  %' . 
Weil  ein  Büschel  und  ein  Netz  von  %  ein  Element  gemeinsam  haben, 
so  können  wir  die  Netze,  von  denen  der  eine  Grundpunkt  X  die  a 
durchläuft,  durch  g^  und  zwei  Flächen  aus  zwei  gegebenen  Büscheln 
33^,  ^2  ^^^  ®  konstituieren;  die  Schnittkurven  2.  Ordnung  (außer  i') 
der  entsprechenden  Flächen  aus  S/,  S^^  schneiden  die  X',  X'  in  %^ 
ein.  Werden  in  ^j,  S^^  diejenigen  Flächen  einander  zugeordnet,  die 
sich  auf  a  schneiden,  so  entsteht  zwischen  diesen  Büscheln  eine  Korre- 
spondenz [2,  2],  welche  durch  die  Kollineation  auf  die  Büschel  33/, 
^Sg'  übergeht;  diese  zweite  Korrespondenz  bewirkt  auf  einer  beliebigen 
Gerade  eine  Korrespondenz  [4,  4],  auf  einer  Gerade,  welche  L  trifft 
(ev.  durch  einen  einzelnen  Grundpunkt  geht),  wenn  von  diesem  Treff- 
punkte abgesehen  wird,  eine  [2,  2].  Daraus  folgt,  daß  durch  die  ge- 
nannten Schnittkurven  eine  Fläche  8.  Ordnung  entsteht,  auf  welcher 
U  vierfach  ist.  Nun  enthalten  aber  S3i,  SBg  zwei  Flächen  gi?  52? 
welche  mit  ^a  ^^^  nämlichen  Büschel  gehören  und  daher  mit  5« 
zur  Konstituierung  eines  Netzes  ungeeignet  sind,     Ihre  Schnittkurve, 
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die  auch  auf  g^  liegt  und  zwar  auf  dem  Bestandteile  Oa^  trifft  a 
zweimal,  wodurch  die  Schnittkurve  von  g^'  und  ^^  doppelt  auf  die 
Fläche  8.  Ordnung  kommt.  Außer  diesem  doppelten  Kegelschnitte 
und  dem  vierfachen  L'  hat  sie  mit  g^'  noch  eine  Kurve  4.  Ordnung; 
das  ist  die  der  a  entsprechende  Kurve  /*';  und  den  mit  ihr  auf  g^' 
liegenden  L  trifft  sie  viermal. 

Einer  Gerade  a  korrespondiert  also  eine  Raumkurve 
4.  Ordnung  f\  welche  dem  L'  viermal  begegnet,  und  einer 
Grerade  a  eine  f  4.  Ordnung,  die  sich  ebenso  zu  K  verhält. 
Die  Verwandtschaft  ist  in  beiderlei  Sinne  vom  4.  Grade,  und 
den  Ebenen  a,  a'  entsprechen  Flächen  4.  Ordnung  cp',  9. 

Die  Involution  verbundener  Punkte  X\  X'  auf  f  hat  Verbindungs- 
linien, die  nach  F'  laufen;  damit  ergibt  sich  ein  durch  f  gehender 
Kegel  2.  Grades;  als  Schnittkurve  desselben  und  der  g^'  erweist  sie 
sich  als  erster  Art;  und  die  Involution,  von  der  sich  selbst  verbun- 
denen Kantenschar  herrührend,  ist  zu  sich  selbst  residual  (Nr.  873). 

Eine  Gerade  a,  die  sich  auf  K  stützt,  gehört  einem  Büschel  aus 
@  an;  ihr  und  der  verbundenen  Gerade  <7,  mit  der  sie  den  Grund-Kegel- 
schnitt bildet,  ist  daher  der  Grund -Kegelschnitt  des  entsprechenden 
Büschels  zugeordnet,  der  in  einer  Ebene  durch  F'  liegt  und  eine  In- 
volution trägt,  von  welcher  dieser  Punkt  das  Zentrum  ist.  Die  beiden 
Begegnungspunkte  dieses  Kegelschnitts  mit  einer  Ebene  a'  korrespon- 
dieren den  weiteren  Schnitten  der  a  mit  der  qp,  welche  der  a'  korre- 
spondiert; also  ist  der  Stützpunkt  auf  K  doppelt  auf  qp. 

Die  den  Ebenen  a',  a  korrespondierenden  Flächen  qp,  qp- 
haben  K^  L'  zur  Doppelkurve. 

Folglich  muß  jeder  Punkt  von  K  ir  a  zwei  entsprechende 
Punkte  haben;  es  entspricht  ihm  also  ein  Kegelschnitt,  welcher  die 
Kurve  4.  Ordnung,  die  zu  einer  durch  ihn  gehenden  a  gehört,  vervoll- 
ständigt. 

Jedem  Punkte  von  Kj  bzw.  L'  ist  ein  Kegelschnitt  zuge- 
ordnet, welcher  i',  K  zweimal  trifft. 

Diese  Kegelschnitte  erzeugen  eine  Fläche  4.  Ordnung; 
denn  z.  B.  von  den  zu  K  gehörigen  treffen  soviele  eine  Gerade  a\ 
als  deren  entsprechende  f  mit  K  Punkte  gemein  hat.  Sie  ist  offen- 
bar die  der  Ebene  k,  bzw.  X'  zugehörige  qp',  qp  und  hat  L\  K  zur 
Doppelkurve.  Damit  haben  sich  die  Kurven  Ky  L'  als  Haupt  kurven 
herausgestellt. 

Dem  Netze  der  Ebenenpaare  in  ®  entspricht  in  ©'  ein  beliebiges 
Netz  mit  den  Grundpunkten  0\  0',  in  gerader  Linie  mit  F'  gelegen. 
Ihnen  sind  dieselben  cx)^  Punktepaare  entsprechend,  bestehend  aus  0 
und  einem  beliebigen  Punkte  von  k. 

0',  0'  sind    also    zwei    verbundene    Hauptpunkte,    denen 
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die  Ebene  k  und  der  einzelne  Punkt  0,  jedem  Punkte  von  k 
verbunden,  zugehören. 

Analog  sind  V,  V  beschaffen,  die  Grundpunkte  des  Netzes  von 
(^,  das  dem  Ebenenpaar-Netze  von  %'  entspricht. 

Weil  a  der  k  einmal  begegnet,  sind  0',  0'  einfache  Punkte 
aller  f,  und  damit  kommen  sie  auch  auf  die  cp'.  Eine  durch  0' 
gehende  Gerade  a  gehört  zu  einer  Fläche  des  Netzes  (0',  0'),  ihr 
entspricht  ein  Ebenenpaar;  die  den  Punkten  X.'  von  a  entsprechenden 
Punkte  X,  X  liegen  in  dessen  durch  0  gehender  Ebene,  je  auf  Strahlen 
durch  0,  und  für  den  in  0'  fallenden  Punkt  X'  rückt  der  eine  in  0, 
so  daß  durch  diese  Punkte  eine  Kurve  3.  Ordnung  entsteht;  ihre  drei 
Schnitte  mit  a  entsprechen  den  von  0'  verschiedenen  Schnitten  der  cp' 
mit  a.  Also  sind  die  0',  0'  auf  den  Flächen  cp'  einfach,  und 
ebenso  die   F,  V  auf  den  qp. 

Von  den  drei  Begegnungspunkten  jener  Kurve  mit  k  liegen 
zwei  auf  K]  der  dem  dritten  Schnitt  korrespondierende  Punkt  ist 
nach  0'  gerückt.  Auf  der  K  zugeordneten  Fläche  sind  0',  0'  doppelt. 
Die  vier  Begegnungspunkte  einer  f  mit  Q,  außerhalb  K,  die 
Doppelpunkte  ihrer  Involution,  beweisen,  daß  der  Doppel  fläche  Q 
eine  Grenzfläche  Q'  4.  Ordnung  entspricht. 

Mit  der  Fläche  4.  Ordnung,  welche  dem  K  entspricht,  setzt  sie 
die  volle  der  Q  entsprechende  Fläche  8.  Ordnung  zusammen.  Jedes 
Paar  aus  zwei  vereinigten  Punkten  auf  Q,  immer  mit  be- 
stimmter Verbindungslinie  nach  0,  entspricht  zwei  verbun- 
denen Punkten  auf  Q'. 

Der  einem  Punkte  von  L'  entsprechende  Kegelschnitt  trägt  eben- 
falls eine  Involution  von  verbundenen  Punkten;  die  beiden  Doppel- 
punkte, auf  Q  gelegen,  beweisen,  daß  der  Punkt  der  Q'  doppelt  an- 
gehört. 

Auch  auf  den  Grenzflächen  Q',  O  liegen  L\  bzw.  K  doppelt. 
Dagegen    liegen    die  Hauptpunkte   0',   0\  bzw.    F,  F  nicht  auf 
ihnen,  weil  0  und  F'  mit  keinem  der  cx)^  ihnen  verbundenen  Punkte 
zusammenfallen. 

Die  voUe  Fläche  16.  Ordnung,  welche  der  Q'  als  Fläche  4.  Ord- 
nung entsprechen  muß,  besteht  aus  der  Fläche  4.  Ordnung,  welche 
der  Z'  zugehört,  doppelt  gerechnet,  imd  der  Doppelfläche  Q,  vierfach 
gerechnet,  weil  sie  Doppelfläche  ist  und  jedes  sie  erzeugende  Paar  bei« 
zwei  verbundenen  Punkten  auf  Q'  sich  ergibt. 

Aus  den  Schnitten  einer  Gerade  a  mit  Q  und  der  unendlich  nahen 
Fläche  Q  folgern  wir  wieder,  wie  in  Nr.  966,  daß  jede  Kurve/"  die  Grenz- 
fläche  Q'  in  vier  Punkten  berührt,  zwei  Paaren  verbundener, 
und  ebenso  ist  eine  Fläche  qp'  der  Q'  längs  der  Kurve  4.  Ord- 
nung umgeschrieben,  welche  dem  Schnitte  der  entsprechenden 
Ebene  a  mit  Q  entspricht.     Auf  diese  Ordnung  reduziert  sie  sich  von 
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der  8.  Ordnung  wegen  der  zwei  Begegnungspunkte  des  ebenen  Schnitts 
mit  K. 

Es  gibt  oo^^  Raumkurven  4.  Ordnung;  wir  haben  nun  die  zwölf 
Bedingungen  für  die  in  vierfach  unendlicher  Anzahl  vor- 
handenen /':  die  beiden  Doppelbedingungen  des  Gehens  durch  (7 
und  0\  die  viermalige  Begegnung  mit  L'  und  die  viermalige  Berührung 
mit  Q'. 

Der  Umstand,  daß  verbundene  Punkte  in  Z,  Z'  immer  mit  0, 
bzw.  V  in  gerader  Linie  liegen,  führt  zu  einer  Korrelation  dieser 
beiden  Bündel  0,  V\  Ein  Strahl  d  von  0  ist  Grundkurve  eines 
Büschels  im  Ebenenpaar-Netze  von  (55,  gemeinsam  den  zweiten  Ebenen; 
daher  entspricht  ihm  der  Grund-Kegelschnitt  d'^  des  korrespondierenden 
Büschels  in  ©',  in  einer  Ebene  durch  V\  und  der  Involution  ver- 
bundener Punkte  auf  jenem  die  Involution  auf  diesem.  Ordnen  wir 
also  dem  d  die  Ebene  b'  des  d'^  zu.  Dreht  sie  sich  um  einen  Strahl 
d'  von  F',  so  durchläuft  d  die  Ebene  b,  welche  ebenso  dem  d'  zuge- 
ordnet ist. 

Zwei  entsprechende  Punktepaare  X,  X;  X\X'  liegen  also 
stets  auf  konjugierten  Strahlen  dieser  Korrelation.  Die  er- 
zeugte Fläche  2.  Grades  ist  der  Ort  der  Punkte  sowohl  in  Z  als  in 
Z',  die  je  mit  den  beiden  entsprechenden  Punkten  in  gerader  Linie 
liegen. 

Die  d'^  bilden  das  doppelt  unendliche  System  der  Kegelschnitte, 
welche  durch  0',  0'  gehen  und  L'  zweimal  treffen.  Jeder  schneidet 
Q'  noch  in  zwei  Paaren  verbundener  Punkte,  die  den  Schnitten  von 
d  mit  Q  korrespondieren;  weil  d  aber  Q  und  Q.  in  unendlich  nahen 
verbundenen  Punkten  trifft,  handelt  es  sich  um  Schnitt,  nicht  Be- 
rührung. 

Beziehen  wir  die  Gebüsche  (S  und  @'  kollinear  auf  den  Ebenen- 
raum Z^,  so  zerlegen  wir  die  zweizweideutige  Transformation  (ZZ') 
in  die  zweieindeutige  (Z  Z^)  und  die  einzweideutige  (Z^  Z')  und  können 
die  Ergebnisse  bestätigen.  (ZZ^)  z.  B.  führt  eine  beliebige  Gerade  a 
in  einen  Kegelschnitt,  und  (ZiZ')  diesen  in  eine  Raumkurve  4.  Ord- 
nung über,  jene  einen  Punkt  auf  K  in  eine  Gerade,  welche  durch 
(ZjZ')  in  einen  Kegelschnitt  transformiert  wird.  Die  beiden  Punkte, 
in  denen  die  Gerade  in  Z^,  die  einem  Punkte  von  L'  korrespondiert, 
dem  Kegel  2.  Grades  in  Z^  begegnet,  welcher  dem  K  entspricht,  zeigen, 
daß  L'  auf  der  Fläche  4.  Ordnung,  die  dem  K  zugeordnet  ist,  doppelt 
liegt;  usw.  In  Zj  haben  wir  es  mit  zwei  verschiedenen  Bündeln  zu 
tun,  welche  den  Ebenenpaar -Netzen  von  @  und  @'  entsprechen.  In 
§  142  sind  sie  identisch. 

976  Lassen  wir  %   einen  Grund -Kegelschnitt,   ©'  aber  sechs  Grund- 

punkte haben,  so  ergeben  sich  zwei  Gradzahlen  4  und  8.    Einer  Ge- 
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rade  a  in  I  entspricht  eine  Raumkurve  8.  Ordnung,  einer  Gerade  a' 
in  Z'  eine  von  der  4.  Ordnung. 

Wir  wollen  lieber  den  Fall  betrachten,  daß  beide  Gebüsche  % 
und  (^'  sechs  Grundpunkte  haben:  A,  .  .  .  F-^  A\  .  .  .  F'.'^)  Nun 
sind  die  vollen  Grundkurven  4.  Ordnung  der  Büschel  veränderlich;  die 
Fläche  8.  Ordnung  von  Z'  im  obigen  Beweise  für  die  Gradzahl  —  auf 
der  nun  die  Grundpunkte  (statt  der  L')  vierfach  sind  —  wird  durch 
solche  erzeugt  und  enthält  die  Schnittkurve  der  Flächen  g/,  gg' 
doppelt,  weil  die  Schnittkurve  %i%2j  welche  auf  der  diesmal  allge- 
meinen Fläche  %^  liegt,  der  a  zweimal  begegnet;  ihr  fernerer  Schnitt 
mit  5/  ist  die  Raumkurve  8.  Ordnung,  welche  der  a  entspricht. 

Läßt  man  die  beiden  Büschel  S3i,  33.2  demselben  Netze  angehören, 
was  dann  auch  für  S/,  ^^'  gilt,  dann  sind  Flächen  gi?  82?  ^i®  ^^ 
der  in  diesem  Netze  nicht  befindlichen  %^  zu  demselben  Büschel  ge- 
hören, nicht  vorhanden;  ferner  löst  sich  die  gemeinsame  Fläche  von 
S3i',  SSo';  wegen  der  zwei  Schnittpunkte  der  entsprechenden  Fläche  mit 
a,  doppelt  von  der  Fläche  8.  Ordnung  ab,  und  imsere  Raumkurve 
8.  Ordnung  f  stellt  sich  als  voller  Schnitt  der  5/  ^^^  ^^^  '^®^*" 
bleibenden  Fläche  4.  Ordnung  heraus. 

Die  Grundpunkte  Ä, .  .  .  sind  auf  dieser  und  auf  der  Kurve 
f  doppelt. 

Weil  beide  Gradzahlen  8  sind,  so  müssen  wir  2  +  24-8-f8  =  20 
Koinzidenzpunkte  haben;  sie  und  die  zwölf  Grundpunkte  sind 
die  (2  -f  2) (22+  2^)  =  32  Punkte,  welche  zugleich  Grundpunkte  ent- 
sprechender Netze  der  kollinearen  Gebüsche  sind  (Nr.  674). 

Die  beiden  entsprechenden  Punkte,  die  jeder  der  Grundpunkte  Ä, . . . 
auf  einer  beliebigen  Gerade  a  hat,  beweisen,  daß  die  Punkte  Ä\  .  .  . 
Hauptpunkte  sind,  denen  Flächen  2.  Grades  aV  •  •  entsprechen, 
ersichtlich  diejenigen  Flächen  von  ®,  welche  in  der  Kollineation  den 
Kegeln  mit  den  Spitzen  Ä',  .  .  .  homolog  sind;  denn  alle  Punkte  eines 
solchen  Kegels  sind  ja  der  Spitze  in  der  zugehörigen  eindeutigen  in- 
volutorischen  Verwandtschaft  X\i  '^-  Grrades,  die  in  Nr.  961  besprochen 
wurde,  verbunden. 

Auf  den  Flächen  qp'  8.  Ordnung,  welche  den  Ebenen  a 
von  1  korrespondieren,  sind  diese  Punkte-4', . . .  vierfach.  Denn 
eine  Gerade  a  dui'ch  A'  scheidet  aus  @'  einen  Büschel  aus,  zu  dessen 
Grundkurve  sie  gehört;  die  entsprechende  Grundkurve  in  @  korre- 
spondiert ihr,  und  ihre  vier  Schnitte  mit  a  führen  zu  den  von  A'  ver- 
schiedenen Schnitten  der  a    mit  qp'. 

Zu  diesen  sechs  Hauptpunkten  eines  jeden  der  beiden  Räume, 
denen  Flächen  zugeordnet  sind,  treten  noch  32  Hauptpunkte,  denen 
Kurven  zugeordnet  sind.     In  @  bestehen  die  16  ausgezeich- 


1)  Vgl.  die  in  Nr.  905  erwähnte  Dissertation  von  Wiesing. 
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neten  Netze  (r^),  (AB),  .  .  .,  die  Grriindpunkte  der  in  der  KoUi- 
neation  entsprechenden  Netze  seien  R\  jR';  Q'ab,  Qab'i  -  •  •  Dies 
sind  die  Hauptpunkte  in  1';  den  R\  U'  ist  die  r^,  den  Qab,  Qab  die 
Gerade  AB,  .  .  .  zugeordnet. 

Infolgedessen  sind  R\  R'  auf  den  cp'  dreifach,  die  Q',  Q' 
einfach. 

Die  zu  r^y  A.(B,  .  .  ,  F)  gehörigen  zwölf  Punkte  befinden  sich  alle 
auf  der  Fläche  a'^,  die  dem  Ä  zugeordnet  ist^  also  alle  sechs  der- 
artigen Flächen  in  dem  Netze  (R\  R'). 

Doppel  fläche  Q  in  X  ist  die  sich  selbst  entsprechende  Fläche 
der  %^  1,  also  die  Fläche  4.  Ordnung  der  Kegelspitzen  von  @, 
auf  welcher  die  A^  .  .  .  Doppelpunkte  sind  und  welche  r^  und  die 
15  Verbindungslinien  AB, .  .  .  enthält  (Nr.  961). 

Verbundene  Punkte  liegen  immer  auf  einer  Doppelsekante  von 
r^;  so  erhalten  auch  zwei  in  einem  Punkte  von  Q  sich  vereinigende 
Punkte  X,  X.  eine  bestimmte  Verbindungslinie  in  der  durchgehenden 
Doppelsekante. 

Die  Doppelfläche  4.  Ordnung  in  J!  sei  wiederum  O'. 

Die  einer  beliebigen  a  korrespondierende  Kurve  8.  Ordnung  f 
trifft  Q,  außer  in  den  Grundpunkten,  in8-4  —  6-2-2  =  8  Punkten, 
die  den  Schnitten  von  a    mit  der  Grenzfläche  entsprechen. 

Die  Grenzflächen  Q\  O  sind  8.  Ordnung. 

Einer  durch  A'  gehenden  a  entspricht,  wie  wir  oben  fanden,  eine 
Büschel-Grundkurve  in  @,  die  der  Q  noch  in  4-4  —  6-2-l=4  Punkten 
begegnet,  denen  die  ferneren  Schnitte  der  a    mit  Q'  entsprechen. 

Geht  a  durch  R\  so  zerfällt  f  in  die  r^  und  eine  Kurve  5.  Ord- 
nung, welche  durch  A,  .  .  .  noch  einmal  geht  und  mit  r^  außerdem 
die  beiden  Punkte  gemein  hat,  die,  im  Kontinuum  der  Punkte  von  a, 
dem  R'  entsprechen;  es  bleiben  5-4  —  6-2-1— 2  =  6  mit  Q  gemein- 
same Punkte.  Wird  aber  a  durch  Q'ab  gelegt,  so  löst  sich  AB  ab;  die 
verbleibende  Kurve  7.  Ordnung  geht  durch  C, .  .  .  F  zweimal,  durch 
A,  B  einmal,  trifft  AB  noch  zweimal  und  daher  Q  weiterhin  in 
7.4-4.2.2-2.2-2  =  6  Punkten.  Also  sind  auf  Q'  die 
sechs  Hauptpunkte  der  ersten  Art  vierfach,  die  32  der  zweiten 
Art  doppelt.  Die  Kurven  f  berühren  die  Grenzfläche  in 
viermal  zwei  verbundenen  Punkten,  und  eine  cp'  ist  ihr  längs 
der  Kurve  32.  Ordnung  umgeschrieben,  welche  dem  ebenen 
Schnitt  aQ  entspricht.  Diese  Kurve  geht  durch  jR',  K  dreimal,  durch 
jeden  der  Q\  Q'  einmal.  Die  acht  Begegnungspunkte  des  aQ  mit  der 
Fläche  a^  führen  zu  acht  Durchgängen  der  Kurve  durch  A\ 

Der  Ebene  ABC  entspricht,  nach  Absonderung  von  drei 
Flächen,  eine  Fläche  2.  Grades;  sie  entspricht  auch  der  Ebene 
BEFj  und  ist  die  dem  Ebenenpaare  {ABC,  BEF)  von  (5$  entspre- 
chende Fläche  %'abc^%'def  von  @'.     Jede  der  beiden  Ebenen  hat, 
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außer  drei  Verbindungslinien  von  Grundpunkten,  zum  Restschnitte  mit 
Q  die  Doppellinie  {ABC,  BEF),  von  der  ja  jeder  Punkt  als  Spitze  des 
ausgearteten  Kegels  angesehen  werden  kann.  Ihr  entspricht  die  Kurve 
8.  Ordnung,  längs  deren  unsere  Fläche  der  Q'  umgeschrieben  ist  und 
welche  durch  die  den  sechs  Verbindungslinien  zugehörigen  zwölf 
Punkte  Q'  geht.  Die  A',  .  .  .  sind  auf  ihr  doppelt.  Auch  die  Flächen 
a'^j  .  .  .  sind  der  Q.'  umgeschrieben  und  zwar  längs  einer  Kurve 
8.  Ordnung.  Bei  a'^  entsprechen  ihre  Punkte  den  Nachbarpunkten 
des  A  auf  den  Kanten  des  Kegels  (^)  aus  dem  Gebüsche  @,  der  ja 
für  die  Kegelspitzen-Fläche  Q  Anschmiegungskegel  ist;  sie  geht  durch 
die  zwölf  Punkte,  welche  r'^  und  den  A{B,  .  .  .  F)  zugehören,  einmal, 
durch  die  ^',  .  .  .,  die  auf  Q'  vierfach  sind,  wegen  der  Berührung  zwei- 
mal. Die  acht  Punkte  dieser  Kurve,  welche  in  eine  Ebene  a'  fallen, 
entsprechen  den  Nachbarpunkten  von  A  auf  der  Schnittkurve  der  zu- 
gehörigen qp  mit  (A),  für  welche  A  achtfach  ist. 

Wir  haben  es  bisher  immer  mit  einer  ^2  2  zu  tun  gehabt,  bei  977 
welcher  Punktepaare  einander  zugeordnet  sind;  versuchen  wir  eine  zu 
konstruieren,  bei  weicher  das  nicht  mehr  der  Fall  ist,  sondern,  wenn 
X',  X'  dem  X  entsprechen,  die  zweiten  Punkte,  welche  ihnen, 
außer  X,  korrespondieren,  verschieden  sind.  Wir  gelangen 
zu  einer  solchen  allgemeineren,  wenn  wir  in  denselben  Raum  Z^ 
zwei  Gebüsche  ö^,  @/  der  im  vorangehenden  betrachteten 
Arten  legen  und  sie  auf  die  Ebenenräume  Z,  Z'  kollinear  be- 
ziehen; wodurch  Xg  2  sich  als  Produkt  von^^  2  ="  (ZZi)uiidX2i  =  (Z^Z') 
ergibt  (Nr.  966,  968). 

Einem  Punkt  X  von  Z  entsprechen  durch  %^  ^  zwei  Punkte  X^, 
Xj  und  diesen  durch  X^  ^  die  Punkte  X',  X'.  Diesen  beiden  Punkten 
entsprechen  durch  die  Umkehrung  %[  2^2 1 0  zwei  Paare,  zu  denen 
beiden  X  opehört,  während  die  zweiten  Punkte  verschieden  sind. 
Nehmen  wir,  um  auch  einmal  diesen  Fall  etwas  zu  berücksichtigen,  an, 
(55^  habe  einen  Grund-Kegelschnitt  K^,  ^j'  aber  sechs  Grund- 
punkte J-i,  .  .  .  i^i,  so  geht  a  in  Z  durch  %^  ^  ^^  einen  Kegelschnitt 
über,  dieser  durch  Xg  1  in  eine  Raumkurve  4  Ordnung  f  in  Z'; 
eine  Gerade  a  in  Z'  wird  durch  %[  g  ®i^®  Raumkurve  4.  Ordnung, 
diese  durch  Xg  1  eine  Raumkurve  8.  Ordnung  f  in  Z.  Daher  sind 
Flächen  qp'  8.  Ordnung  und  cp  4.  Ordnung  den  Ebenen  a,  a'  ent- 
sprechend. Die  Grenzfläche  2.  Ordnung  der  Xj  2  in  Z  und  die  Grenz- 
fläche 4.  Ordnung  der  St^  1  in  Z'  sind  auch  Grenzflächen  O,  Q'  für 
die  %2  2'i  dönn  z.  B.  für  einen  Punkt  X  der  ersteren  vereinigen  sich 
Xi,  Xj,  also  müssen  es  auch  die  ihnen  eindeutig  entsprechenden  X', 
X'  tun.  Die  Doppelfläche  2.  Ordnung  der  %^^^  in  Z^  geht  durch 
^2  1  in   eine  Fläche  8.  Ordnung  über,  welche  Doppelfläche  O'  der 

1)  2:2,1= ^r.l' ^1.3=  ^2.V- 
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^2,2  ^ird.  Die  Doppelfläche  4.  Ordnung  der  %^^  in  X^  geht  durch 
%2,i  iii  eine  Fläche  8.  Ordnung  über,  welche  die  Doppel  fläche  Q 
der  ^2  2  '^M. 

Es  gibt  nur  ein  Paar  von  Punkten  ü^,ü^  in  Zj,  die  zugleich  in 
@i  und  in  (^^  verbunden  sind.  Die  einen  Verbindungslinien  bilden 
einen  Bündel,  die  anderen  sind  die  Doppelsekanten  einer  kubischen 
Raumkurve;  eine  Gerade  gehört  also  zu  beiden  Systemen,  und  die  auf 
ihr  gelegenen  Involutionen  verbundener  Punkte  haben  ein  Paar  ge- 
meinsam. Wenn  diesem  Paare  UJJ^  der  Punkt  U  in  Z,  der  Punkt 
TJ'  in  Y.'  entspricht,  so  haben  für  jeden  der  Punkte  U,  Ü\  die 
beiden  entsprechenden  im  anderen  sich  vereinigt,  ohne  daß 
sie   den  Grenz-  und  Doppelflächen  angehören. 

Zu  Hauptpunkten  gelangen  wir  auf  folgende  Weise. 

In  Z  haben  wir  den  Punkt  0,  welchem  in  %j_  ^  aUe  Punkte  der 
Ebene  k^  des  K^  entsprechen:  ihr  entspricht  in  ^2,1  ein  Fläche  4.  Ord- 
nung, 0  wird  also  für  ^2^2  Hauptpunkt  in  Z  mit  dieser  Fläche  als 
der  zugeordneten  in  Z'.  Aber  0  hat  noch  einen  einzelnen  entsprechen- 
den Ol,  dem  alle  Punkte  von  k^  verbunden  sind;  wenn  0'  der  ihm 
durch  ^2 1  entsprechende  ist,  so  sind  also  dem  0  dieser  einzelne 
Punkt  und  alle  Punkte  jener  Fläche  zugeordnet. 

In  Z'  gibt  es  16  Punkte  R\  Qa^b^,  •  •  .,  denen  alle  Punkte  von 
r^^j  J-i  JSj,  .  .  .  durch  %'^  ^  zugeordnet  sind,  und  dieser  gehen  durch  ^2 1 
in  eine  Raumkurve  6.  Ordnung  und  15  Kegelschnitte  in  Z  über. 

Durch  0  gehen  alle  Kurven  8.  Ordnung  f  viermal;  die  Flächen 
8.  Ordnung  cp'  haben  B'  zum  sechsfachen  und  die  15  Punkte  Q'  zu 
doppelten  Punkten. 

Die  Verwandtschaft  ^g  j  hat  in  Z^  die  sechs  Punkte  J.^,  .  .  .,  F^, 
denen  in  Z'  Flächen  2.  Grades  entsprechen;  sie  führen  durch  ^^n  ^^  sechs 
Punkten  J.,  .  .  .,  i^,  denen  dann  in  ^2^2  dieselben  Flächen  2.  Grades 
zugeordnet  sind;  wodurch  sie  auf  die  Kurven  f  als  doppelte  Punkte 
kommen. 

Dem  Kegelschnitte  K^  korrespondiert  durch  ^2 1  ^^  ^'  ei^e  Raum- 
kurve 4.  Ordnung.  Jedem  Punkte  derselben  entspricht  ein  Punkt  auf 
K^ ,  und  dieselbe  Gerade,  welche  diesem  in  %^  ^  entspricht,  korrespon- 
diert jenem  durch  %2  2  in  Z.  Dadurch  kommt  die  Raumkurve  4.  Ord- 
nung einfach  auf  die  Flächen  qp'.  — 

Das  Problem  der  Korrelation  von  Bündeln  (§  69)  hat 
zu  verschiedenen  zweizweideutigen  Verwandtschaften  ge- 
führt. Alle  Signaturen  (aßT^)ii;  bei  denen  b  =  1,  mit  Ausnahme 
von  einer,  führen  zu  solchen  Verwandtschaften,  aber  von  ziemlich 
hohem  Grade,  nämlich  22  in  beiderlei  Sinne  bei  den  meisten  von 
ihnen;  nur  bei  (4101),  (3121),  (1221)  ist  er  etwas  niedriger:  14,  20, 
18.  Die  eine  Ausnahme-Signatur  (3201)  führt  zu  einer  einzwei- 
deutigen Verwandtschaft,    so    daß    einem    Punkte  B   ein    Punkt  Ä, 
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einem  Ä  zwei  Punkte  B  entsprechen  und  einer  Gerade  von  Punkten 
B  oder  Ä  eine  Kurve  12.  bzw.  15.  Ordnung  zugeordnet  ist  (Nr.  465). 
Es  scheint  nicht  leicht,  Verwandtschaften  mit  niedrigen  Korre- 
spondenzzahlen m,  m'  und  auch  nicht  zu  hohen  Gradzahlen  n,  n^  auf- 
zufinden, insbesondere  solche,  bei  denen  nicht  einer  Gruppe  von 
m  Punkten  eine  Gruppe  von  7n    Punkten  entspricht. 


§  144.  Nullverwandtschaften. 

Besonders  interessant  unter  den  im  allgemeinen  mehrdeutigen  978 
Verwandtschaften  sind  die  Nullverwandtschaften  (NuUsysteme), 
Verallgemeinerungen  des  NuUraums.  Sie  sind  reziproke  Verwandt- 
schaften mit  entsprechenden  Elementen,  im  Räume  Punkten  X 
und  Ebenen  H,  welche  durchweg  inzidieren;  wodurch  immer  ein 
Strahlenbüschel  (X,  H)  bestimmt  wird.  Natürlich  bestehen  derartige 
Verwandtschaften  schon  in  der  Ebene  und  im  Bündel.  Wir  begnügen 
uns  hinsichtlich  dieser  einfacheren  Fälle  mit  der  Besprechung  des  schon 
in  Nr.  780  erwähnten  Beispiels. 

Es  wird  in  ihm,  wenn  ein  Dreieck  ABC  ^  ahc  vorliegt,  einem 
Punkte  X  der  Ebene  die  durch  ihn  gehende  Gerade  x  zugeordnet, 
für  welche  das  Doppel  Verhältnis  X(Ä,  B,  0,  x)  einen  gegebenen  Wert 
hat;  x{a,  ?),  c,  X)  hat  daher  denselben  Wert  (Nr.  255). 

Die  Zuordnung  ist  also  in  beiderlei  Sinne  eindeutig.  Läuft  X 
auf  einer  Gerade,  so  umhüllt  x  einen  Kegelschnitt,  welcher  die  drei 
Seiten  tangiert,  und  einem  Strahlenbüschel  von  x  entspricht  ein  durch 
die  Ecken  gehender  Kegelschnitt.  Es  handelt  sich  also  um  eine 
quadratische  Verwandtschaft:  einer  Ecke  des  Dreiecks  entspricht  jede 
Gerade  durch  sie,  einer  Seite  jeder  Punkt  auf  ihr;  es  ist  Hauptdrei- 
eck für  beide  Felder.  Es  wurde  schon  in  Nr.  780  erwähnt,  daß  diese 
Null  verwand  tschaft  (und  perspektiv  zu  ihr  eine  im  Bündel)  beim 
tetraedralen  Komplexe  auftritt:  von  jedem  Punkte  einer  Ebene  des 
Tetraeders  geht  ein  Strahlenbüschel  zum  Komplexe,  dessen  Ebene 
durch  die  Gegenecke  geht;  ihre  Spur  in  jener  Ebene  ist  die  dem 
Punkte  zugeordnete  Gerade. 

Diese  Nullverwandtschaft  ergibt  sich  auch,  wenn  bei  einer  ebenen 
KoUineation  einem  Punkte  des  einen  Feldes  die  Gerade  zugeordnet 
wird,  die  ihn  mit  dem  entsprechenden  im  anderen  verbindet  (Nr.  809). 

Eine  in  beiderlei  Sinne  eindeutige  ebene  Nullverwandt- 
schaft muß  quadratisch  sein.  Denn  die  den  Punkten  einer  Ge- 
rade l  zugeordneten  Geraden  sind  so  verteilt,  daß  durch  jeden  Punkt 
auf  l  zwei  gehen,  nämlich  die  ihm  zugeordnete  und  die  Gerade  l  selbst, 
einem  Punkte  auf  ihr  zugehörig;  also  umhüllen  sie  einen  Kegelschnitt; 
woraus  folgt,  daß  die  den  Strahlen  eines  Büschels  zugeordneten  Punkte 
einen  Kegelschnitt  erzeugen. 
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Bei  einer  räumliclien  Nullverwandtscliaft  haben  wir  es 
(Nr.  963)  mit  vier  Zahlen  zu  tun,  den  beiden  Korrespondenzzahlen 
oder  Charakteristiken  und  den  beiden  Gradzahlen.  Jene,  a.  a.  0. 
m ,  m  genannt,  mögen  hier  a,  ß  heißen:  a  die  Anzahl  der  Ebenen  H, 
die  einem  Punkte  X,  ß  die  Anzahl  der  Punkte  X,  die  einer 
Ebene  H  zugeordnet  sind.  Die  Gradzahlen  sind:  n,  die  Anzahl, 
wie  oft  X  mit  einer  gegebenen  Gerade  und  zugleich  eine  der  zu- 
geordneten H  mit  einem  gegebenen  Punkte  inzidieren,  %  die  Anzahl, 
wie  oft  X  mit  einer  gegebenen  Ebene  und  zugleich  eine  der  H  mit 
einer  gegebenen  Gerade  inzidieren.  Es  bedeutet  also  n  dieKlasse 
des  Torsus  der  Ebenen,  welche  den  Punkten  einer  Gerade, 
und  die  Ordnung  der  Fläche  der  Punkte,  welche  den  Ebenen 
eines  Bündels  entsprechen,  n^  die  Ordnung  der  Kurve  der 
Punkte,  welche  den  Ebenen  eines  Büschels,  und  die  Klasse 
der  Fläche  der  Ebenen,  welche  den  Punkten  eines  Feldes 
zugeordnet  sind. 

Die  vier  Zahlen  stehen  in  einer  Beziehung.  Die  eben  ge- 
nannte Kurve  n-^^  Ordnung  wird  von  einer  Ebene  des  Büschels,  außer 
auf  der  Axe,  nur  in  den  ß  Punkten  geschnitten,  die  ihr  entsprechen; 
denn  solche  Punkte  in  ihr,  die  einer  anderen  Ebene  des  Büschels  zu- 
geordnet sind,  müssen  auf  die  Axe  fallen;  also  liegen  w^  —  ß  Punkte 
der  Kurve  auf  dieser.  Damit  haben  wir  n^~^  Fälle,  wo  ein  Punkt 
und  eine  der  zugehörigen  Ebenen  zugleich  mit  derselben  gegebenen 
Gerade  inzidieren  oder  der  von  ihnen  bestimmte  Strahlenbüschel  diese 
Gerade  enthält.  Dual  führt  der  Torsus  w*®'"  Klasse,  der  einer  Punkt- 
reihe entspricht,  zu  w  —  a  zugeordneten  Elementen  X,  H,  welche  die- 
selbe Eigenschaft  haben.     Esmußalso: 

Wj  —  ß  =  w  —  a 

sein;  wir  wollen  die  Anzahl  t?  wie  oft  ein  Strahlenbüschel 
der  Nullverwandtschaft  durch  eine  gegebene  Gerade  geht^ 
als  dritte  Charakteristik  einführen.     Wir  haben  daher: 

w  =  a  -f-  T,     *^i  =  ß  +  T- 

Wenn  a  =  ß,  so  ist  n  =  n^.  Insbesondere  haben  in  beiderlei 
Sinne  eindeutige  Nullverwandtschaften  nur  einen  Grad.  Er 
ist  aber  nicht,  wie  in  der  Ebene,  auf  eine  Zahl  beschränkt.  Wir 
werden  z.  B.  im  folgenden  quadratische  und  kubische  eindeutige  Null- 
verwandtschaften kennen  lernen.  Beim  Nullraume  ist  a  =  ß  =  1, 
w  =  ??i  =  1,  Y  =  0.  Die  Strahlenbüschel  erfüllen  nur  das  zugehörige 
Gewinde,  und  eine  beliebige  Gerade  gehört  zu  keinem.^) 


1)  Jede  Cremo nasche  Verwandtschaft,  bei  der  die  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punkte  einen  linearen  Komplex  f  erzeugen,  führte,  mit  dem  Null- 
raum   desselben   multipliziert^   zu    einer   in    beiderlei    Sinne    eindeutigen   Null- 
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Im  allgemeinen  ist  t  >  0  und  der  Strahlenraum  wird  durch  die 
Strahlenbüschel  ^-fach  erfüllt. 

Die  räumliche  Korrelation  hat  in  Nr.  559  zu  einer  in 
beiderlei  Sinne  kubischen  Nullverwandtschaft  geführt,  in 
welcher  der  Punkt  und  die  Ebene,  zu  denen  der  nämliche 
Wechselstrahl  gehört,  zugeordnet  sind. 

Bei  ihr  ist 

a  =  ß  =  1,     w  =  Wi  =  3; 

daher  f  =  2.     Dies  ist  a.  a.  0.  direkt  bewiesen. 

In  dieser  Verwandtschaft,  in  welcher  einem  Punkte  die  Ebene 
zugeordnet  ist,  welche  die  beiden  (in  ihm  sich  schneidenden) 
Polaren  seines  Wechselstrahls  verbindet,  und  einer  Ebene  der 
Schnittpunkt  der  Polaren  ihres  Wechselstrahls,  entspricht  jeder  der 
Ecken  des  Kernvierseits  jede  Ebene  durch  sie,  weil  die  beiden  Polar- 
ebenen der  Ecke  sich  in  der  zugehörigen  Winkelebene  vereinigen, 
eine  beliebige  Ebene  |  durch  sie  ihre  Pole  X',  Y  in  dieser  Winkel- 
ebene hat  und  als  Yerbindungsebene  der  beiden  Polaren  der  Ver- 
bindungslinie X' Y  der  Ecke  zugeordnet  wird.  Ebenso  ist  jeder  der 
vier  Ebenen  des  Kernvierseits  jeder  Punkt  in  ihr  zugeordnet. 

Jedem  Punkte  auf  einer  Seite,  sowie  auf  einer  Diagonale  des- 
selben ist  jede  Ebene  durch  diese  Seite  oder  Diagonale  zugeordnet; 
denn  z.  B.  im  letzteren  Falle  ist  Wechselstrahl  die  andere  Diagonale, 
deren  beide  Polaren  sich  in  der  ersteren  vereinigen,  so  daß  die  ver- 
bindende Ebene  unbestimmt  jede  Ebene  durch  diese  wird. 

Daraus  folgt,  daß  die  einem  Ebenenbündel  entsprechende 
kubische  Fläche  durch  diese  sechs  Geraden  geht  und  in  den 
Ecken  Doppelpunkte  hat,  und  die  einem  Ebenenbüschel  ent- 
sprechende kubische  Raumkurve  durch  die  vier  Ecken  geht, 
und  duales  für  das  einem  Punktfelde  oder  einer  Punktreihe  ent- 
sprechende Gebilde  gilt. 

Wir  erhalten  also  im  Punktraume  das  in  Nr.  951  besprochene 
homaloidische  Gebüsche  von  kubischen  Flächen  mit  vier  gemeinsamen 
Doppelpunkten  und  erkennen,  wie  dort  schon  bemerkt  wurde,  die 
sechs  Verbindungslinien  als  außerordentliche  Hauptkurven. 

Zum  ersten  Male  hat  wohl  Crem o na,  bei  der  Behandlung  der 
abwickelbaren  Fläche  4.  Klasse  5.  Ordnung^),  auf  eine  höhere  NuU- 
verwandtschaft  hingewiesen. 

Die  Fokaleigenschaften  der  räumlichen  KoUineation  haben  uns 
ein  Beispiel  geliefert;  in   jedem   von   zwei   kollinearen  Räumen 


Verwandtschaft:    Montesano,    Rendiconti    dell' Accademia    dei    Lincei    Bd.   4, 
1.  Sem.  1888. 

1)  Comptes  rendus  Bd.  54  (1862)  S.  604. 
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bilden  die  Scheitel  und  Ebenen  derjenigen  Strahlenbüschel, 
welche  ihren  entsprechenden  im  anderen  Räume  gleich  sind, 
eine  Nullverwandtschaft.     Wir  fanden  (Nr.  579,  580). 

a  =  6,  ß  =  2,  T  =  4;     w  =  10,  w,  =  6. 

979  Wenn  eine  Fläche   2.  Grades  F^  gegeben  ist,   so  können 

wir  jeder  Ebene  den  Mittelpunkt  ihres  Schnitts  mit  F^  (oder 
allgemeiner,  den  Pol  der  Spurlinie  einer  festen  Ebene)  zuordnen. 
Also  ist 

ß  =  i. 

Die  Parallelebene,  durch  einen  Punkt  X,  zu  der  dem  Durchmesser 
JfX  konjugierten  Durchmesserebene  ist  die  einzige  dem  X  zugeord- 
nete Ebene  ^;  mithin  ist  auch 

a  =  l. 

Wenn  H  einen  Büschel  beschreibt,  so  entsteht  durch  X  ein 
Kegelschnitt,  der  den  Mittelpunkt  M  enthält  und  die  Axe  des 
Büschels  trifft;  zwei  projektive  Büschel  in  der  Durchmesserebene,  die 
dem  zur  Axe  parallelen  Durchmesser  konjugiert  ist,  erzeugen  ihn. 
Daher  ist 

w  =  2    und    T  =  1- 

Diese  eindeutige  Verwandtschaft  ist  in  beiderlei  Sinne 
quadratisch.  Einer  Gerade  korrespondiert  ein  Zylinder,  der 
sie  berührt  und  aus  dem  Pole  der  Ebene  kommt,  welche  sie  mit  M 
verbindet. 

Jener  Kegelschnitt  zerfällt,  wenn  die  Axe  des  Büschels  eine  Ge- 
rade der  F^  ist,  in  diese  und  die  Berührungskante  des  Asymptoten- 
kegels mit  der  durch  die  Axe  gehenden  Tangentialebene. 

Einem  Ebenenbündel  P  korrespondiert  eine  Fläche  2.  Gra- 
des, erzeugt  durch  korrelative  Bündel  um  P  und  M.  Fällt  P  in  die 
unendlich  ferne  Ebene,  so  zerspaltet  sie  sich  in  diese  Ebene,  welcher 
alle  ihre  Punkte  zugehören,  und  die  Polarebene  von  P  nach  F^.  Für 
M  ist  der  Asymptotenkegel  die  zugehörige  Fläche,  derartig,  daß  einer 
beliebigen  Ebene  durch  M  immer  dieser  Punkt  zugehört,  einer  Be- 
rührungsebene des  Kegels  jeder  Punkt  der  Berührungskante. 

Die  Fläche  2.  Grades,  die  einem  Punktfelde  TT  zugehört, 
entsteht  durch  korrelative  Felder  in  TT  und  der  unendlich  fernen 
Ebene,  wobei  einem  Punkte  X  von  TT  die  Polare  des  Durchmessers 
Jf X  entspricht.  Sie  zerfällt,  wenn  TT  durch  M  geht,  in  die  Bündel 
um  M  und  um  ihren  Pol.  Der  unendlich  fernen  Ebene  entspricht 
der  Inbegriff  der  Ebenen,  welche  Parabeln  ausschneiden  und  den  Kegel- 
schnitt von  F^  in  jener  Ebene  umhüUen.^)     Man   kann  die  gegebene 


1)  Vgl.  Timerding,  AnnaH  di  Matematica  Ser.  III  Bd.  2  S.  239. 
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Fläche  durch  eine  andere  mit  demselben  Asvmptotenkegel  ersetzen, 
ohne  daß  die  Verwandtschaft  sich  ändert. 

Wenn   drei   kollineare  Räume  Z,  Z',  Z"  gegeben   sind,    so  980 
kann  man  jedem  Punkte  X  des  einen   Raums  Z  die  Ebene  H 
zuordnen,  die  ihn  mit  den  entsprechenden  X',  X"  in  den  andern 
verbindet.     Daß 

a  =  l 

ist,  ist  unmittelbar  ersichtlich.  Wenn  der  Punkt  X  die  Ebene  TT 
durchläuft,  so  beschreiben  X,  X',  X"  kollineare  Felder  in  TT,  TT',  TT", 
und  die  Ebene  E  umhüllt  die  Fläche  3.  Klasse,  welche  durch  diese 
Felder  entsteht,  X'X"  erzeugt  die  Kongruenz  3.  Ordnung  1.  Klasse 
der  Schmiegungsaxen  einer  kubischen  Raumkurve,  und  einmal  fällt 
eine  solche  Axe  in  TT.  Daraus  folgt,  daß  der  Ebene  TT  als  E  der 
Punkt  X  zugehört,  der  den  durch  diese  x\xe  verbundenen  X',  X"  ent- 
spricht; daher  ist 

ß  =  l,«=ni==3  und  t  =  2. 

Diese  eindeutige  Verwandtschaft  ist  kubisch. 

Sind  Z',  Z"  korrelativ  zu  Z,  so  ordnen  wir  dem  Punkte 
X  die  Ebene  E  zu,  die  ihn  mit  der  Schnittlinie  der  beiden 
Polarebenen  £',  E"  verbindet;  so  daß 

a=  1 

ist.  Zu  einer  Ebene  E  finden  wir  die  zugehörigen  Punkte  X  folgender- 
maßen. Die  Ebenen  E'  von  Z',  welche  mit  den  entsprechenden  E" 
aus  Z"  sich  auf  E  schneiden,  umhüllen  einen  Torsus  3.  Klasse,  weil 
von  den  Doppelsekanten  der  kubischen  Raumkurve,  welche  durch  zwei 
entsprechende  Bündel  aus  Z'  und  Z"  entsteht,  3  in  E  fallen.  Diese 
"Schnittlinien  E'E"  in  E  umhüllen  die  Komplexkurve  des  zu  Z',  Z"  ge- 
hörigen tetraedralen  Komplexes.  Jenem  Torsus  aus  Z'  (oder  Z") 
korrespondiert  in  Z  eine  kubische  Raumkurve,  und  ihre  Schnitt«  mit 
E  sind  die  ihr  entsprechenden  Punkte;  also  ist 

ß  =  3. 

Durchläuft  X  eine  Gerade  ^,  so  beschreibt  E't'  eine  zu  ihrer 
Punktreihe  projektive  Regelschar:  die  verbindende  Ebene  E  um- 
hüllt einen  Torsus  3.  Klasse,  von  dem  zwei  Ebenen  durch  g  gehen, 
weil  diese  zwei  Geraden  der  Schar  trifft.     Daher  ist 

Einem  Bündel  P  von  Ebenen  E  korrespondieren  die 
Punkte  einer  Fläche  3.  Ordnung.  Jeder  Ebene  des  Bündels  ge- 
hört in  Z'  ein  Torsus  3.  Klasse  zu,  wie  er  eben  beschrieben  wurde. 
Diese  Torsen  haben  alle  die  vier  Ebenen  des  Koinzidenztetraeders 
von    Z',    Z"    gemein,    sowie    auch    eine    Schnittlinie    zweier   Ebenen 

*         Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.    IV.  30 
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(Schmiegungsaxe  der  zugehörigen  kubischen  Raumkurve).  Denn  der 
Kegel,  welcher  aus  P  an  den  genannten  Komplex  kommt,  wird  durch 
die  projektiven  Ebenenbüschel  um  die  beiden  in  P  sich  schneidenden 
homologen  Geraden  g\  g"  aus  Z', ,  H'  erzeugt;  sie  schicken  in  jede 
Ebene  durch  P  zwei  Schnittlinien,  die  Tangenten  aus  P  an  die  Kom- 
plexkurve. Folglich  sendet  die  Gerade  g  an  jeden  der  Torsen  aus  X' 
zwei  Ebenen  und  ist  jene  gemeinsame  Schnittlinie. 

Eine  beliebige  Ebene  H'  berührt  einen  dieser  Torsen-,  denn  ihre 
Schnittlinie  mit  H"  bestimmt  die  Ebene  von  P,  welcher  der  Torsus 
zugehört. 

Die  korrespondierenden  kubischen  Raumkurven  in  Z  haben  daher 
vier  Punkte  und  eine  Doppelsekante  gemein,  und  durch  jeden  Punkt 
geht  eine.  Dieser  Bündel  kubischer  Raumkurven  ist  eindeutig  auf 
den  Ebenenbündel  P  bezogen  und  erzeugt  mit  ihm  die  dem  letzteren 
zugehörige  kubische  Fläche.  Die  Kurven  sind  die  veränderlichen  Be- 
standteile der  Grundkurven  der  Büschel  des  Netzes  von  Flächen 
2.  Grades,  welche  durch  die  vier  Punkte  und  die  Doppelsekante  gehen. 
Dasselbe  ist  korrelativ  auf  den  Ebenenbüudel  bezogen,  und  die  Fläche 
ist  sowohl  Erzeugnis  entsprechender  Strahlen  und  Flächen,  als  ent- 
sprechender Ebenen  und  Grundkurven. ^) 

981  Ich  will  hier  kurz  eine  mit  dem  Komplexe  2.  Grades  zusammen- 

hängende Nullverwandtschaft  besprechen,  die  ich  im  Bd.  I  meiner 
Liniengeometrie  S.  79  unter  8)  erwähnt  habe,  mit  der  Absicht,  im 
Bd.  III  auf  sie  zurückzukommen,  was  ich  aber  vergessen  habe.  In 
ihr  wird  jeder  Ebene  E  der  Pol  X  der  Schnittlinie  einer 
festen  Ebene  E  in  bezug  auf  die  Komplexkurve  in  E  zuge- 
ordnet, speziell  der  Mittelpunkt,  wenn  E  die  unendlich  ferne  Ebene 
ist.  Die  Erörterung  gehört  in  den  Abschnitt:  Die  Polare  einer  Ge- 
rade usw.  Bd.  III  S.  76. 
Es  ist 

ß=l. 

In  jenem  Abschnitte  wird  bewiesen,  daß  die  Polaren  von  P  in  bezug 
auf  die  Komplexkurven  der  Ebenen  des  Bündels  P  eine  Kongruenz 
2.  Ordnung  3.  Klasse  erzeugen;  also  fallen  3  in  E  und 

a  =  3. 

Aus  Nr.  513  a.  a.  0.  folgt  durch  Dualität,  daß  die  Ebenen  der  Komplex- 
kurven, in  bezug  auf  welche  zwei  gegebene  Ebenen  E  und  TT  (oder 
ihre  Spurlinien)  konjugiert  sind,  eine  Fläche  2.  Grades  umhüllen.  Die 
beiden  durch  eine  Gerade  g  gehenden  beweisen,  daß  die  Punkte  X, 
welche  zu  den  Ebenen  H  des  Büschels  g  gehören,  einen  Kegel- 
schnitt erzeugen,  weil  zwei  von  ihnen  in  TT  fallen.     Also  ist 


1)  Flächen  3.  Ordnung,  Nr.  110. 
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Wj  =  2,  T  =  1?  ^  =  4. 

Die  obige  Fläche  2.  Grades  ist  die  dem  Punktfelde  TT  zuge- 
hörige. 

Einer    geraden    Punktreihe    korrespondiert    ein    Torsus 

4.  Klasse,  von  dem  eine  Ebene  durch  den  Träger  geht,  und  einem 
Ebenenbündel  P  eine  Fläche  4.  Ordnung  mit  dem  Punkte  P 
als  dreifachem  Punkte.  Dies  und  die  oo^  Kegelschnitte,  welche  den 
Büscheln  des  Bündels  zugehören,  lassen  schon  vermuten,  daß  es  sich 
um  eine  Steiner  sehe  Fläche  (§  128)  handelt. 

Ein  Punkt  dieser  Fläche  4.  Ordnung  sendet  im  allgemeinen  nur 
eine  der  drei  zugehörigen  Ebenen  durch  P;  daher  ist  ihr  Schnitt  mit 
einer  Ebene  TT  eindeutig  dem  Kegel  2.  Grades,  der  von  P  an  die 
dem  Punktfelde  TT  zugehörige  Fläche  2.  Grades  kommt,  zugeordnet 
und  unikursal  wie  dieser,  also  mit  drei  Doppelpunkten  behaftet.  Dreht 
sich  TT  um  eine  Gerade  l,  so  haben  die  Kegel  2.  Grades  die  vier 
Ebenen  gemeinsam,  die  den  Schnitten  von  l  mit  der  Fläche  entsprechen; 
den  drei  Ebenenbüschel-Paaren  dieser  Schar  entsprechen  drei  Ebenen 
TT  durch  l,  welche  in  den  den  Büscheln  zugeordneten  Kegelschnitten 
schneiden  und  im  vierten  Doppelpunkte  die  Fläche  4.  Ordnung  be- 
rühren; wodurch  wir  zur  Klasse  3  derselben  kommen. 

Es  seien  TT',  TT",  TT"'  die  drei  zu  P  gehörigen  Ebenen;  so 
sind  TT'TT",  TT'TT'",  TT"TT"'  die  drei  Doppelgeraden.  Denn  füi*  den 
Kegelschnitt,  der  zum  Büschel  TT'TT"  gehört,  ist  P  Doppelpunkt;  und 
das  Zerfallen  kann  nur  so  stattfinden,  daß  die  Gerade  TT'TT"  doppelt 
gerechnet  den  Kegelschnitt  darstellt.  Denn  sonst  würden  die  beiden 
Geraden  in  zwei  Ebenen  des  Büschels  fallen,  diese  oo^  zugehörige 
Punkte  haben  und  die  übrigen  keine. 

Jedes  einfach  unendliche  System  von  Flächen  (gleicher  982 
Ordnung  oder  Klasse)  mit  den  Charakteristiken  )u,  p,  v,  d.  h.  von 
welchem  )u  Flächen  durch  einen  Punkt  gehen,  p  eine  Ebene  und  v 
eine  Gerade  tangieren,  führt,  wenn  jedem  Punkte  die  Berührungs- 
ebenen der  durch  ihn  gehenden  Flächen  des  Systems  zuge- 
ordnet  werden,  zu  einer  Nullverwandtschaft,  in  welcher: 

a  =  )a,  ß  =  p,  T  =  V. 

Z.  B.  beim  Flächenbüschel  2.  Ordnung  ist 

a=l,ß  =  3,T  =  2. 

Die  Tangentialebenen,  die  zu  den  Punkten  einer  Ge- 
rade g  gehören,  umhüllen  also  einen  Torsus  3.  Klasse,  von 
dem  zwei  Ebenen  durch  g  gehen;  dagegen  erzeugen  die  Punkte, 
in   denen   die  Ebenen    eines   Büschels    berühren,    eine  Kurve 

5.  Ordnung,  welche  die  Axe  zweimal  trifft  und  durch  die  vier 
Kegelspitzen  geht. 

30* 
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Die  Berührungspunkte  der  Ebenen  eines  Bündels  P  er- 
zeugen eine  Fläche  3.  Ordnung,  den  Ort  der  Kegelschnitte, 
in  denen  die  Flächen  des  Büschels  von  ihren  zu  P  gehörigen 
Polarebenen  geschnitten  werden  (Steiners  Pampolare,  Nr.  958). 
Und  die  Tangentialebenen,  welche  die  Flächen  auf  der  Ebene 
TT  berühren,  umhüllen  eine  Fläche  5.  Klasse,  für  welche  TT 
dreifache  Ebene  ist. 

Wenn  die  Flächen  des  Büschels  sich  längs  eines  Kegelschnitts 
tangieren,  so  werden  auch  ß  und  y  gleich  1.  Wird  dieser  Kegel- 
schnitt unendlich  fern,  so  wird  der  Berührungspunkt  einer  Ebene  mit 
einer  Fläche  der  Büschel-Schar  Mittelpunkt  der  Schnitte  mit  den  übrigen, 
und  man  hat  das  oben  betrachtete  Beispiel. 
983  Jedes  doppelt  unendliche  System  von  Raumkurven  gibt 

eine    Nullverwandtschaft,    in    der    Punkte    und    zugehörige 
Schmiegungsebenen  einander  entsprechen. 

Die  einfachsten  derartigen  Systeme  sind  folgende  Bündel  kubischer 
Raumkurven: 

1.  Der  in  sich  duale  Bündel  der  kubischen  Raumkurven, 
welche  ein  Tetraeder  in  bestimmter  Weise  zum  Schmie- 
gungstetraeder  haben  (Nr.  520); 

2.  der  Bündel  der  kubischen  Raumkurven  durch  fünf 
feste  Punkte; 

3.  der  Bündel  derjenigen,  welche  durch  vier  feste  Punkte 
gehen  und  eine  feste  Doppelsekante  haben. 

Weil  durch  jeden  Punkt  eine  Kurve  geht,  nennen  wir  sie  Bündel. 
Im  ersten  Bündel  wird  auch  jede  Ebene  von  einer  Kurve  oskuliert; 

also :  ^       . 

a  =  ß  =  1. 

Es  seien  ^,  C  die  gegebenen  Punkte,  AB,  CD  die  Tangenten  und 
Y  =  ABB,  a  =  CBB  die  Schmiegungsebenen  und  {A—  AB,  C—  CD) 
die  in  Nr.  520  eingeführte  Bezeichnung  des  Bündels.  Die  Kurve  des- 
selben, welche  durch  den  Punkt  X  geht,  ist,  neben  AC,  der  Schnitt 
der  beiden  Kegel  2.  Grades  (A)  und  (C),  von  denen  der  eine,  aus  A, 
durch  A(B,  (7,  X)  geht  und  längs  der  beiden  ersteren  Kanten  die 
Ebenen  ABB  und  ACD  tangiert,  der  andere,  aus  C,  durch  C(i),  A,  X) 
geht  und  längs  der  ersteren  CDB  und  CAB  berührt. 

Der  Kegel  {A)  schneidet  in  a  einen  Kegelschnitt  (a)  ein,  der 
durch  B,  C  und  die  Spur  X^  von  AX  geht  und  in  jenen  Punkten 
BD,  CD  tangiert;  seine  Tangente  x^  in  X^,  die  Spur  der  Tangen- 
tialebene des  Kegels  längs  AX,  schneide  BD  in  D^.  Nach  den  Er- 
gebnissen von  Nr.  600  ist,  wenn  E  =  {ACX,  BD),  D^  der  vierte 
harmonische  Punkt  zu  D  in  bezug  auf  B  und  E,  und  wenn  ebenso  B^ 
der  vierte  harmonische  Punkt  zu  B  in  bezug  auf  D  und  E  ist,  so  ist 
Y^  =  (x^,B^C)  die  a-Spur  der  Tangente  in  X  an   die  durchgehende 
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Kurve  des  Bündels.  Der  Punkt  E  ist  der  Konkurrenzpunkt  der 
Schmiegungsebenen  f,  a,  E  von  Ä,  C,  X. 

Wenn  nun  X  auf  einer  Gerade  g  läuft/)  so  bewegen  sich  E  und 
die  Punkte  D^,  B^  projektiv  zu  X,  und  ebenso  X^  auf  der  Gerade 
g^,  in  welche  sich  g  aus  A  projiziert;  demnach  umhüllt  x^  =  X^D^ 
projektiv  einen  Kegelschnitt.  Von  dem  vollen  Erzeugnis  3.  Ordnung 
dieses  Tangentenbüschels  und  des  zu  ihm  projektiven  von  CB^  be- 
schriebenen Strahlenbüschels  lösen  sich  die  beiden  sich  selbst  ent- 
sprechenden Geraden  CD,  CB  ab;  denn  kommt  X^  in  (^^,  CD)y  so 
ist  (a)  das  Geradenpaar  -D((7,  B)j  und  x^  ist  CD,  E  fällt  in  D,  da^ 
her  auch  D^  und  CD^  in  CD]  zweitens  wenn  X^  in  (g^,  CB)  zu 
liegen  kommt,  so  ist  (a)  die  Doppelgerade  CB  und  x^  vereinigt  sich 
auch  mit  ihr;  E  fällt  in  B,  daher  auch  B^  und  also  CB^  in  CB. 
Also  ist  der  Ort  von  Y^  eine  Gerade,  die  er  projektiv  zu  X  und  E 
durchläuft.  Die  Schmiegungsebene  H  verbindet  die  entsprechenden 
Punkte  X,  Y^,  E  von  drei  projektiven  Punktreihen  und  umhüllt  daher 
einen  kubischen  Torsus. 

Demnach  ist 

n  =  3, 
woraus  folgt,  daß 

•f  =  2  und  Wj  =  3 

ist.  Eine  beliebige  Gerade  ist  daher  für  zwei  Kurven  des 
Bündels  Schmiegungsstrahl. 

In  der  unserm  Kurvenbündel  zugehörigen  Nullverwandtschaft  ist 
der  eiuer  Gerade  zugeordnete  Torsus  von  der  3.  Klasse,  mit  2  durch 
die  Gerade  gehenden  Ebenen,  und  die  einem  Ebenenbüschel  zugeord- 
nete Kurve  3.  Ordnung  mit  der  Axe  des  Büschels  als  Doppelsekante. 

Einem  Ebenenbündel  korrespondiert  eine  kubische  Fläche,  für 
welche  sich  beweisen  läßt,  daß  sie  die  Ecken  des  Schmiegungstetra- 
eders  zu  Doppelpunkten  hat,  und  einem  Punktfelde  eine  Fläche  3.  Klasse 
mit  den  Ebenen  des  Tetraeders  als  doppelten  Berührungsebenen.  ^) 

Bei  dem  Bündel  der  kubischen  Raumkurven  r'^  durch  fünf  984 
feste  Punkte  P^,  .  .  .  P5  ist  nur 

a=  1. 
Dagegen  ist 

ß  =  6; 

sechs  Kurven  des  Bündels   oskulieren  eine  gegebene  Ebene. 


1)  In  Nr.  600  wurden  die  Spezialfälle  behandelt,  wo  g  durch  A  (oder  C) 
geht  oder  AC  trifft. 

2)  Sturm,  Math.  Annalen  Bd.  26  S.  495;  Bd.  28  S.  283;  insbesondere  aber 
E.  Heinrichs,  Über  den  Bündel  derjenigen  kubischen  Raumkurven,  welche  ein 
gegebenes  Tetraeder  in  derselben  Art  zum  gemeinsamen  Schmiegungstetraeder 
haben.     Dissertation  von  Münster  1887. 
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Um  diese  Zahl  6  zu  erhalten,  ziehen  wir  Ergebnisse  von  Nr.  453 
heran.  Als  Ort  der  Punkte,  in  denen  eine  Ebene  TT  von  Kurven 
des  Bündels  berührt  wird,  ergab  sich  ein  Kegelschnitt  ^^,  die  Basis 
des  Polarfeldes,  das  durch  den  Bündel  in  TT  hervorgerufen  wird,  zu- 
gleich der  Kegelschnitt,  der  auf  dem  Kegelschnitt- System  4.  Stufe 
ruht,  in  dem  die  Flächen  2.  Grades  durch  P^,  .  .  .  P^  die  Ebene  TT 
schneiden. 

Sodann  fanden  wir  dort,  daß  die  Kurven  r^,  welche  eine  Gerade 
treffen,  eine  Fläche  5.  Ordnung  erzeugen;  weil  diese  dem  Kegelschnitte 
^^  in  zehn  Punkten  begegnet,  so  ergibt  sich  weiter: 

Die  Kurven  des  Bündels,  welche  eine  gegebene  Ebene  TT 
berühren,  erzeugen  eine  Fläche  10.  Ordnung. 

Die  Kurve  6.  Ordnung,  welche  sie  mit  TT,  außer  der  Berührungs- 
kurve ^^,  gemeinsam  hat,  ist  der  Ort  der  dritten  Schnittpunkte  der 
die  Ebene  TT  berührenden  Kurven  des  Bündels.  Durch  einen  Punkt, 
den  diese  Kurve  mit  ^^  gemeinsam  hat,  geht  nur  eine  r^,  die  in  ihm 
berührende,  für  die  er  daher  auch  dritter  Schnitt  ist;  folglich  findet 
Oskulation  statt.  An  jeder  Oskulationsstelle  sind  die  beiden  äußern 
von  den  drei  unendlich  nahen  Punkten  dritte"  Schnitte,  mithin  gemein- 
same Punkte  der  beiden  Kurven;  also  ist  jeder  Oskulationspunkt  einer 
r^  mit  TT  Berührungspunkt  der  Kurve  6.  Ordnung  mit  ^^.  Und  wir 
erhalten  sechs  Punkte,  in  denen  TT  von  Kurven  des  Bündels  oskuliert 
wird.  ^) 

Der  Kurvenbündel  und  ein  beliebiger  Strahlenbündel  0  stehen 
in  eindeutiger  Beziehung:  an  jede  Kurve  des  ersteren  Bündels 
kommt  eine  Doppelsekante  von  0,  und  jeder  Strahl  dieses  Bündels 
ist  Doppelsekante  für  eine  Kurve  aus  jenem  (Nr.  206).  Zwei  so  zu- 
sammengehörige Elemente  der  beiden  Bündel  bilden  eine  zerfallende 
Grundkurve  eines  Büschels  aus  dem  Flächengebüsche  2.  Ordnung 
durch  die  sechs  Grundpunkte,  von  denen  jeder  an  die  Stelle  von  0 
treten  kann.  Die  beiden  Begegnungspunkte  der  Bestandteile  sind  die 
Spitzen  der  Kegel  in  dem  Büschel  und  liegen  daher  auf  der  Kegel- 
spitzen-Fläche (Jaco bischen  Fläche)  4.  Ordnung  des  Gebüsches,  für 
welche  die  sechs  Grundpunkte  Doppelpunkte  sind  (Nr.  235,961).  Von 
jedem  derselben  kommt  ein  Kegel  6.  Ordnung  anderwärts  berührender 
Tangenten  an  diese  Fläche,  weil  sechs  Tangenten  an  die  Schnitt- 
kurve einer  Ebene  durch  den  Punkt  aus  diesem,  einem  Doppelpunkte 
desselben,  kommen,  die  nicht  in  diesem  selbst  berühren;  für  0  besteht 
dieser  Kegel  aus  den  Tangenten  an  die  Kurven  des  Bündels. 

Die  Tangenten  der  Kurven  unseres  Bündels  bilden  also 
einen  Komplex  6.  Grades. 


1)  Sturm,  Journal  f.  Math.  Bd.  79   S.  99  I;    Reje,  Geometrie  der  Lage. 
3.  Aufl.  n  23.  Vortr. 
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Die  in  die  Ebene  TT  fallende  Komplexkurve  6.  Klasse  wird  von 
den  Tangenten  der  Kurven  des  Bündels  umhüllt,  welche  TT  berühren. 
Die  sechs  Oskulationspunkte  sind  Berührungspunkte  auch  dieser  Kurve 
mit  dem  Taktions-Kegelschnitte  Ä^ 

Die  beiden  Treffpunkte  einer  Gerade  /  von  TT  mit  der  Kurve  r^, 
für  die  sie  Doppelsekante  ist,  sind,  als  Ecken  eines  Polardreiecks  von 
^^,  konjugiert  in  bezug  auf  diesen  Kegelschnitt.  Wird  also  TT  um  l 
gedreht,  so  entsteht  auf  l  durch  die  Schnittpunkte  mit  den  verschie- 
denen ^^  eine  Involution.  Jedes  Paar  liefert  zwei  Kurven  des  Bündels, 
deren  Tangenten  in  diesen  ihren  Stützpunkten  auf  l  in  die  betreffende 
Ebene  TT  fallen.  Durch  jeden  Punkt  von  l  geht  eine  Kurve  aus  dem 
Bündel  und  die  zugehörige  Tangente. 
Daraus  schließen  wir: 

Die  Tangenten  der  Kurven  des  Bündels,  welche  die  Ge- 
rade l  treffen,  in  diesen  ihren  Treffpunkten  erzeugen  eine 
Regelfläche  3.  Grades,  auf  welcher  die  Gerade  l  einfache 
Leitgerade  ist. 

Für  einen  beliebigen  Punkt  X  auf  l  sei  x  die  zugehörige  Tangente; 
Schmiegungsebene  H  ist  die  Berührungsebene  des  Kegels  2.  Grades 
aus  X  nach  den  Pj, .  .  .  P5  längs  der  Kante  x. 

Wir  konstruieren  sie  nach  dem  Pascal  sehen  Satze  aus  den  Kanten 
X{T^y  .  .  .  PJ  und  X,  schneiden  also  die  Ebenen  XP^Pg  und  xP^  in 
p,  XP^P^  und  xP^  in  r,  sodann  pr  mit  XP^P^  in  ^;  die  Ebene 
qx  ist  H. 

Die  XP^P^  beschreibt  einen  Büschel,  xP^  den  Tangentialkegel 
3.  Klasse  aus  P^  an  jene  kubische  Regelfläche  der  Tangenten  X] 
beide  sind  projektiv  bezogen  und  P^P^P^  entspricht  sich  selbst;  denn 
fällt  X  in  diese  Ebene,  so  tut  es  auch  x,  wobei  die  zugehörige  ku- 
bische Raumkurve  zerfällt.  Daher  ist  das  Erzeugnis  der  Gerade  p 
eine  kubische  Regelfläche  mit  l  als  einfacher  Leitgerade.  Ebenso  er- 
zeugt r  eine  solche  Regelfläche.  Diese  Regelflächen  stehen  in  projek- 
tiver Beziehung  ihrer  Erzeugenden:  entsprechende  treffen  sich  immer 
auf  der  gemeinsamen  Leitgerade  l.  In  einer  Schnittebene  ergeben 
sich  also  projektiv  bezogene  Kurven  3.  Ordnung  mit  der  Spur  von  l 
als  sich  selbst  entsprechendem  Punkte;  die  Kurve  von  der  Klasse 
3  -j-  3  —  1  =  5,  welche  von  den  Verbindungslinien  entsprechender 
Punkte  umhüllt  wird,  ist  die  Spur  des  Torsus  5.  Klasse,  den  die  Yer- 
bindungsebenen  entsprechender  Erzeugenden  einhüllen.  Dieser  ist 
wiederum  projektiv  zum  Ebenenbüschel  XP^P^  und  da  jetzt  die 
Ebenen  P^P^P^,  P^P^P^  sich  selbst  entsprechend  sind,  so  ist  das 
Erzeugnis  der  Schnittlinien  g  eine  Regelfläche  4.  Grades,  und  deren 
projektive  Beziehung  zur  Regelfläche  der  Tangenten  x,  bei  welcher 
wiederum  homologe  Erzeugenden  sich  auf  l  schneiden,  führt  zu  einem 
"Torsus  von  der  Klasse  4  +  3  —  1  =  6. 
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Hf;Wf;^t  Mich  aJHO  X  ;.  u  f  <  jr  ,  ,  r;<.rarlM,  ho  iHtHchroJ  }>t  die 
zugehörige  Schrn  iegun  lt    r  r.^n'  iM<  n  Tothuh  G.  KlaHHe.     Die 

a&ehn  Verbirifiijr)gH<-f>' n'  r)  rjc  r  I'  f;'  ruhron  ihn,  und  die  je  Heehn,  welche 
durch  einen  (Utr  l\  gehen,  «ind  eben  «eine  «echH  Tttngentialef>en(-,n 
auH  ihnj. 

AuH  n  '^  i^  folgt: 

Jode  Gerade  int  «omit  8chmieguag»8trahl  für  fünf  Kurven 
de»  Bündel»^). 

T);)r;iiJH  folgt  nun  wieder: 

}.  in'  rn  K  f/cn  en  hü  ndel  korrespondiert  eine  FJäche  ü.  Ord- 
nunf/  rnjt  fj<  rn  SfJi(;itel  als  einfachem  Punkte. 

Yj]u(:\i\  1]  h<-.n<tri  f^ü  Hf-liel  entsprich t  ei n e  Kurve  11.  Ordnung, 
welche  der  A  x ♦;  fijfilrrjaj  h<rgegnet,  und  einem  Punkifelde 
eine  Fläche  11.  KlaHse,  für  welche  dM-,  Khene  deH»elhe/j  '^Jjh- 
fach  i»t. 

Heim  dritten  Bündel  der  kubischen  Haurnkurven,  welche  durch 
vier  gegebene  V\u\V^^■  'j'^i'-n  und  eine  g':^":f^en<;  \)(>i,\,i:\  i-V.-.iuu-,  }.;>!, i;n^ 
int  (Nr.  2()i>j: 

a-1, 

Da«selbe  gilt  auch  für  den  ßOndel  der  GmimWuirvcn  4.  Ordnung 
eineH  FlWjenrxty  ^  Ordnung.  An  anderer  HU'AU'/^j  ini  Üh  diene 
beiden  Hündel  r;  ,  daß  es  in  ihnen  drei,  hzw.  neun  Kiirv<;n  gibt, 

welche  eine  gegebene  Kf>ene  onkulieren.  Also  ist  für  dj'  /  .:■<■. wjn'jcn 
NuUverwandtKchaften : 

ß-  a^  hzw.  9. 

986  Jede  Htrahlenkongruenz,  (ic.ran  Ordnung  m  und  Klasse  n 

größer   als   1    sind,    führt   zu    einer   Nullverwandtschaft,    in 

welcher  jedem  Punkte  die  a  — -^  »(n  —  1)  Verhindungsehenen 

£  der  durch  ihn   gehenden,  jeder  Ebene  £  die  ß—     «(n  —  1) 

Schnittpunkte  der  in  ihr  liegenden  KongruenzHtrahlen  zu- 
geordnet   sind:    f    int    die   Anzahl,    wie    (,\'i    zwei   Strahlen   f\(tr   Kon- 

gmenZ   mit   einer    'J(:'J(:\jCJicu    ^KJ'.iAc    V.u    <  .';)hhnf>ii'-/-fj(:l    '/(:\i',r';Ji: 

der  Ifji'       '    'i<r   Kongruenz.  'J 

Ko',  /.';n,   welche    in    einem    allgemeinen    Gewinde   enthalten 

sind,  haben  gleiche  Ordnung  und  Khisne  m;  denn  beide  sind  die  An- 
zahl der  Strahlen  der  Kongruenz,  die  in  einem  Strahlenbüschel  des 
Gewinden  sich    befinden.     Der  Itang   ist  0;   denn   ein   Strahl,   der  mit 

1)  Kchubert,  KalkfiJ  'J'tr  ah/,;ihlenrjfrrj  Oeom^jtrie  §  26;  t  »•*  d«*  JJp, 

2)  JoTjrnal  f    Mathern    Ji'J.  7:*  H.  ii'J,  Hri.  70  H.  217. 
8)   UuutUi/f-hrfi'dr'n:   V»<\.  II   Sr.  J«9. 
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zwei  Strahlen  einer  folchen  Kongruenz  zn  denuielben  Büschel  gehört, 
gehört  obrn  damit  zu  einem  Büschel  des  Gewinde»;  vran  fiir  eine  be- 
ii<-l)j^«-  (ic.r.uUi  nicht  gilt.  Bei  einer  derartigen  Kongruenz  m^  Ord- 
niH);r  und  m^  Klasse  yereinigen  sich  die  einem  Pnnkte  zu^^f^liöri^on 

j;[>i  rxn  in  v.>-^r  Ntll1eb*»nc  >)<t7,fjglich  dcS  GewindeS  und  di»-  (-incr 
?]h<-r)<'   zu  '<:ri   l'unkt'     in    ihrem  Nullpunkte.     Die  Nullv(;rw;irirJi 

Kciiaft,  i^t    (icr  Nullraiirn    fl<i:  ^^-wind*«»,  aber  derartig,  daß  die  Null- 

eh<'n<',    fi(;r    Nullpunkt,     ^^  m(w  —  1;   r;i'-Ji    zu    r<f}ifi<'n   ist. 

I)i<-  /ü  fNr:  ;i  !  I  t/f;rri  (m' nf;n  K  o  n  ^  r  u  <•  n /.  <•  n  "f  Ordnnn^  nnd  ?,. 
hl-  7  K  J  <i  ■  '  /  :•  •  h  o  r  i  r_M;r)  \  u  I )  v<:  r  w  ;i  rj 'I  t  ^  '•  }i  ;i  f't,<- ri  '-i/i'!  in  '!<•/ 
Lini('ri^'(-'>rfi<-tn'-  IM  11  Sr  \X'>,  '\\2.  '\\^\  l.'^l  l;'.;^,  UiS  f.-  pror^fM-,, 
w<>rd<'n:  zur  Kof)f/ru<nz  2?  Ordriun^'  2.  KJahhe  g*;hort  dtjr  t;ini'a<'he 
Nullraunj    d<-,H   G^-Wind^;;,,   in    fi<;ni    hjc   <;üthalten  i»t. 
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In  Nr.  46  ist  bewiesen,  daß,  wenn  von  zwei  vollständigen 
Vierecken  je  zweimal  zwei  Gegenseiten  und  eine  fünfte 
durch  fünf  Punkte  einer  Gerade  s  gehen,  auch  die  beiden 
sechsten  Seiten  durch  denselben  Punkt  von  s  gehen.  Dabei 
ist  Gleichartigkeit  der  Vierecke  vorausgesetzt;  d.  h.  durch  dieselben 
drei  Punkte  auf  s  gehen  drei  Seiten  des  einen  und  des  andern  Vierecks, 
welche  in  beiden  durch  eine  Ecke  gehen  oder  in  beiden  ein  Dreieck 
bilden. 

Nachher  ist,  unter  Benutzung  nur  eines  der  beiden  Vierecke,  ge- 
zeigt worden,  daß  es  sich  um  drei  Punktepaare  in  Involution  handelt. 
Nun  mußte  noch  hervorgehoben  werden,  daß  der  obige  Satz  auch 
bestehen  bleibt,  wenn  jene  Gleichartigkeit  aufhört,  d.  h. 
wenn  die  durch  drei  Punkte  von  s  gehenden  Seiten  in  dem  einen 
Vierecke  durch  eine  Ecke  gehen,  im  andern  ein  Dreieck  bilden. 

Im  ersten  Vierecke  KLMN  mögen  wie  a.  a.  0.  KM,  LN-^ 
KN,  LM]  KL  durch  Ä,  A,  B,  B\  C  gehen  und  die  sechste  Seite 
MN  durch  den  sechsten  Punkt  in  Involution  C;  im  zweiten  Vierecke 
gehe  wieder  K'L  durch  (7,  aber  M'  sei  {K' A,  L'B),  W  =  (K'B\  L' Ä)-, 
während  vorhin  KM,  KN,  KL  durch  J.,  B,  C  gehen,  tun  es  jetzt 
K'M\  L' M\  K' L\  Die  Involution  bleibt  dieselbe,  die  sechste  Seite 
M'N'  geht  also  auch  durch  C\ 

Lassen  wir  s  ins  Unendliche  sich  entfernen,  so  haben  wir:  Wenn 
von  zwei  vollständigen  Vierecken  zweimal  zwei  Gegenseiten  und  eine 
fünfte  Seite  des  einen  zu  eben  solchen  Seiten  des  andern  paraUel  sind, 
so  sind,  mag  es  sich  um  Gleichartigkeit  oder  Ungleichartigkeit  handeln, 
auch  die  sechsten  Seiten  paraUel.^) 

n. 

Der  Beweis  in  Nr.  141,  daß  zwei  zyklisch-projektive  Gebilde  (n  >  2) 
imaginäre  Koinzidenzelemente  haben,  erfordert,  daß  vorher  festgestellt 
wird,  daß  diese  Elemente  nicht  zusammenfallen  können. 


1)  In  Steiner-Schröters  Vorlesungen  3,  Aufl.  Nr.  53  ist  der  zweite  in 
der  graphischen  Statik  wichtige  Fall  durch  elementar-geometrische  Überlegungen 
bewiesen.     Vgl.  auch  Nr.  434. 
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Wir  setzen  ineinander  liegende  projektive  Gebilde  mit 
einem  einzigen  Koinzidenzelemente  voraus^  und  zwar  in  der 
Punktreihe  eines  Kegelschnitts  K.  Die  Projektivitätsaxe  s  berührt 
ihn  dann  im  Koinzidenzpunkte  M.  Da  Ä^  und  Ä^,  A^  und  A^  ent- 
sprechend sind,  so  schneiden  sich  (Nr.  106)  A^A^  und  die  Tangente 
in  A.2  auf  s,  ebenso  A^A^  und  die  Tangente  in  A^,  usw.  Weil  da- 
durch A^ A^  zu  A^M  konjugiert  wird,  sind  (Nr.  111)  A^jA^  zu  A^,M 
harmonisch,  usw.  Und  die  Reihe  der  Punkte  A^A^A^A^  .  .  .,  von 
denen  jeder  folgende  dem  vorhergehenden  in  demselben 
Sinne  entspricht,  wird  durch  fortgesetztes  Konstruieren 
vierter  harmonischer  Punkte  erhalten.  Projizieren  wir  auf  eine 
Gerade,  und  zwar  so,  daß  31  unendlich  fern  wird,  so  ergibt  sich: 

A^A^  =  A^A^  =  A^A^  =  •  •  • . 

Nun  ist  unmittelbar  klar,  daß  der  Prozeß  unbegrenzt  fortgeht: 
mit  dem  unendlich  fernen  Koinzidenzpunkt  als  Konvergenzpunkte, 
also  eine  Rückkehr  zum  Ausgangspunkte  nach  einer  endlichen  Anzahl 
von  Schritten,   d.  h.   zyklische  Projektivität  nicht  möglich  ist. 

Und  der  in  Nr.  147  für  reelle  und  getrennte  Koinzidenz- 
elemente bewiesene  Konvergenzsatz  ist  auch  für  vereinigte 
Koinzidenzelemente  bewiesen.  Wenn  in  jenem  allgemeineren 
die  Gebilde  gleichlaufend  sind,  d.  h.  J.^,  A^  hyperbolische  Lage  zu 
Mj  N  haben,  so  gibt  sich  beim  Arbeiten  auf  einem  Kegelschnitte  die 
Konvergenz  nach  einem  Punkte  M,  ]<!  leicht  zu  erkennen. 

Ferner  hat  sich  gezeigt,  daß  der  Fall  vereinigter  Koinzidenz- 
elemente immer  durch  projektive  Operationen  aus  dem 
zweier  ineinander  liegender  gleichlaufenden  und  gleichen 
Punktreihen,  die  ja  den  unendlich  fernen  Punkt  zum  einzigen 
Koinzidenzpunkt  haben,  abgeleitet  werden  kann. 

Die  repräsentierende  Involution  (Nr.  75)  muß  eine  parabolische 
sein,  zwei  Z  und  dann  alle  Z  müssen  zu  demselben  Z^  führen.  Man 
erhält  daher  für  unsern  Spezialfall  drei  Paare  entsprechen- 
der Elemente  folgendermaßen.  Y,  Y'  seien  beliebig  gegeben, 
mit  ihnen  seien  W  und  X  identisch;  das  entsprechende  X'  zu  X 
sei  wiederum  beliebig.  Ist  dann  3  harmonisch  zu  X  =  Y'  in  bezug 
auf  X',  Y,  so  sei  das  dem  W  entsprechende  Element  W  so  kon- 
struiert, daß  YY\  33?  ^'^^  in  Involution  sind;  dann  ist  auch  3 
harmonisch  zu  F=  W  in  bezug  auf  Y'  und  W.  Denn  aus  jener 
Involution  folgt:  {Y^  WY')  =  (r'3X'  7)  =  -  1.  Die  Projektivität 
ist  also:  XYW7\  X'Y'W\ 

Damit  hat  dieser  meistens  vernachlässigte  Spezialfall  etwas  Be- 
rücksichtigung gefunden. 
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III. 

Der  Satz  in  Nr.  178  über  die  Bedingung,  wann  eine  Korre- 
spondenz [2,  2]  Projektivität  zweier  Involutionen  wird,  kann 
einen  mehr  geometrischen  Beweis  in  folgender  Weise  erhalten. 

Eine  Korrespondenz  [2,  2]  zwischen  zwei  verbundenen  Regel- 
scharen der  g  und  der  l  führt  nach  Nr.  165  zu  einer  Raumkurve 
4.  Ordnung  erster  Art,  welche  den  g  und  den  l  zweimal  begegnet  (der 
Grundkurve  eines  Flächenbüschels  2.  Ordnung,  wie  in  Nr.  174  Anm. 
erkannt  wurde),  als  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Geraden 
g  und  l.  Nach  Nr.  164  haben  alle  Korrespondenzen  [2,  2],  für  welche 
sieben  Paare  entsprechender  Elemente  gegeben  sind,  ein  festes  achtes 
Paar  gemeinsam,  die  Raumkurven  4.  Ordnung  also  durch  sieben  Punkte 
auf  der  Trägerfläche  noch  einen  achten  Punkt,  der  dann  später  in 
Nr.  235  der  achte  assoziierte  zu  den  sieben  Punkten  genannt  wurde. 

Die  Ecken  von  zwei  Yierseiten  g^lig^hy  9Aff4.h  ^^^  ^^^ 
Trägerfläche  sind  acht  assoziierte  Punkte-,  denn  durch  sie 
gehen  zwei  in  Yierseite  zerfallende  Raumkurven  4.  Ordnung  erster 
Art:  gj^g^h,  h9A9i-^) 

Nun  liege  eine  Korrespondenz  [2,  2]  vor  mit  der  speziellen  Eigen- 
schaft der  Voraussetzung  von  Nr.  178:  einmal  entsprechen  zwei  Ele- 
menten des  einen  Gebildes  dieselben  zwei  im  andern.  Wir  übertragen 
sie  in  zwei  verbundene  Regelscharen.  Der  g^  sowohl  wie  der  g^  sind 
?!  und  l^  entsprechend;  wenn  weiter  der  g.  die  l^  und  l^  entsprechen 
und  g^  die  zweite  entsprechende  von  l^  ist,  so  geht  die  erzeugte 
Raumkurve  durch  aUe  Ecken  von  ^i?i^2^2  ^^^  durch  die  drei  Ecken 
^3^3?  93h}  94.h  ^^^^  93h94.hf  ^^s^  auch  durch  g^^l^,  den  achten  asso- 
ziierten Punkt.  Es  haben  daher  auch  ^3,^4  dieselben  entsprechenden 
Geraden  Z3,  l^.     Was  einmal  geschieht,  geschieht  durchweg. 

Ebenso  kann  in  Nr.  194,  nachdem  für  eine  von  einem  Kegel- 
schnitte K^  getragene  involutorische  Korrespondenz  [2]  der  Direktions- 
Kegelschnitt  C2  erkannt  ist,  für  den  Satz  von  Nr.  191  über  die 
kubische  Involution,  als  Spezialfall  von  [2],  ein  mehr  geome- 
trischer Beweis  geliefert  werden.  Wenn  dem  Punkte  Ä  die  Punkte 
B,  C  entsprechen,  die  auch  einander  entsprechen,  und  dem  X 
die  Punkte  F,  Z,  so  berühren  AB,  AC,  BC,  XF,  XZ  die  Direktions- 
kurve Cg;  aber  nach  Nr.  118  sind  die  sechs  Seiten  der  beiden  dem 
K^  eingeschriebenen  Dreiecke  ABC,  XYZ  einem  zweiten  Kegel- 
schnitte umgeschrieben,  also  dem  Cg,  welcher  fünf  von  ihnen  berührt; 
und  indem  YZ  ihn  auch  berührt,  sind  auch  Y  und  Z,  die  dem 
X  entsprechen,  einander  entsprechend. 

1)  Die  ein  Vierseit  erzeugende  Korrespondenz  ist  ausgeartet;  die  linke  Seite 
der  Korrespondenzgleicliung  besteht  aus  zwei  Faktoren,  welche  je  nur  von  Xy 
bzw.  a?!  abhängen  und  quadratisch  in  ihnen  sind. 
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IV. 

Es  hat  sich  herausgestellt,  daß  die  Formel  für  Ponceletsche 
Achtecke  zweiter  Art  bei  Kreisen,  welche  ich  in  Nr.  199  nach 
Steiner,  der  leider  nur  die  Formeln  mitgeteilt  hat,  angegeben  habe, 
nicht  richtig  ist.  Schon  Xicolaus  Fuß  hat  am  Ende  des  18.  Jahr- 
hunderts^) die  richtige,  jedoch  in  irrationaler  Form  gefunden.  Er 
kannte  ja  den  Ponceletschen  Satz  noch  nicht  und,  indem  er  sich 
zur  Vereinfachung  des  Problems  genötigt  sah,  mit  speziellen,  „symme- 
trisch irreguLaren"  Polygonen  zu  arbeiten,  glaubte  er,  ein  unvoll- 
kommenes Resultat  erhalten  zu  haben.  Jacobi  aber  erkannte  die 
Allgemeinheit,  verglich  die  Formeln  von  Fuß  und  Steiner  und  sah, 
daß  sie  nicht  übereinstimmten. 

Die  richtige  Fußsche  Formel  ist,  rational  gemacht: 
(iJ2  _  ^y  _  g  (ß2  _  ^2^6^2  (j^s  ^  ^2  _^  2r')  4-  8  (i?*  -  a^)V  • 
{ 3  (i?ä  -f  ay  +  4  (ß^  +  a')r^  -  2r* } 

oder,  nach  r  angeordnet: 

(i?2  -  a«)«  -  8(i?* - a^V(i?^  +  a«) -f  8(72* -a«)*r*(iJ* -h  a* -f  lOiJ'a») 
-  128  (R^  -  a-yr^R^a\R^  -f-  a")  +  128/-«i2^a^(i2*  +  a*)  =  0.*) 

V. 

In  Nr.  682  ist  der  Beweis  für  die  Ordnung  n  —  i  der  »*^  Po- 
lare eines  Punktes  0  in  bezug  auf  eine  Kurve  oder  Fläche 
ti^^'"  Ordnung  in  der  üblichen  Weise  durch  spezielle  Lage  geführt 
worden.  Für  wirklich  unvollkommen  kann  ich  diesen  Beweis  nicht 
ansehen:  aber  es  ist  vielleicht  nicht  überflüssig,  durch  einige  weitere 
Betrachtungen  den  Satz  zu  bestätigen;  wobei  es  genügt,  die  erste 
Polare  zu  behandeln,  weü  die  weiteren  wiederholte  erste  Polaren  sind. 

Wir  konstruieren,  wenn  eine  ebene  Kurve  »**'  Ordnung  C"  vor- 
liegt, vermittelst  des  Punktes  0,  um  dessen  Polare  es  sich  handelt, 
eine  zentrale  (n  —  1,  l)-deutige  Verwandtschaft  %^_x  i,  in- 
dem auf  jedem  Strahle  o  durch  0  Punkte  P  und  F'  zu- 
geordnet werden,  welche  durch  die  Relation  der  ersten  Polare; 

verbunden  sind,  wo  wieder  die  Aj^,  Ä^.  die  n  Schnitte  mit  C"  sind 
nnd  die  Summe    wie   in  Nr.  677  Formel  11  und  EL'  zu  verstehen  ist. 


1)  Nova  Acta  Academiae  Petropohtanae,  Bd.  13  (1802). 

2)  Frieda  Goldmann.  Ponceletsche  Polygone  bei  Kreisen,  Dissertation 
Ton  Breslau  1909. 
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Auf  jedem  Strahle  o  entstellt  dann  eine  Projektivität  zwischen  der 
Involution  (n  —  l)*^""  Grades  der  Gruppen  der  Punkte  P  und  der  ein- 
faclien  Punktreihe  der  P\  also  eine  Korrespondenz  [n  —  1,  1].  Ohne 
Kenntnis  der  Polaren  ergab  sich  schon  in  Nr.  162,  daß  an  eine  all- 
gemeine C"^)  von  0  n(n  —  1)  Tangenten  kommen;  ihre  Berührungs- 
punkte gehören  der  ersten  Polare  von  0  an,  weil,  wenn  in  einer 
Grundgruppe  sich  zwei  Punkte  vereinigen,  dieser  Punkt  der  ersten 
Polargruppe  jedes  Pols  der  Gerade  angehört  (Nr.  681);  und  da  weiter 
die  Polargruppe  mit  der  Grundgruppe  nur  dann  einen  Punkt  ge- 
mein hat,  wenn  in  diesem  sich  zwei  Punkte  der  letzteren  vereinigt 
haben,  so  sind  die  Berührungspunkte  der  von  0  kommenden  Tan- 
genten die  einzigen  Schnitte  der  Polare  mit  der  C^.  Schon  dies  fordert 
die  Ordnung  n  —  1  der  Polare. 

Auf  jeder  dieser  n{n  —  1)  Tangenten  t,  je  mit  dem  Berührungs- 
punkte T,  gehört  dann  T  zu  jeder  Involutionsgruppe,  so  daß,  ab- 
gesehen von  T,  die  Involution  auf  den  Grad  n  —  2  herabsinkt;  T  ent- 
spricht als  P  jedem  Punkte  P'  des  Strahls.  Die  n{n  —  1)  Punkte 
T  werden  also  einfache  Hauptpunkte  der  Verwandtschaft 
im  P-Felde,  je  mit  der  zugehörigen  t  als  Hauptgerade. 

Vereinigen  können  P  und  P'  sich  nur  auf  C%  denn  der  Pol 
gehört  nur  dann  zur  Polargruppe,  wenn  er  in  der  Grundgruppe  sich 
befindet  (Nr.  681).  Die  n  Schnitte  mit  C^  sind  also  auf  jedem  Strahle 
0  die  n  Koinzidenzen  der  [n  —  1,  1];  und  wir  haben  eine  Koinzi- 
denzkurve n^^  Ordnung  in  der  Grundkurve  C^. 

Diese  Koinzidenzkurve  und  der  Umstand,  daß  entsprechende 
Punkte  immer  auf  einer  Gerade  o  liegen,  auf  einer  beliebigen  Gerade 
also  kein  Paar  getrennter  entsprechender  Punkte  vorhanden  ist  (Klasse 
0  der  Verwandtschaft),  weisen  darauf  hin,  daß  die  Anzahl  der 
Paare  entsprechender  Punkte  P,  P' ,  welche  auf  zwei  ge- 
gebenen Geraden  g  und  V  bzw.  liegen,  —  der  Grad  der  Ver- 
wandtschaft —  n  sein  muß.  Denn,  wenn  den  g,  V  die  Kurven 
G'y  L  entsprechen,  welche  beide  den  Grad  zur  Ordnung  haben,  so 
sind  die  Begegnungspunkte  von  G'  mit  g  (oder  von  L  mit  V)  die 
n  Punkte  gC""  (oder  die  Punkte  V  C"")  und  sie  aUein;  weitere  Punkte 
von  G'  auf  g  würden  einen  entsprechenden,  und  zwar  einen  ver- 
schiedenen auf  g  haben;  aber  die  nicht  durch  0  gehende  g  enthält 
keine  solchen  entsprechenden  Punkte. 

Aber  nehmen  wir  den  Grad  der  Verwandtschaft  und  diese  Kurven- 
ordnungen noch  als  unbekannt  an:  m,  so  lehren  auf  jedem  Strahl  o 
durch  0  die  n  —  l  dem  Schnitte  mit  V  entsprechenden  Punkte  P  und 
der  eine  dem  Schnitte  mit  g    entsprechende  Punkt  P',    daß   0  auf  L 

1)  Es  genügt,  diese  zu  betrachten;  welche  Modifikationen  im  andern  Falle 
eintreten,  ist  bekannt. 


Die  Ordnimg  der  ersten  Polare.  479 

(m  —(n—  l))-fach,  auf  G'  (m  —  l)-fach  ist.  Die  zu  V,  ?/  gehörigen 
Kurven  L,  L^  haben  wr  Punkte  gemeinsam;  davon  fallen  (w  —  w  +  1)^ 
in  0,  in  jeden  der  Punkte  T,  der  sowohl  dem  tV  als  dem  Ü^  ent- 
spricht, einer;  erschöpft  werden  sie  durch  die  n  —  1  Punkte,  die 
dem  Punkte  ?7/  korrespondieren;  aus: 

m^  =  (m  —  n  -\-  1)^  -f  n{n  —  1)  +  w  —  1 
folgt: 

m  =  n. 

Nun  haben  wir  auch  die  n^  Schnittpunkte  irgendeiner  L  mit  (7", 
nämlich  die  n  Punkte  V C""  und  die  n{n  —  1)  Punkte  T. 

Der  Pol  0  ist  also  auf  jeder  i"  einfach  und  auf  jeder  G'^ 
{n  —  l)-fach.  Letzteres  bedeutet,  daß  0  als  F'  n  —  \  zugeordnete 
Punkte  P  auf  g  hat;  d.  h.  daß  die  erste  Polare  von  0,  die  ja  von 
den  diesem  Punkte  als  P'  zugeordneten  Punkten  P  gebildet  wird, 
von  g  in  n  —  1  Punkten  geschnitten  wird. 

Wir  hätten  auch,  weil  ja  die  (m  —  1)-Fachheit  von  0  auf  G' 
zu  m  —  1  als  Ordnung  der  ersten  Polare  von  0  führt,  die  Anzahl  der 
Punkte  T  gleich  n(m  —  1)  annehmen  können.     Die  Formel: 

m^  =  (w  —  n  -\-  ly  +  n{m  —  1)  -\-  n  —  1 
führt  zu: 

(n  -  2)  (/^  —  m)  =  0 

oder,  da  wir  ja  ?^  >  2  voraussetzen  dürfen : 

m  =  n. 

Die  n(n—  1)  Schnitte  irgendeiner  L"  mit  der  ersten  Polare  von 
0  sind  die  Punkte  T. 

Im  P-Felde  haben  wir  die  involutorische  Verwandtschaft 
SS  der  verbundenen  Punkte  P,  P,  welche  demselben  Punkte 
P'  zugeordnet  sind.  Es  seien  G'  und  G'  die  zu  g  und  g  ge- 
hörigen Kurven;  sie  haben  den  je  (n  —  1)- fachen  Punkt  0  und  den 
Punkt  P'  gemeinsam,  welcher  dem  Schnitte  gg  korrespondiert;  jeder 
von  den  2  (>«  —  1)  weiteren  gemeinsamen  Punkten  hat  einen  ent- 
sprechenden auf  g  und  einen  davon  verschiedenen  auf  g.  Daher  ist 
2{}i  —  1)  der  Grad  dieser  Verwandtschaft,  in  ihr  entspricht 
einer  Gerade  eine  Kurve  von  der  Ordnung  2{n—  1),  auf  welcher  0 
w-fach  ist,  wie  die  weiteren  Schnitte  eines  Strahles  o  zeigen,  un:l 
einer  Kurve  von  der  Ordnung  q  entspricht  eine  Kurve  von  der  Ord- 
nung 2(n  —  1)  •  q. 

Jeder  Punkt  der  ersten  Polare  von  0  hat  seine  n  —  2  verbun- 
denen Punkte  auf  ihr;  sie  entspricht  in  3]  sich  selbst;  ihre  volle  ent- 
sprechende Kurve  von  der  Ordnung  2{n  —  ly  besteht  aus  ihr  selbst 
(w  — 2) -fach  gerechnet,  und  den  n(^n  —  1)  Tangenten  t]  denn  jeder 
Punkt  einer  t  gehört  zu  einer  Gruppe  der  Involution  (n  —  2)*®^  Grades, 
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welche  mit  T  eine  der  Involution  (n  —  1)*®^  Grrades  bildet,  und  ist 
daher  dem  T  verbunden. 

Die  Punkte  T  werden  auch  einfache  Hauptpunkte  der 
Verwandtschaft  ^,  ebenfalls  mit  der  zugehörigen  t  als 
Hauptgerade. 

Auch  jeder  Punkt  einer  Kurve  L^  hat  die  übrigen  n  —  1  Schnitte 
des  Strahls  o  durch  ihn  zu  verbundenen,  alle  wie  er  dem  Schnitt- 
punkte dieses  Strahl  mit  V  in  X„_i  i  entsprechend.  Die  volle  ent- 
sprechende Kurve  2n{n  —  1)*®'  Ordnung  besteht  aus  ihr  selbst,  {n  —  1)- 
fach  gerechnet,  und  wiederum  den  n(n  —  1)  Geraden  t. 

Der  Punkt  0,  der  n-fach  auf  jeder  in  SS  einer  Gerade  entsprechenden 
Kurve  liegt,  wird  w-facher  Hauptpunkt  und  hat  eine  zuge- 
ordnete Hauptkurve  n}^^  Ordnung  mit  0  als  Doppelpunkt, 
weil  auf  jedem  Strahle  o  n  —  2  ihm  verbundene  Punkte  liegen.  Sie 
entsteht  durch  den  Büschel  0  und  den  zu  ihm  projektiven  Büschel 
der  ersten  Polaren  der  Punkte  der  letzten  Polare  von  0,  für  welchen 
0  auch  ein  Grundpunkt  ist. 

Die  den  Punkten  von  C^  verbundenen  Punkte  bilden  eine  Kurve 
von  der  Ordnung  n{n  —  1),  auf  der  0  n-fach.  ist;  sie  wird  zur  Ord- 
nung 2n{n  —  1)  ebenfalls  durch  die  t  vervollständigt. 

Die  Verwandtschaft  %„_i  i  der  Punkte  P  und  P'  besitzt 
cx)^  involutorische  Paare.  Die  einer  Gerade  h  in  beiderlei  Sinne 
korrespondierenden  Kurven  6r'  und  L  haben  0  (n  —  l)-fach,  ferner 
die  n  Schnitte  hC"  gemein,  daher  noch  (n  —  1)^  Punkte,  welche  den 
Punkten  auf  k,  mit  ihnen  je  auf  einem  Strahle  o  gelegen,  involu to- 
risch entsprechen. 

Die  involutorischen  Paare  erzeugen  also  eine  Kurve 
Vjon  der  Ordnung  (w  —  1)^;  auf  ihr  ist  0(^— l)-fach,  weil  ihm  die 
n  —  1  Schnitte  seiner  ersten  und  seiner  letzten  Polare  involutorisch 
entsprechen.  Die  übrigen  {n—l){n  —  2)  Punkte  auf  jedem  Strahle 
von  0  bilden  die  ^-(>^  —  l)(n  —  2)  involutorischen  Paare,  welche  nach 
Nr.  181  der  Korrespondenz  [w  —  1,  1]  auf  ihm  zukommen. 

Bei  n  ==  2,  wo  die  zu  derselben  Gerade  gehörigen  Kegelschnitte 
(x'  und  L  sich  decken,  ist  sowohl  die  Korrespondenz  [1,  1]  auf  jedem 
Strahle  von  0,  als  die  ganze  Verwandtschaft  %  involutorisch. 

Die  Voraussetzung  eines  anderen  Grades  der  %  als  n,  also  einer 
anderen  Ordnung  der  ersten  Polare  als  n  —  1  würde  zu  nicht  in  Über- 
einstimmung zu  bringenden  Ergebnissen  führen. 


VI. 

Ich  lasse  noch  einige  Überlegungen  folgen,  welche  dazu  dienen 
soUen,  Mittel  anzugeben,  wie  zu  einem  einfacheren  Beweise  des 
Satzes  von  der  gemischten  Polare  zu  gelangen  sei  (Nr.  693). 
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Für  die  Polare  in  bezug  auf  eine  geradlinige  Grundgruppe  ist 
er  von  Cremona  bewiesen.^)  Sind  A^y  A^,  .  .  .  A^  die  Punkte  dieser 
Gruppe,  0,  0'  die  beiden  Pole  und  J  ein  beliebiger  Punkt  der  Gerade, 
so  bat  Cremona  für  irgend  einen  Punkt  P  der  ersten  Polare  von  0', 
genommen  nach  der  von  0  in  bezug  auf  die  Grundgruppe,  folgende 
Relation  erbalten: 

JO  '  JO'[n(n  -  1)JP"---  (n  -  l)('/^  -  2)JP"-^i:^JA, 

+  (71  -  2){n  -  3)JP"-^2:^JA, ) 

-  {J0  +  J0'){1'  (7i-l)JP"-'U,JA,-  2-{n-2)JP—^Z^JA^ 

+  3  .  (l^  -  3)JP"-^2J,JA, } 

+  { 12JP^-'Z,JA,-2 .  3JP"-^2J^JA^  +  3  •  AJP^-^Z^JA, }  =  0. 

Die  Symmetrie  dieser  Formel  nach  0  und  0'  zeigt,  daß  die 
Reihenfolge  der  Pole  umgekehrt  werden  kann.  Cremona  hat  wohl 
gewünscht^  dies  Ergebnis  für  die  Polarentheorie  der  Kurven  und  Flächen 
zu  verwerten. 

Es  sei  eine  Fläche  n^^^  Ordnung  F"  zugrunde  gelegt;  wenn  wir 
im  folgenden  nur  Pole  betrachten,  welche  auf  einer  gegebenen  Gerade  l 
liegen,  so  sind  doch  zwei  Punkte  X,  Y  auf  ihr  zwei  beliebige  Punkte 
im  Räume.  Wir  bezeichnen  mit  (X,  Y)  die  erste  Polare  von  Y,  ge- 
nommen nach  der  von  X,  und  mit  (Y,  X)  die  in  umgekehrter  Reihen- 
folge konstruiei'te,  die  also  vorläufig  von  ihr  als  verschieden  anzu- 
sehen ist. 

Auf  l  ergibt  sich  eine  Projektivität  der  ersten  und 
zweiten  Pole  X,  Y,  wenn  wir  solche  (X,  Y)  ins  Auge  fassen, 
die  durch  einen  gegebenen  Punkt  Z  gehen.  Denn  die  ersten 
Polaren  X"~^  der  Punkte  X  bilden  einen  Büschel,  der  zur  Polreihe 
projektiv  ist,  und  wenn  (X,  Y)  durch  Z  gehen  soll,  so  muß  die  letzte 
Polare  von  Z  in  bezug  auf  X"~^  durch  Y  gehen  (Nr.  683);  diese 
letzten  Polaren  des  festen  Z  in  bezug  auf  die  X''"^  bilden  wiederum 
einen  zum  Büschel  der  X"*"^  und  zur  Polreihe  der  X  projektiven 
Büschel  (Nr.  682)  und  schneiden  in  l  die  Reihe  der  Y  ein,  die  daher 
zu  der  der  X  projektiv  ist. 

Es  kommt  darauf  an,  nachzuweisen,  daß  diese  Projek- 
tivität immer  involutorisch  ist. 

Ist  dies  geschehen,  so  schließen  wir  weiter.  Sind  X,  Y  beliebige 
Punkte  auf  ?,  so  sei  Z  ein  beliebiger  Punkt  auf  der  Polare  (X,  Y)- 
von  der  ihm  zugehörigen  Involution  ist  X  Y  ein  Paar,  und  weil  es 
eben  ein  involutorisches  Paar  ist,  so  geht  auch  (Y,  X)  durch  Z; 
d.  h.  (Y,  X)  ist  mit  (X,   Y)  identisch. 

Es  sei  p^  die  Polarkurve,   (n  —  2)^^"^  Ordnung,   der  Gerade  l  in 

1)  Einleitung  in  eine  geometrische  Theorie  der  ebenen  Kurven,  Nr.  14. 

Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.  IV.  31 
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bezug  auf  die  erste  Polare  Z"-^  des  Punktes  X  auf  l,  die  gemein- 
same Kurve  der  ersten  Polaren  der  Punkte  von  l  in  bezug  auf  X"  -  ^^ 
g^  die  ^^konjugierte"  Kurve,  ebenfalls  {n  —  2)^*^'"  Ordnung,  des  Punktes 
Y  auf  l  in  bezug  auf  den  Büschel  der  X"*"^,  d.  h.  die  Grundkurve 
des  Büschels  der  ersten  Polaren  von  Y  in  bezug  auf  die  verschiedenen 
Z'*-^;  (X,  Y)  verbindet  ^^mit  ^y,  (F,  X)  hingegen  p^  ^i*  9x'  ^^^* 
man  X  fest,  während  Y  sich  ändert,  so  bilden  die  (X,  Y)  den  Büschel 
durch  p^,  und  die  (Y,  X)  den  durch  g^.  Wenn  (F,  X)  =  (X,  T), 
so  ist  auch  p^  =  g^-^  und  umgekehrt  aus  dieser  (durchgängigen)  Iden- 
tität p^  ^  g^  folgt  die  Identität  der  verbindenden  Flächen  {p^,  g^) 
und  (g^,  p^)  oder  (X,  Y)  und  (Z,  X). 

Lassen  wir  die  Pole  Y  zunächst  auf  einer  zweiten  Gerade  m 
liegen  und  p^  die  Polarkurve  von  m  in  bezug  auf  X"~-^  sein,  so  er- 
füllen (Nr.  691)  die  Kurven  p^  und  g^  eine  und  dieselbe  Fläche  von 
der  Ordnung  2{n  —  2)'^  und  jene  sind  untereinander  windschief  und 
ebenso  diese,  während  die  einen  den  anderen  in  (w  —  2)^  Punkten 
begegnen,  analog  zu  zwei  verbundenen  Regelscharen,  die  sich  ja 
auch  ergeben,  wenn  n  =  '^  ist. 

Die  (X)^  Polaren  (X,  Y)  befinden  sich  innerhalb  eines  Gebüsches. 

Die  Schar  der  p^  ist  projektiv  dem  X^~ ^-Büschel  und  damit  der 
Punktreihe  der  X  auf  l,  die  Schar  der  g^  ist  projektiv  der  Punkt- 
reihe der  Y  auf  m. 

Die  Kurven  p^  sind  Schnittkurven  entsprechender  Flächen  pro- 
jektiver Büschel  um  irgend  zwei  Kurven  g^,  etwa  g^ ,  g^-^  und  ähnlich 
entstehen  die  g^. 

Wenn  wieder  m  mit  l  sich  vereinigt,  so  müssen  diese 
beiden  „verbundenen"  Scharen  sich  decken,  und  zwar  g^ 
mit  p^. 

Für  n  =  3  läßt  sich  das  leicht  beweisen.  Ich  habe  im 
Journal  für  Math.  Bd.  88,  S.  324  bewiesen,^)  daß,  wenn  A,  B  zwei 
Punkte  auf  F'^,  A^j  B^  ihre  ersten  Polaren  sind,  a,  h  (a.  a.  0.  a',  V) 
die  Polaren  der  Gerade  l  =  AB  in  bezug  auf  sie,  diese  Geraden  a,  & 
mit  dem  dritten  Schnitte  C  von  l  und  F^  in  einer  Ebene  liegen; 
und  weil  die  Polarebene  (J.,  B)  durch  a  und  0,  (B,  A)  durch  h  und 
C  gehen  muß,^)  so  ist  damit  die  Identität  dieser  beiden  Polaren  be- 
wiesen. Diese  a,  h  sind  nach  der  jetzigen  Bezeichnung  p ^^  p^y  zu- 
gleich aber  auch  g^  und  ^^5    denn   weil  (B,  A)   auch  durch  a   geht 


1)  Vgl.  auch  Reye,  Geometrie  der  Lage,  3.  Aufl.,  3.  Abt.,  7.  Vortrag. 

2)  Nach  Cremonas  obigem  Satze  treffen  beide  Polaren  (X,  F),  (Y,  X) 
die  Gerade  l  in  denselben  n  —  2  Punkten.  Bei  n  =  3  ist  dies  ein  Punkt,  und  für 
(J.,  J5)  und  (J5,  A)  ist  es  gerade  der  dritte  Schnitt  C;  was  für  den  Beweis  ein 
günstiger  Umstand  ist. 
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und  (Äy  Ä),  die  Polarebene  von  Ä  nach  A-,  ebenfalls,  so  ist  a  die 
Schnittlinie  der  Polarebenen  von  Ä  nach  &  und  Ä^j  also  g^  und  h 
die  g^.     Ebenso  ist  c,   die  Polare  von  l  nach  C^,  sowohl  p^  als  g^. 

Daher  sind  die  Regelscharen  der  p  und  g^  wegen  dieser  ihnen 
gern  einsamen  Geraden  a,  h,  c,  identisch.  Die  Vereinigung  in  die  Tan- 
gentenschar eines  Kegelschnitts  ist  ausgeschlossen;  dann  lägen  a,  b,  c 
in  einer  Ebene,  in  der  ah^  ac,  hc  sich  vereinigen,  so  würden,  da.  ah 
durch  C, . . .  geht,  auch  (7,  By  A  in  sie  fallen  und  Z;  diese,  welche  A^j 
B^,  C^  nicht  berührt,  ist  aber  windschief  zu  ihren  Polaren  a,  ?>,  c. 
Es  findet  also  Vereinigung  in  der  Kantenschar  eines  Kegels  2.  Grades 
statt.  Diese  Kantenschar  wird  in  sich  projektiv  mit  p^  und  g^  als 
entsprechenden  Kanten;  da  aber  p^  =  g^j  p^^^g^,  p^  =  g^^  so  deckt 
sich  durchweg  p^  mit  ^^;    und  wir  haben,  was  wir  wollen. 

Nunmehr  ergibt  sich,  daß  alle  (X,  Y)  für  Pole  X,  Y  auf  ?,  als 
Verbindungsebenen  zweier  Kanten  Px^^x  ^^^  Py^^y^  ^^^'^^  ^i^ 
Spitze  gehen,  also  einen  Bündel  bilden;  und  die  reinen  Polaren 
(X,  X)  unter  ihnen  sind  die  Berührungsebenen  dieses  Kegels  2.  Grades, 
der,  als  Enveloppe  dieser  Ebenen,  die  zweite  Polare  von  l  in  bezug 
auf  F''^  genannt  wird.  Seine  Spitze  ist  der  Punkt,  dessen  erste  Polare 
durch'  l  (oder  drei  Punkte  auf  ihr)  geht,  woraus  dann  folgt,  daß 
alle  reinen  Polaren  durch  ihn  gehen. 

Es  wäre  also  der  Versuch  zu  machen,  ob  man  für  eine 
beliebige  Ordnungszahl  n  analog  vorgehen  kann. 

Deckt  sich,  für  alle  Punkte  von  Z,  g^  mit  p^^  was  aus  (  Y",  X)  =  (X,  Y) 
folgt  und  dazu  führt,  so  haben  die  beiden  Grundkurven  g^^g^^  mit 
deren  Büscheln  wir  oben  die  p^  erzeugten,  weil  wir  die  eine  als  p 
ansehen  können,  {n  —  2)^  Punkte  gemein,  die  dann  allen  Flächen  des 
einen  und  andern  Büschels  gemeinsam  sind,  mithin  auch  allen 
p^(=g^).  Diese  Punkte,  als  gemeinsame  Punkte  der  Grundkurven 
der  erzeugenden  Büschel,  werden  (Nr.  171)  Doppelpunkte  der  er- 
zeugten Fläche,  der  reinen  Polarfläche  2(w  — 2)*®'"  Ordnung  der  Ge- 
rade ?;  und  durch  sie  gehen  alle  (X,  Y)  für  Pole  auf  ?,  so  daß  sie 
einem  Netze  angehören. 

Die  (n  —  2)^  Grundpunkte  ergeben  sich  dann  als  Schnitte  der 
reinen  zweiten  Polaren  von  irgend  drei  Punkten  Xj,  Xg,  X3  auf  l. 
Die  vorletzte  Polare  eines  jeden  dieser  Punkte  Q  geht  durch  X^,  Xg,  X3, 
und  durch  Z,  also  wiederum  die  reine  zweite  Polare  eines  weiteren 
Punktes  X  auf  l  durch  jeden  der  Qj  so  daß  von  den  reinen  zweiten 
Polaren  der  Punkte  einer  Gerade  sich  leicht  erkennen  läßt,  daß  sie 
einem  Netze  angehören. 

Es  handelt  sich  darum,  zu  beweisen,  daß  auch  die  ge- 
mischten Polaren  jener  Punkte  durch  diese  (^)  gehen. 
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Das  ist  der  Fall^  wenn  die  Polarebenen  eines  jeden  Q  in  bezug 
auf  die  X"*"^  der  Punkte  X  von  l  durch  l  geben ;  l  also  dem  Q  in 
bezug  auf  den  X^~-^- Büschel  konjugiert  ist;  denn  dann  enthalten  sie 
die  zweiten  Pole   Y.     Man  kann  also  auch  dies  zu  beweisen  streben. 

Daß  die  reinen  und  gemischten  zweiten  Polaren  der 
Punkte  einer  Gerade  l  ein  Netz  bilden,  kann  man  folgern, 
wenn  man  für  ein  Paar  getrennter  Punkte  üj  V  auf  l  weiß, 
daß  (F,  ü)  =  {ü,  V). 

Die  beiden  Büschel  der  ersten  Polaren  von  U  und  V  in  bezug 
auf  den  Büschel  der  Polaren  X"~^  der  Punkte  X  von  l  haben  jene 
Fläche  gemeinsam.  Der  Büschel,  welcher  (X,  C/.)  mit  {X,  V)  verbindet, 
enthält  alle  (X,  Y),  bei  denen  Y  beliebig  auf  l  und  X  fest  ist,  und 
wird  dieser  auf  l  verändert,  so  ergeben  sich  durch  diese  verbindenden 
Büschel  alle  (X,  F);  diese  Büschel  und  mit  ihnen  die  (X,  Y)  fallen 
aber  in  das  Netz,  das  durch  die  sich  schneidenden  Büschel,  von  denen 
wir  ausgingen,  bestimmt  ist.-^) 

Ist  das  erreicht,  so  folgt,  daß  auf  der  Fläche  2  {n  —  2)*^'"  Ordnung, 
auf  der  im  allgemeinen  durch  jeden  Punkt  eine  p  und  eine  g  geht, 
diese  beiden  Kurvenscharen  identisch  werden;  sie  sind  jetzt  die  Büschel- 
Grundkurven  des  Netzes  und  durch  jeden  Punkt  geht  nur  eine,  in 
welcher  sich  p  und  g  vereinigen.  Jede  (X,  Y)  geht  durch  p^  und  g^ 
und  nur  durch  sie,  welche  ja  ihren  vollen  Schnitt  mit  der  Fläche 
bilden.  Wäre  p^^  g^  mit  verschiedenen  X  und  Y",  so  würde  (X,  X) 
durch  g^  und  gy^Px  g^hen,  also  durch  zwei  verschiedene  g.  Also 
ist  Px  =  9xy  ^^^  daraus  folgt:    (X,   r)  =  (r,X). 

Wenn  also  einmal  für  zwei  getrennte  Punkte  von  l  die 
beiden  Polaren  zusammenfallen,  dann  geschieht  es  durchweg. 

Vielleicht  gelingt  es,  wie  bei  der  F^,  für  zwei  Punkte 
Ä,  B  der  F"^  die  Identität  {Ä,  B)  =  {^By  Ä)  nachzuweisen. 

Die  (x>^  Büschel  des  Netzes  der  reinen  und  gemischten  zweiten 
Polaren  der  Punkte  von  l  sind  den  Involutionen  auf  l  so  zugeordnet, 
daß  zu  allen  Punkten  Z  der  Grundkurve  eines  Büschels  dieselbe  In- 
volution gehört.  Das  gemeinsame  Paar  X  Y  der  zu  Z^ ,  Z2  gehörigen 
Involutionen  liefert  in  der  zugehörigen  (X,  Y)  =  (Y,  X)  die  einzige 
durch  Z^,  Z2  gehende  Fläche  des  Netzes.  — 

Aber,  wenn  wir  zunächst  nur  die  einem  Punkte  Z  zugeordnete 
Projektivität  TT  als  gesichert  annehmen,  so  können  wir  nach  solchen 
Punkten  Z  fragen,  bei  denen  sie  involutorisch  ist.  Nach  dem 
C rem o naschen  Satze  gehören   alle  Punkte  von  l  zu  ihnen,   weil  für 


1)  Ist  das  Netz  nachgewiesen,  so  haben  (X,  Y)  und  (Y,  X)  auf  l  die  zu 
X,  Y  gehörigen  71  —  2  Cremonaschen  Punkte  gemeinsam,  woraus,  wenn  n>3 
ist,  vielleicht  auf  das  Zusammenfallen  geschlossen  werden  kann. 
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jeden  Punkt  P  auf  ihr    die  Formel  auf  S.  477    eine  Involution  der 
0,  a  liefert. 
Es  sei 

die  bilineare  Relation  der  TT  in  den  Parametern  x^  y  der  Punkte 
X,  Y  auf  l.  Durchläuft  dann  Z  eine  Gerade  g^  so  werden  die  Koeffi- 
zienten X,  |Li,  .  .  .  Funktionen  des  Parameters  z  von  Z  und  zwar  vom 
Grade  n  —  2 ;  denn  werden  bestimmte  Werte  x,  y  eingesetzt,  so  muE 
sieb  eine  Gleicbung  von  diesem  Grade  in  z  ergeben:  ibre  Wurzeln 
gehören  zu  den  n  —  2  Schnitten  von  g  mit  der  Polare  (X,  Y).  Die 
Bedingung  \x  =-  \x  für  involutoriscbe  Projektivität  führt  daher  ebenfalls 
zu  einer  Gleichung  {n  —  2)**''  Grades  in  z.  Diese  muß  in  Wirklicbkeit 
eine  Identität  sein^  aber  so  lange  man  das  nocb  nicht  erkannt  hat^ 
weist  sie  auf  eine  Fläche  {n  —  2)**^  Ordnung  für  die  gesuchten  Punkte 
hin,  welche  dann  die  Gerade  l  ganz  enthalten  muß. 

Zu  ibr  fübren  auch,  wenn  wieder  X  fest  und  Y  beweglich  auf 
l  genommen  wird,  die  beiden  zur  Punktreibe  der  Y  und  untereinander 
projektiven  Büscbel  der  (X,  Y)  und  der  —  von  ibnen  verschieden 
gedachten  —  (F,  X);  von  der  erzeugten  Fläche  2 (n  —  2)*®'"  Ordnung 
löst  sich  die  reine  Polare  (X,  X)  ab,  als  sieb  selbst  entsprechend,, 
und  es  bleibt  eine  Fläche  {n  —  2)**''  Ordnung,  von  der  jeder  Punkt  Zy 
weil  zugleich  auf  (X,  Y)  und  {Y,  X)  gelegen,  zu  einer  involutorischen 
Projektivität  TT  führt,  von  der  das  Paar,  zu  dem  der  feste  X  gehört^ 
nun  auch  durch  ein  anderes  Paar  ersetzt  werden  kann. 

Auf  dieser  Fläche  würde  dann  eine  doppelte  Unendlichkeit  von 
Schnittkurven  [(X,  Y),  (Y,  X)]  liegen,  durch  jeden  Punkt  ginge  ein 
Büschel  mit  {n  —  2)^  Grundpunkten,  zu  denen  allen  die  nämliche  In- 
volution gehörte. 

In  welcher  Weise  läßt  sich  zeigen,  daß  eine  derartige- 
Fläche  —  bei  F^  z.  B.  eine  durch  l  gehende  Ebene  —  nicht  mög- 
lich ist,  daß  vielmehr  die  Eigenschaft,  welche  wir  ihren 
Punkten  zuschreiben,  allen  Punkten  des  Raumes  zukommt? 

Beim  ebenen  Probleme  zerfiele  die  entsprechende  Kurve  durch- 
weg in  die  Gerade  l  und  eine  Kurve  {n  —  3)^®^  Ordnung;  diese  Un- 
gleichartigkeit  ist  schon  wenig  wahrscheinlich. 

Nach  diesen  vergeblichen  Bemühungen  schätze  ich  nun  doch 
den  Beweis  von  Cremona-Hirst  höher  als  ich  in  Nr.  693  getan  habe. 

Vielleicht  geht  aber  doch  aus  meinen  Anregungen  der  gewünschte 
andere  Beweis  hervor. 

Andernfalls  sind,  wenn  der  Satz  von  der  gemischten  Polare  vor- 
ausgesetzt wird,  im  vorangehenden  verschiedene  wohl  weniger  bekannte 
Eigenschaften  des  doppelt  unendlichen  Systems  der  reinen  und  ge- 
mischten Polaren,  welche  zu  Punkten  und  Punktepaaren  einer  Gerade 
gehören,  zu  Tage  getreten. 
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Thieme^)  geht  den  umgekehrten  Weg.  Er  baut  ein  Polaren- 
system w*®"^  Ordnung  auf,  in  dem  für  die  weiteren  Polaren  der  Satz 
von  der  gemischten  Polare  gilt,  und  definiert  dadurch  die  Grrundfläche 
(n  -\-  l)*®""  Ordnung;  während  wir  bei  meinen  Erwägungen  wie  üblich 
die  Grundfläche  vorausgesetzt  haben. 

Es  ist  aber  möglich,  daß  Thiemes  Überlegungen  auch  für 
unseren  Zweck  verwertbar  sind.  Ich  durfte  nicht  unterlassen,  auf 
sie  hinzuweisen. 

Im  Anschluß  an  diese  Probleme  von  V  und  VI  möchte  ich  noch 
an  die  Vervollkommnung  des  Beweises  des  allgemeinen  Satzes  erinnern, 
daß  durch  die  Strahlen  einer  Kongruenz  m*®'^  Ordnung  n^^^  Klasse, 
welche  eine  Gerade  treffen,  eine  Regelfläche  vom  Grade  m  -j-  n  ent- 
steht (Nr.  247  Anm.). 

1)  Zeitschrift  für  Mathem.  und  Phys.,  Jahrg.  24,  S.  221,  276. 
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KÖtter,  E.,  die  Entwickelung  der  synthetischen  Geometrie.   [XXVIII 

u.  484  S.]    gr.  8.     1901.    Geh  n.  c/^  18.80. 
Schafheitlin,  P.,  synthetische  Geometrie  der  Kegelschnitte.    Für  die 

Prima  höherer  Lehranstalten.    Mit  62  Figuren  im  Text.    [VI  u.  96  S.J 

gr.  8.     1907.    Geb.  n.  JL  1.80. 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 

Steiner,  J.,  Vorlesungen  über  synthetische  Geometrie.    2  Teile.    gr.S. 

Geh.  n.  A  20.—,  geb.  n.  A  22.— 

I.  Teil.  Die  Theorie  der  Kegelschnitte  in  elementarer  Darstellung. 
Auf  Grund  von  Universitätsvorträgen  und  mit  Benutzung  hinter- 
lassener  Manuskripte  J.  Steiners  bearbeitet  von  C.  F.  Geiser.  3.  Aufl. 
Mit  141  Holzschnitten.  [VIII  u.  208  S.]  1887.  Geh.  n.  JC.  6.—, 
geb.  n.  JC  7. — 

II.  „  Die  Theorie  der  Kegelschnitte,  gestützt  auf  projektive 
Eigenschaften.  Auf  Grund  von  Üniversitätsvorträgen  und  mit 
Benutzung  liinterlassener  Manuskripte  J.  Steiners  bearbeitet  von 
H.  Schroeter.  3.  Auflage.  Durchgesehen  von  R.  Sturm.  Mit 
103  Textfiguren.  [XVII  u.  537  S.]  1893.  Geh.  n.  JC.  14.—,  geb. 
n.  JC  15.— 

Sturm,  E..,    die    Gebilde    ersten   und   zv^eiten   Grades    der   Linien- 
geometrie  in   synthetischer   Behandlung.     In  3  Teilen,     gr.   8. 
Geh.  n.  A.  42 .  — 
I.  Teil.   Der  lineare  Komplex  oder  das  Strahlengewinde  und  der 

tetraedrale  Komplex.     [XIV  u.  386  S.]     1892.     n.  .iC  12.— 
n.     „       Die  Strahlenkongruenzen   erster  und    zweiter  Ordnung. 

[XIV  u.  367  S.]     1893.     n.  JC.  12.— 
ni.     „      Die  Strahlenkomplexe   zweiten  Grades.     [XXIV  u.  518  S.] 
1896.     n.  JC  18.— 

— die  Lehre  von  den  geometrischen  Verwandtschaften.    In 

4  Bänden,    gr.  8.     Geb. 
I.  Band:    Die  Verwandtschaften  zwischen  Gebilden  erster  Stufe. 

[XII  u.  415  S.]     1908.     n.  JC  16  — 
n.      „        Die  eindeutigen  linearen  Verwandtschaften    zwischen 
Gebilden  zweiter  Stufe.     [VIII  u.  346  S.]     1908.    n.  JC  16.— 
ni.      „        Die  eindeutigen    linearen  Verwandtschaften    zwischen 
Gebilden  dritter  Stufe.     [VIII  u.  574  S.]     1909.     n.  JC.  20.— 
IV.      „        Die    nichtlinearen    und    die    mehrdeutigen    Verwandt- 
schaften zweiter  und   dritter  Stufe.     [X  u.  486  S.]     1909. 
n.  JC  20.— 
Vogt,  W.,  synthetische  Theorien  der  Cliffordschen  Parallelen  und 
der  linearen  Linienörter  des  elliptischen  Raumes.  [VIII  u.  58  S.] 
gr.  8.     1909.    Geh.  n.  A  2.40. 
Volk,  K.  G.,  die  Elemente  der  neueren  Geometrie.    Unter  besonderer 
Berücksichtigung  des  geometrischen  Bewegungsprinzips  für  die  oberen 
Klassen  höherer  Lehranstalten  und   zum  Selbststudium  bearbeitet.    Mit 
93   zum   großen  Teil   zweifarbigen  Figuren  im  Text.     [VIII  u.  77  S.] 
gr.  8.     1907.    Kart.  n.  A  2.—,  geb.  n.  A  2.20. 


Brückner,  M.,  Vielecke  und  Vielflache;  Theorie  und  Geschichte. 
Mit  zahlreichen  Textfiguren,  7  lithographischen  Tafeln  und  5  Lichtdruck- 
doppeltafeln.   [Vin  u.  227  S.]    4.     1900.    Geb.  n.  «/^  16.— 

Dehn,  M.,  u.  P.  Heegard,  Analysis  situs.    gr.  8.    Geb.    [In  Vorbereitung,] 

Eberhard,  V.,  zur  Morphologie  der  Polyeder.  Mit  vielen  Textfiguren 
und  2  Tafeln.    [IV  u.  245  S.]    gr.S.     1891.    Geh.  n.  Ji^S.— 

die  Grundgebilde  der  ebenen  Geometrie.    2  Bände.   I.  Band. 

Mit  5  lithographischen  Figurentafeln.  [XL VIII  u.  302  S.]  gr.  8.  1895. 
Geh   n.  c^  14.— 

Schoenflies,  A.,  Kristallsysteme  und  Kristallstruktur.  Mit  73  Text- 
figuren.   [XII  u.  639  S.]    gr.S.     1891.    Geh.  n.  Ji^  12 .— 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 

Burmester,  L.,  Theorie  und  Darstellung  der  Beleuchtung  gesetz- 
mäßig gestalteter  Flächen,  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die 
Bedürfnisse  technischer  Hochschulen.  [XVI  u.  368  S.]  gr.  8. 
Mit  einem  Atlas  von  14  lithographischen  Tafeln  [in  qu.  Fol.  in  Mappe]. 
2.  Ausg.     1875.     Geh.  n.  JL  ^.— 

Grundzüge  der  Eeliefperspektive  nebst  Anwendung  zur 


Herstellung  reliefperspektivischer  Modelle.  Als  Ergänzung  zum 
Perspektivuntenicht  an  Kunstakademien,  Kunstgewerbeschulen  und  tech- 
nischen Lehranstalten  bearbeitet.  Mit  3  lithographischen  und  1  Licht- 
drucktafel.   [IV  u.  30  S.]    gr.  8.    1883.    Geb.  n.  c/^2.— 

V.  Dalwigk,  F.,  Vorlesungen  über  darstellende  Geometrie.  2  Bände. 
Mit  zahlreichen  Figuren  im  Text  und  auf  Tafeln,  gr.  8.  1909.  Geb. 
[Band  I  erscheint  im  Oktober  1909.] 

Disteli,  M.,die  Steinerschen  Schließungsprobleme  nach  darstellend 
geometrischer  Methode.  Mit  10  lithographischen  Tafeln.  [XII ^u. 
124  S.]    gr.  8.     1888.    Geh.  n.  J^  4.— 

Fiedler,  W.,  die  darstellende  Geometrie  in  organischer  Verbindung 
mit  der  Geometrie  der  Lage.  Für  Vorlesungen  und  zum  Selbst- 
studium.    3  Teile,    gr.  8. 

I.  Teil.  Die  Methoden  der  darstellenden  Geometrie  und  die  Ele- 
mente der  projektivischen  Geometrie.  4.  Auflage.  Mit  zahl- 
reichen Textfiguren  und  2  lithographischen  Tafeln.  [XXIV  u.  431  S.] 
1904.  Geh.  n.  JC.  10.—,  geb.  n.  .ä;  11.— 
n.  „  Die  darstellende  Geometrie  der  krummen  Linien  und 
Flächen.  3.  Auflage.  Mit  zahlreichen  Textfiguren  und  16  litho- 
graphischen Tafeln.  [XXXIII  u.  560  S.]  1885.  Geh.  n.  JC.  14.—, 
geb.  n.  uiC  15.40. 
ni.  „  Die  konstruierende  und  analytische  Geometrie  der  Lage. 
3.  Auflage.  Mit  zahlreichen  Textfiguren  und  1  Lithographischen 
Tafel.     [XXX  u.  660  S.]     1888.     Geh.  n.  JC  16.—,  geb.  n.  oiL  17.40. 

Haentzschel,  E.,  das  Erdsphäroid  und  seine  Abbildung.  Mt  16  Text- 
abbüdungen.    [VHI  u.  139  S.]    gr.  8.     1903.    Geb.  n.  JC.  3.40. 

Hanck,  A.,  Vorlesungen  über  darstellende  Geometrie.  2  Bände  zu 
je  etwa  20  Bogen,    gr.  8.    Geb.    [In  Vorbereitung.] 

Hessenberg,  G.,  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie  für  die 
speziellen  Bedürfnisse  der  Techniker,  gr.  8.  Geb.  [In  Vor- 
bereitung.] 

Holzinüller,  G.,  Einführung  in  das  stereometrische  Zeichnen.  Mit 
Berücksichtigung  der  Kristallographie  und  Kartographie.  Mit  16  litho- 
graphischen Tafeln.    [VIII  u.  102  S.]     1886.    gr.  8.    Kart.  n.  JL  4.40. 

Lazzeri,  G.,  u.  A.  Bassani,  Elemente  der  Geometrie  (und  zwar  Geo- 
metrie der  Ebene  und  des  Raumes  verwebt).  Mit  Genehmigung  der  Ver- 
fasser aus  dem  Italienischen  übersetzt  von  F.  Treutlein.  [ca.  400  S.] 
gr.  8.     Geb.    [Erscheint  Ostern  1910.] 

Sturm,  geometr. Verwandtschaften.    IV. 
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